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REPARTITION DES NOMBRES HAUTEMENT
COMPOSES DE RAMANUJAN

JEAN-LOUIS NICOLAS

1. Introduction. On dit qu'un nombre entier A est hautement composé
si tout nombre M plus petit que 4 a moins de diviseurs que 4. Si I'on définit
d(n) = nombre de diviseurs de #, on sait que, si la décomposition en facteurs
premiers de # est w = II; »,%, on a:

dm) =TT (@i + 1).
La définition devient: 4 est hautement composé si et seulement si:
1) M<A=dM) <d4).

Ramanujan [8] a défini et étudié les nombres hautement composés, dé-
montrant les propriétés suivantes:
Si 4 = 2°23% ... P, est un nombre hautement composé, on a:

(2) Ay Z A3 Z ... = ay

et 3 'exception de 4 = 4 et 4 = 36, on a: a,, = 1[8, §8].

Soit p = p; le plus grand nombre premier divisant 4, soit A\ un nombre
premier plus petit que p, Ramanujan donne des formules permettant de
déterminer ax & une unité prés lorsque \ est grand, et donnant un équivalent
de a) lorsque \ est petit [8, §§18-24].

Le quotient de deux nombres hautement composés consécutifs tend vers 1,
et Q(X), le nombre de nombres hautement composés inférieurs & X, vérifie:

(8, § 28]

® s S

Enfin, Ramanujan définit les nombres hautement composés supérieurs
[8, § 32] dont nous rappelons la défini.ion et les propriétés un peu plus loin
et qui sont & la base des résultats obtenus dans cet article.

En utilisant principalement le résultat de Ingham [4] affirmant que pour
5/8<r =1 o0na:

T

) r(@+x) — m(x) ~ 10’; -

Regu le 7 avril 1970. L’auteur de cet article a regu I’octroi n® A 7201 du Conseil National
de recherches du Canada.
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oll 7 (x) désigne le nombre de nombres premiers inférieurs a x, Erdés et Alaoglu
ont donné [1, Theorem 13] une formule permettant de déterminer ax A une
unité prés quel que soit A, et Erd8s a amélioré la formule (3) en montrant [2]:

®) Q(X) 2 (log X)1+e

avecc = (1 — 7) < 3/32.

L’objet de cet article est d’étudier la répartition des nombres hautement
composés entre deux nombres hautement composés supérieurs consécutifs.
Nous montrerons que ce probléme est 1ié 4 celui des approximations diophan-
tiennes du nombre 6 = log(3/2)/log 2 et plus précisément 4 l'étude des
formes linéaires & coefficients entiers Y uif;, avec 6 = log(l + 1/k)/log 2.
Le récent théoréme de Feldmann [3] améliorant les travaux de Baker sur les
formes linéaires de logarithmes de nombres algébriques, nous dit qu'il existe
des constantes ¢ et « telles que l'on ait: |g8 — p| > ¢/g* pour tous p, ¢ entiers.
Cela nous permettra de montrer que: Q(X) = (log X)¢ (théoréme 4).

Nous améliorerons les résultats de Erd6s et Alaoglu sur le calcul des
exposants @, (théoréme 2) et nous augmenterons légérement la constante ¢ de
la formule (5). Finalement nous conjecturons que:

. log Q(X) _ log(3/2) + log(5/4) _
‘LlflloglogX_lql_ 41og 2 = 1.277....

2. Nombres hautement composés supérieurs. On dit que NV est un
nombre hautement composé supérieur s'il existe un nombre réel ¢ > 0, tel que,
pour tout M entier, on ait:

00 _ 4V
ME = Né .

Propriéiés [8, §§ 32-34]. e étant donné, 0 < e < 1, il existe un nombre
hautement composé supérieur associé 4 e dont la décomposition en facteurs
premiers, N = II A% est donnée par:

1 ) . 1
(6) a = I:)\‘ — 1] = partie entiére de o1

On attache & N = N, les nombres:

(7) x = 2Ue et x, = xloB+1/k)/10g 2
On a alors:
®) o=k <\ E X

Soit p < x < P les nombres premiers encadrant x. Le plus grand nombre
premier qui divise [V est p et le nombre hautement composé supérieur suivant
N est inférieur ou égal & NP.

https://doi.org/10.4153/CJM-1971-012-6 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.4153/CJM-1971-012-6

118 JEAN-LOUIS NICOLAS

ProposiTioN 1. Soit N = N. un nombre hautement composé supérieur.
Sott r/s une fraction irréductible telle que s divise N. On note v\(n) I'exposant
de \ dans la décomposition en facteurs premiers de n. On a alors, \ et u éiant
premiers, et ay et a, étant déterminés par (6):

B RS S .

- vﬂ(s)<log<1 + al> — elog ,u.) — ; log Uy — ZI log V,,
uls ® T mls

les nombres Uy et V, vérifiant Uy = 1 et V, = 1 avec égalité lorsque v\ (r) =
et v,(s) =
Démonstration. En raison de 'additivité des fonctions log d(n) et log #,
il suffit de vérifier cette formule pour » = M, s = 1 puis pour r = 1, s = u*.
Sir = M, s = 1, posons ax = ¢, la formule nous permet de calculer Uy:

r _ N a+k+1
logd(sN) log (V) log————a’_’_1

eklog A — k(e log A — Iog(l + —+—1>> — log Uy

d’ou il vient:

_a+1 (a+2y £ {( a+i ><a+2>}
®) U“a+1+k<a+1> =N \e1)s

Pour £ = 1,ona U, = 1 et pour ¢ = 2,

a+i+1<a+2
a+1 a+1

d’'ottil vient Uy > 1sik = 2
Sir = 1,s = p, on calcule de méme V,:

(10) Vﬂ=ai4{ik(ail>k=,ﬁ{(Zi?:i)(aL)}

On trouve de méme: pourk =1, V, = letpourk > 1, VV, >

Définition. Soit N = N, un nombre hautement composé supérieur. Soit M un
entier que I'on écrit: M = (r/s) N avec r et s premiers enire eux. On appelle
bénéfice de M relatif @ N, la quantité:

(11) bén M = va(r)(e log A — log<l + o7 1>) +%‘1 log U,

+Zv#(S)<log(1 + ) — elog u) + 2 log V..

Hls ul's

La proposition 1 s’écrit alors:

M d(M)
(12) e log N log d(N) + bén M
avec bén M = 0.
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PROPOSITION 2. Soit A un nombre hautement composé. Soit M et M' deux
nombres tels que: d(M) = d(4) £ d(M'). On a:

ad(M")
I

Démonstration. I.e nombre A étant hautement composé, la relation (1) nous
donne: d(M') =2 d(4) = M’ =z A. La formule (12) nous donne:

a(d) < elOgM — log (M) dQr’)

dN) = N d(N) aMy

ProrosiTiON 3. Soit A un nombre hautement composé. Soit N = N . le nombre
hautement composé supérieur précédant A. On a: bén A < ¢ + log 2.

bén A £ bén M’ 4 log =~

= bén M’ + log

bén 4 = elogjév — log

Démonstration. Soit P le plus petit nombre premier ne divisant pas N. On
saitque N £ 4 < NP.Laformule (11) nousdonne: bén NP = elog P — log 2.
Posant x = 2'/¢, soit ¢ = log 2/log «, il vient:

P—x
pram

bén NP = elogg Ze

D’aprés le postulat de Bertrand, on a: P — x < x donc: bén NP = ¢

Ensuite, ou bien on a: d(IV) < d(4) £ d(VP) et la proposition 2 nous dit:
bén 4 < bén NP 4+ log2 < ¢+ log2, ou bien on a: d(NP) < d(4) et
comme A £ NP, la formule (12) nous dit: bén 4 £ bén NP = .

Calcul de bénéfices. Soit N = N, un nombre hautement composé supérieur.
Soit k& un entier fixé. On définit x et x; par la formule (7).

Soit Q1, Q2, - - . » O, les nombres premiers rangés par ordre croissant & partir
de x;. On choisit # tendant vers l'infini avec x et n < x7/log x avec 7 = 5/8.
D’aprés la formule (4) de Ingham on a Q, — %, = O(x7), et pour x assez
grand Q, < x;—1, ce qui entraine par (8) que 'exposant des Q; dans la décom-
position en facteurs premiers de NV est (¢ — 1).

Posons W, = NQ1 Q2. ..(Q,. On a par la formule (11):

bén W, = D elog Q; — log(l + i—) = Iog—@
=1 =1 Xx

Comme on a toujours (# — 1)/u < logu < u — 1, on obtient:

= log 2
(13) bén W, < ez Q P n(Qn x) < Q—C%’:,—O%é—x
et:
béan___eZ Qi — % 22(1 ———(n —n)
i=1 Q1 n i=1 Qn

d’ou il vient:

2
(14) bén W, > L 10& 2
%y log x
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Soit, de la méme fagon qi, g2, ..., ¢, les nombres premiers précédant xy,
rangés par ordre décroissant & partir de x;. Dans les mémes conditions, en
posant

N
W, = ————,
qi92 - - - Gn
on obtient:

2
(15) n 1082 « pen Wy <
%y log x

n log 2
xy  logx’
ProrosiTiON 4. Soit A un nombre hautement composé, et N = N le nombre

hautement composé supérieur précédant A. On définit x et xi par la formule (7).
Soit py le plus grand nombre premier divisant A avec I'exposant k. On a:

7 (pr) — w(o) = O((xx log x)'72),
o w(x) désigne le nombre de nombres premiers inférieurs a x.

Démonstration. Supposons par exemple que p; = x;. Posons n = w(py) —
7 (x:). Les relations (11) et (14) donnent

n’ log 2

bén A = bén W, > .
Xy, log x

~

D’autre part la proposition 3 nous indique: bén 4 = O(1), d’ou le résultat.

COROLLAIRE. Avec les mémes notations, st xy —0, on a, avec 7 = 5/8:
Pr — % = O(xx7).

Démonstration. D’aprés la formule (4) de Ingham, si I'on avait p, — x; = x,",
cela entrainerait

T
Xk
log x’

7(pr) — w(xp) =

ce qui contredirait la proposition 4.

3. Théoreme de majoration des bénéfices et applications.

TaEOREME 1. Soit A un nombre hautement composé, soit N = N. le nombre
hautement composé supérieur précédant A. Posons x = 2V, Il existe deux
constantes v > 0 et C > 0 telles que: bén A < Cx™.

Démonstration. Nous allons construire une famille de nombres M}, compris
entre N et NP (ou P désigne le nombre premier suivant x) tels que bén M,
ne soit pas trop grand et tels que les nombres d(M,) soient assez proches
les uns des autres. La proposition 2 appliquée aux nombres M, nous donnera
le résultat.

Soit ¥ un nombre réel, on note [y] la partie entieredey ([y] =y < [y] + 1),
on note {y} = y — [y] la partie fractionnaire de y et on note

llyll = min({y}, 1 — {3})
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la distance de y & 'entier le plus proche. Soit § = log(3/2)/log 2, la formule (7)
donne: x; = x% Soit Qy, Qq, ..., Qs les nombres premiers rangés par ordre
croissant a partir de x; et ¢i, g2, . .., g» les nombres premiers précédant x,
et rangés par ordre décroissant. Définissons de méme Py = P, P,, ..., P, et
1, D2y - . -, Pn & partir de x.

Pour & > 0, on définit

M, = N-QM avec k = [h0].
pib2. .. D
Pour 2 < 0, on pose &' = —h et

M, = Nfll.i—-li aveck’ = [h'0] + 1.
q192 - « « Qp
On a, pour & > 0:
_ L dM) o (3/2)" _ _
o, = log i) log oF = hlog(3/2) — klog 2 = {h6} log 2
et pour 2 < O:
d(M,) 2", '
8 = log 71(7\7”7 = log = k' log 2 — ' log(3/2) = {h8} log 2.

Pour & = 0, on pose Mo = N et §, = 0.
On considére les nombres M, — H < h < H, H étant un entier que I'on
précisera par la suite, et le nombre M/ = NP. On pose:

d(M)
ad(V)

et on les range par ordre croissant de §;. Soit u,/v, le pleme convergent principal
de 0, et choisissons %z de fagon que:

(16) Un41 < H é Uny2.

D’aprés les propriétés des fractions continues (voir, par exemple [6, Chapter 1])
I'un des convergents u,/v, et #,41/Upt1, SOt #/v va vérifier v > u, et par
suite 20 = u + ||v6]|, I'autre soit «'/v" va vérifier v'0 < u' et v'§ = ' — |[v'6]|.

Pour # 2 0, on a: (h — )0 = [h6] + {h8} — o' + |[2'8]]. Si
{h8} <1 — ||v'6)l, on a: {(h — v")8} = {h6} + ||v'0]| et:

5], < 5}1_,,' < 5}; + “YJ'G” IOg 2

8y = log = log 2,

le nombre M, suivra M, dans le rangement par ordre croissant des §, et
I’écart entre 8, et §,_, est inférieur & ||v'6|| log 2. Si 1 — ||2'6]| < {#6}, on aura:
8y < 8y < 8 + ||v'0]] log 2, et le nombre M = NP suivra M,, avec un écart
8y — & inférieur a ||v'6]| log 2.

Pour # <0, on a de méme: (h+ v)0 = [h0] + {h6} + o' + ||v6]|. Si
{ho} < 1 — ||v6]|, on aura 8, < dny, < 8 + ||v0]] log 2. Si 1 — |[v6]| < {#6}, on
aura 6, < 8y < 8, + |[v8]] log 2.
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Dans tous les cas, 1'écart entre deux nombres consécutifs de la famille
on —H < h < H, et 8, rangés par ordre croissant est au plus ||26]| log 2, ou
||2'6]| log 2, c’est-a-dire au plus ||z,0]| log 2.

D’aprés le théoréme de Feldmann [3], il existe deux constantes « et ¢; telles
que, pour tous # et v entiers, on ait:

oo — u| > L.
v
On a en particulier:

Cc
l‘l)n+10 - %n+ll > ‘;L .
Un+1

Mais, d’aprés les propriétés des fractions continues (voir [6, Chapter 1]), on a:

1
[Un410 — tpya]| < ——.
. Unt2
On en déduit:

Up4-2 < (1/61) ZJ;+1.
La relation (16) donne:
H < (1/e1) g4, s0it: 9,01 > (cx H)V=

Finalement, on obtient:

17 [|oa0]] Iog 2 < [[vaf]] = [0 — ua| < ;—1— < cH ™M™,
n+1

Choisissons H de facon A avoir: H < x," < x7. Pour —H £ h < H, on
aura, par les relations (13) et (15):

|%] log 2

([#8] + 1) log 2 < Hlog 2
xy " log x

1—7 — .
x " log x Y x5 " log x

Considérons le nombre hautement composé 4. On pose,
d(4)
d(N) "

Le nombre 6, va étre compris entre deux nombres consécutifs 6, et 8, de la
famille des 6,. On aura:

04 = lOg

d(My) = d(4) = d(Mw)
et
d(Mh’) - _ < —1/x
(19) log FIARE 8 — 8 = ||vf|| log 2 < c.H
en appliquant l'inégalité (17).
On applique la proposition 2 aux nombres 4, M, et My::

d(M,,»)< H log 2
d(M,) © x5 log x

bén 4 = bén M, + log + e H V"
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en appliquant les inégalités (18) et (19). Si I'on choisit H = [x7*], on obtient
bén A < Cx™ avecy = 0(1 — 7)/(x + 1), ce qui établit le théoréme 1.

PROPOSITION 5. Soit 4 un nombre hautement composé assez grand, N = N,
le nombre hautement composé supérieur précédant A. Ecrivons A = (r/s) N
avec r et s premaers entre eux. Alors r et s ne sont divisibles par aucun carré.

Démonstration. D’apres la relation (11), si \? divisait 7, on aurait:

1
1+a)\

ol ay est défini par (6). U, est donné par la formule (9), en posant a = ay:

a+1(a+2)2>_ ( 1 > 1
logU*g1°g<a+3(a+1>"’ =\l i he T/ 2 ar o

Soit a; 'exposant de 2 dans la décomposition en facteurs premiers de N, on a:

bén 4 = Q(e log A — log > + log Uy = log U\

1 1

a=a\ = as et a2~2—e-:—l~m.

On aurait donc:

4
. S 2 _ (log2)
bén A = log Uy 2 (elog 2) (log x)°

ce qui est en contradiction avec le théoréme 1 pour x assez grand.
On démontrerait de méme que s n’a pas de facteurs carrés.

PRropPoSITION 6. Soit A un mnombre hautement composé assez grand. Soit
N = N, le nombre hautement composé supérieur précédant A. Soit N\ un nombre
premier et posons a = ay = (V) défini par (6) et b = by = v, (4). Alors:

1 _
) —_— _— < v . = = M
Si elog N log<1+a 1>=Cx ,ona:b=aoub=a- 1,

Silog<1+‘ll> —elogN=Cx " ona:b=aoub=a—1;

Stnon,onab = a.

Démonstration. D’aprés la proposition 4, on doit avoir: |b — a| < 1.

Sib=a+ 1,alors: bén 4 = bén AN = elog A — 10g<1 +#—1—> .

Le cas n’est possible que si

elog A — 10g<1 + ﬁ) < Cx7

d’aprés le théoréme 1.

N
A

Sib =a — 1,alors:bén 4 = bén log(l + —(1;> — elog A,
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Cela n’est possible que si
log(l + %) —elog A £ Cx7".

Cela nous permet de déterminer l'exposant b = v,(4) avec lequel X divise 4,
suivant les valeurs croissantes de A.

W
A X1 Xp \Q
S NN
€ log A log(l-f-ﬁ*l') lOg@‘f‘%)\
N | N
1 NN
N1 k+1 k
a=v,(N) E+1. k k=1
b=y (4) E+1 E+1louk E Eouk — 1 E—1

La demi longueur des zones hachurées dans lesquelles b peut varier de une
unité est:

Pour e log A, la proposition 6 nous donne Cx~7,

Pour N = e8¢ on trouve (\/¢) Cx~7 soit O (xzx~7 log x),

Pour
1 _ 1
AN =1 e

on trouve (A¢/(A¢ — 1)2) Cx™ soit O (x~7 log? x).

’

Remargue. Soit p; le plus grand nombre premier divisant 4 avec I'exposant k.
Le tableau précédent nous indique:

pr — xx = O (xxog x)
et le corollaire de la proposition 4 nous donne:
e — % = O(x")
ce qui est meilleur lorsque % est petit.

THEOREME 2. Soit A un nombre hautement composé et p son plus grand facteur
premier. Soit N < p un nombre premier, et posons: b = v\(4). Alors on a:

10g<1 + %) > logrog2 , o™,

log p
1 log X log 2 —y
log<1 +3 T 1) = Tog p +0@™).

https://doi.org/10.4153/CJM-1971-012-6 Published online by Cambridge University Press


file:////a/V
file:////a/V
https://doi.org/10.4153/CJM-1971-012-6

NOMBRES HAUTEMENT COMPOSES 125

Démonstration. Associons a A le nombre hautement composé supérieur,
N = N_.précédant A. Pour avoir b = 9,(4), le tableau précédent nous dit que:

1 —y . ( 1> .,
—_] — < < 1
Iog<1+b+1> Cx =elog)\=10g1+b + .
Le corollaire de la proposition 4 nous donne: p — x = O(x7) soit p ~ x et

x) — o(x'™)

__log2log A —
og” x

log p

etcomme vy < 1 — 7, 8177 ~ pI=7 = o(p77).

elog A = log 2 log )\<L 1 > = O<log )\f)

logx logp

Cela démontre le théoréme 2, qui améliore les théorémes de Alaoglu et Erdds
[1, Theorems 11, 12]. La remarque précédant le théoréme 2 nous permettrait
de remplacer O (p~7) par une quantité plus petite, lorsque b est petit.

THEOREME 3. Soit Q(X ) le nombre de nombres hautement composés inférieurs d
X. Sott N = N.et N' deux nombres hautement composés supérieurs consécutifs.
11 existe une constante ¢ pour laquelle on a: Q(N') — Q(N) = O(log N)°.

Démonstration. Nous allons étudier toutes les possibilités de construire un
nombre hautement composé, A entre N et N’, ayant un bénéfice inférieur
aCx.

La premiére ligne du tableau suivant la proposition 6 nous indique qu’un
nombre premier \ a le méme exposant dans NV et dans 4, sauf s'il est voisin
d’un nombre x;.

I1 existe un entier %, tel que pour & > k' il y aura au plus un nombre
premier dans la zone hachurée de x;, soit x; + O(x; x™ log x). Cela arrivera
lorsque x;x7logx = 0o(l) c'est-d-dire, (compte tenu de (7)) pour
log(1 4+ 1/k)/log 2 — v < 0. Cela nous donne

, 1
k= l:emgz _ 1]

et I'on voit que &’ ne dépend pas de N mais seulement de v.

Pour k assez grand, il y aura plusieurs nombres x; compris entre deux
nombres premiers consécutifs. Cela aura lieu lorsque x; — xz41 = 2. Défi-
nissons &’/ par:

Ko — Xprr < 2 = Xprr — Xpregae

Nous allons chercher un équivalent de £”’. On a:

log(l + ——k_l}_ 1) - log(l + %) = log(l - ————-———(k -l{ 1)2>
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et
_ _ log(1 — (B4 1)7%) log x)} log x
(20) @ = % = xk{l exp( log 2 Y 2 log 2~
Pour 2 = C log x/log log x, on a:
log 1 2
5 m e R
et
log(1 4+ 1/k
log(xx — %z41) = log x —9&(172_—5—@ + 2logs(x) — log log x + O(1),

1
log (x; — %g41) = 1%,% — log log x + 2 logs(x) 4+ O(1).

On voit que, pour C > 1/log 2, lim(x; — %341) = 0, et pour C < 1/log 2,
lim (x; — %x41) = -+ 9. On en conclut:

log x

R~ log log x log 2

et par la relation (20),

log x
2~ w k' log 2’
X 2 log x

~ log 2 (log log x)* *

Regardons maintenant quel peut étre I’exposant b, = v,(4) de \ dans la
décomposition en facteurs premiers de A par rapport a ay = v\ (V).

Pour N £ xv il y a trois choix au plus pour by: @) + 1, a) et ax — 1 A cause
de la proposition 5.

Pour xz» < N < %y, pour chaque valeur de %, il y aura au plus un nombre
premier dans la zone hachurée de x;. Pour un tel nombre premier, il y aura
deux choix pour by.

Pour 2 £ k £ k', pour chaque nombre %, il y aura au plus 2(x; log x)1/2
possibilités de choisir p; le plus grand nombre premier divisant 4 avec
I'exposant k, & cause de la proposition 4.

Enfin, pour £ = 1, il y aura en général une et au plus deux possibilités de
choisir p1, le plus grand facteur premier de 4, pour que le nombre 4 ainsi
construit soit entre N et N'.

Dans ces deux derniers cas, la relation (2) montre que le choix des p;
détermine exactement les exposants b, pour tous les nombres A. On aura donc:

X’

(1) QW) — QW) = 2<Q22(xk log x)1/2> (@ F) (37

Or, on a: x» = o(log x) et B’ = o(log x) donc:

log(QV') — QWV)) = ;2 3 log % + o(log x).
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Mais, d’aprés (7),

x log ¥ < ( 1) log 2(F + 1)
1 = _I_ - - —< 2 -—
?:2 plogw =5 log 24 log\1+ 7 p log ,

On trouve donc:

log 3 (&' 4+ 1)

QW) — QN) = O(x°) avecc > 2log 2

Comme on a: x ~ log N [8, § 39], cela démontre le théoréme 3.

THuEOREME 4. Soit Q(X) le nombre de nombres hautement composés inférieurs
dX.0na:Q(X) = O(og X)'*°, c ayant la méme valeur que dans le théoréme 3.

Démonstration. On a, avec le théoréme 3:

o) 5 00" - 0t = o T tog )

les sommations s'effectuant sur les nombres hautement composés supérieurs
N précédant X, et N’ désignant le nombre hautement composé supérieur
suivant V. On a ensuite:

(log X)*!

N\ C < c ~
Nzé:x (log N)° = (log X) Iéxl log log X °

Cette derniére équivalence est donnée par Ramanujan [8, § 44]. Une évaluation
plus précise donnerait:

c ¢ (log X)°t!
log N)¢ ~ ~ ; .
Nzg:x(Og ) xg%x;)\ (c+ 1) loglog X

A\ premier

Cette derniére équivalence étant donnée par [5, § 55].

4. Minoration de Q(X).

THEOREME 5. Soit Q(X) le nombre de nombres hautement composés inférieurs
d X. Il existe une constante ¢’ > 0 telle que Q(X) = (log X)1+¢.

Démonstration. Ce théoréme a déja été démontré par Erdés [2]. Nous allons
obtenir ici une valeur de ¢’ un peu plus grande. La méthode de démonstration
est essentiellement la méme.

Soit 6 = log(3/2)/log 2 et ¢ = log(5/4)/log 2. On considére les nombres
{ud + v6’}, ot {y} désigne la partie fractionnaire de y, avec u, v entiers,
|| £ Uetly] £V, Uet V étant deux nombres que 'on déterminera par la
suite. Les (2U + 1)(2V + 1) nombres de cette forme sont tous distincts et
tous compris entre 0 et 1. Si l'on divise le segment [0, 1] en 4UV + 2(U + V)
intervalles de méme longueur, I'un de ces intervalles contiendra deux points:
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{u10 + 018’} < {us0 + v:0'} d’aprés le principe des tiroirs de Dirichlet, et on

aura:
1
—_ —_— N <
{(u2 M1)0+ (7)2 7}1)0} = 4UV+ 2([]'*‘ V)'
Posons # = uy — uy, v =9, — v;, et w= —([uf + v8'], on a: |u| £2U,
o] < 2V et
(22) 0 <ub+ o0 +w= (ub+ o8} < 1 <1

44UV 22U+ V) T 4UV”

Soit A un nombre hautement composé, N = N, le nombre hautement
composé supérieur précédant 4. On définit x et x; par (7) et, en particulier,
xy = x® et x4 = x%. Soit 7, ¢, p les plus grands nombres premiers divisant 4
avec les exposants 4, 2, 1. D’aprés la proposition 4, on a:

w(r) — (%) = O((xalog x)172), w(q) — w(x2) = O((x2log x)'2),
et
m(p) — m(x) = O((x log x)'7?).

Les nombres U et V étant choisis, et u et v vérifiant (22) on construit un
nombre A’ tel que:

logd(4’) = logd(4) + (b 4+ v8' + w) log 2

dont la forme varie avec le signe de «, v, w. Danslecas « > 0,2 > 0, w < 0,

on a:
4 = 4 0:102...Q,R1R: ... R,
Dipe. .. Pu
ol Qi, Q2, ... sont les nombres premiers suivant ¢, Ry, Rs, ... les nombres
premiers suivant 7, et p; = p, P2, . .. les nombres premiers précédant p.

Si U est inférieur & x,7/log xs on aura:

F(Q) = 7) = ul + [5(@) — 2] = O )

log x2

et on aura aussi: |Q, — x| = O(xs7). Si, de méme V" < x,7/log x4, On aura
|R, — x4) = O(x47). Comme w = O(U + V), on aura également |p, — x| =
O(x7). On peut donc appliquer les formules (13) et (15):

bén A’ — bén 4 < L1082 vleg? | wlgd A
x2 "logx  xy logx  x T logw
b 2U log 2 2Vlog2>
(23) bén 4 bénd < (xé_' log & + T log % (1 4+ o(1)),
on a d’autre part:
a4 , 5 1
log———d(A) = (uf + v’ + w) log 2 £ v
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La relation (12) appliquée & 4 puis & 4’ donne:
A’ a4’ 2U log 2 2V log 2
log = = .
€087y log d(A) e 4UI/ + x5 "logx ' xi " logx”

On choisit U = x2, V = xfaveca = (20 — 60')(1 — 7),8 = 3(20' — 6)(1 — 1)
et on obtient:

+ bénd’ —bénd <

€ logflA— = 0( @) = Q@I+,

d’ott l'on tire, en posant ¢/ < 30+ ¢')(1 — 7):

1
x<
et comme x ~ log 4, on obtient:

1
A <A1+ ———).
= ( +(logA)°)

Cette inégalité a été obtenue par Erdés [2] avec

A’§A(1—|—

’_ 1—1 — i
CTTy T
Icinousavonsc¢ < (84 6')(1 — 7) = 0.113....La fin de la démonstration

est la méme. Comme d(4’) > d(4), on a 4" > A et il existe un nombre
hautement composé A’ tel que 4 < A" = A’ qui vérifie

1
A" < Al 1+ ‘—,) .
( (log A)°
Cela entraine: Q(X) = (log X)+¢.

5. Conclusion. Si 'on supposait les nombres premiers trés bien répartis,
c’est-a-dire distants de log x au voisinage de x, les formules (13), (14), et (15)

deviendraient:
bén W, ~ "1og 2 n log 2
2%
La formule (23) deviendrait:
bén A’ — bén A NuzlogZ +1)210g2
¢ on 2x2 x4 '

et l'on trouverait ¢’ = (0 + ¢') = 0.277 ... dans le théoréme 5.
D’autre part, si I'on avait pour les formes linéaires en 6 et 6’ une relation:

I S
K (n) (uw) ™

pour tout 5 > 0, cela nous permettrait d’obtenir ¥y = (6 4 ') — n dans le

< |ub + v8' 4+ w|
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théoréme 1 et on obtiendrait dans la démonstration du théoréme 3, k' = 5.
Comme les nombres
log(6/5) _

log(4/3) _ o
log 2 =1—9 et log 2 =0—20

sont rationnellement dépendants de 1, 6, ¢, les nombres premiers voisins
de x; et x5 n"apportent pas de valeurs nouvelles 4 la fonction d et le produit
dans la formule (21) ne porterait quesur 2 = 2 et k = 4. On en déduirait alors:

(log X)o7 < Q(X) = (log X))t avecc =1+ 20+ 6) =1.277....

Si, par contre les nombres {uf + 20’} étaient mal répartis, il est vraisemblable
que la quantité log Q(X)/log log X n’aurait pas de limite.
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