UNE NOTE SUR DES SYSTEMES DE TARIFICATION BASES
SUR DES MODELES DU TYPE POISSON COMPOSE

OVE LUNDBERG
Stockholm

Hans Biihlmann traite dans son ouvrage ,,Optimale Pramien-
stufensysteme’ (1964) principalement le probleme de trouver
I'estimation optimale de la prime de la n-iéme période a partir des
observations de sinistres au cours des périodes précédentes.

Max Giirtler a traité dans le ,,Bonus ou Malus”’ du Astin Bulletin
vol. IIT part I deux systémes différents pour la détermination
de la prime individuelle pour 'assurance automobile, c’est-a-dire

a) systéme ,,Absence de sinistre”

b) systéme ,,Nombre de sinistre”.

A T'aide de simples modeles {examples page 56) pour le groupe-
ment de portefeuilles de risques bons et lourds Girtler étudie
Ieffet des deux systémes et en tire des conclusions générales sur
Iapplicabilité des systémes. Giirtler souligne d’abord que le systéme
b) utilise considérablement mieux l'information, parce que tous
les sinistres y sont considérés et non pas, comme dans le systéme a),
seulement le premier sinistre étant registré pour chaque assurance.

Marcel Derron traite dans ,,A theoretical study of the no-claim
bonus problem” du méme cahier de la publication la quote-part du
ER (Error ratio) qu’il définit comme une quote-part égale au
montant absolut de la différence entre la prime payée et la vraie
prime divisée par la prime payée. Il calcule la quote-part du ER
pour le modele de Giirtler et pour des modé¢les alternatifs et cherche
le systéme de bonification qui rend la quote-part du ER aussi
petite que possible pour le modéle choisi.

Pieyre Delaporie a illustré, dans son ouvrage ,,Tarification du
risque individuel d’accidents d’automobiles par la prime modelée
4
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sur le risque’”” a la conférence a Trieste, de quelle fagon les moyennes
successives modelées par rapport 4 I'expérience donnent non seule-
ment les primes correctes selon I'espérance mathématique mais
ameénent encore la moindre moyenne d’écarts quadratiques. Cela
implique que la méthode des moyennes successives est la plus
efficace au sens de la variance minimum.

I1 semble que les essais sur des modeéles mentionnés ci-dessus faits
par Girtler et Derron ainsi que les résultats trés intéressants de
Delaporte puissent étre montrés plus généralement par les méthodes
appliquées dans les processus aléatoires du type Poisson composé.
I1 est pour ce sujet intéressant d’essayer de suivre l'idée principale
de Biithlmann.

Soit U (%) une fonction, indépendente du temps, de répartition
des risques individuels &, la probabilité pour qu’une personne ou
voiture ait # sinistres au cours de temps (o, £) est

©

P (vi = n) = Py (t) :fg:;—sn e trdU (x),n =0,1,2,... (1)

La somme des probabilités des risques individuels est
fd U((x)=1. (2a)

Supposant que la moyenne de la variable v; est le parametre du
temps (temps opérationel), nous pouvons sans limitation de généra-
lité supposer que l'espérance mathématique du risque individuel

©

fde(x):I. (zb)

[

En effet, si I'espérance mathématique du risque £ soit égale & m,
nous pouvons définir la répartition du risque £: m. Nous désignons
la variance du risque par b, ¢’est-a-dire

f (x—1)2d U (x) = b. (2¢)
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Le modele dans lequel ¢ est un parametre variable est nommé un
processus Poisson composé ,,au sens restreint’” d’aprés la termino-
logie de Carl Philipson (voir [g]).

1. Observations du nombre de sinistres (variable aléatoire = vg).

Tandis que la probabilité que le ,,vrai’ risque a priori est égala x
est 4U (x), la probabilité conditionnée par I'hypothése qu’il
est survenu # sinistres au cours de temps ¢ est )

t "
{ ;‘) —t2 d U (x) xm et d U (x)
U= = 0

J ym et d U (y)

L’espérance mathématique du risque £ lié par le nombre # de
sinistres au cours de temps opérationel ¢ est donné par

@

- fxn+1 et g [ (x)
ku(t)y = E[Elvi=mn]= E,[&] = de Up (x) =3
¢ xme—ted U (x)
.,f (4)

II est facile de vérifier que la moyenne de la fonction %, de la
variable aléatoire v est égale a 'unité pour toutes les valeurs de ¢

Eb@]= ) ka(t) Pu() =1

C'est-a-dire 'estimation de %k, selon (4) est en moyenne ,un-
biassed”. En passant a la limite { = 0 nous obtenons selon (4)

@

b (0) = " oty — [ 10 U (),
Mo
2 b+1
et ainsi ko (0) = I et k1 (0) = ;:T:I—i_b
1

) OL [8] p- 9o et C Ph [10] et [11]. M. Philipson fait generahser les
formules des probabilités conditionées & C.P.P. ,,au sens.....
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La fonction %, (f) est dans la théorie des processus aléatoire
nommeée la fonction d’intensité. Si le parameétre ¢ est fixé nous
désignons l'espérance mathématique conditionnée %, (f) par %,
seulement.

Bithlmann [2] a défini l'estimation optimale par la condition
que l'espérance mathématique d’une non-négative fonction d’écart
entre la valeur estimée par les observations et la ,,vraie”’ valeur est
minimum. Si la non-negative fonction est I'écart quadratique et
les observations sont représentées par les nombres individuels
de sinistres dans un ou plusieurs périodes, I'estimation optimale
est donnée par la fonction &, (¢) ol # est le nombre total de sinistres
au cours du temps f.

Sachant que # sinistres sont survenus dans l'intervalle de temps
(0, #), selon la terminologie de Delaporte (voir [3-5]), nous désignons
ky la ,,prime modelée sur le risque”. Soit Uy, (x) définit de (3),
I’espérance mathématique conditionnée

@

E (& — ) v = ] = Eal(E—m9 = [(s— )2 Un (1)

o
est minimum pour x, = k,. En effet, cette espérance quadratique
est minimum pour 'espérance mathématique de la variable aléa-
toire conditionnée, ¢’est-a-dire pour

©

xann[Ejzkn:fden(x).

Cette valeur minimum définit la variance conditionnée du risque

o

IWHw=M=Dﬁ@:EM@—MW:fW~%WdUM@(%%

Selon l'identité
(x—kp)2=(x —1)2— (kp —1)2— 2 (R —I) (X —Ry),

nous écrivons la variance conditionnée
sz (€] :f(x——I)sz,Z (%) — (kp — 1)2 :GZ ). (sb)

Comme fonction de 7 et ¢ nous la désignons o (f).
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La moyenne a priori de ces variances conditionnées, c’est-a-dire
la variance du risque par rapport aux ,,primes modelées” selon (4)
est dérivée par cette formule et (3), ainsi

© @®

ViE = Efol (] = ) o} Pu () =b— ) (ka®) =12 Pu(t). (6

n=0 n=20

Par conséquence, la variance par rapport aux ,,primes modelées”
fait la différence entre la variance b de la variable aléatoire £ et la
variance des ,,primes modelées™ %,(f). La variance totale obtenue
par intégration de la fonction V[£] par rapport a ¢ correspond a
,,das mittlere Portefeuille-risiko des Pramienstufensystems’” d’aprés
Biithimann.

Delaporte [3] regarde l'espérance mathématique — au lieu du
risque (c¢’est-a-dire la variable aléatoire £) — du nombre de sinistres
v d’'une période NV aprés N—1 périodes précédentes avec # sinistres
en tout. Delaporte définit l'efficacité de la prime moyenne par
rapport a la prime modelée par le quotient, exprimé ici en temps
continu,

o= (Vi— V)| (Vo V) ot V =V [

Anticipant V  [E] = o nous définissons ici !'efficacité

. ViE]

o
<
(=
—
VAN
[l

—1 _22 (kn(f) — 1)2 Py (2) (7)

Nous voyons que é&p = I.

Si ¢ tends vers linfinité nous savons d’un théoréme bienconnu de
probabilités, que le quotient individuel v/¢ tends ,,en probabilité” vers
le,,vrai” risque x = xo. D’autre part, si nous supposons que le quotient
nft est pour trés grandes valeurs de ¢ constant et égal & xo, la réparti-
tion conditionnée U, (x) tends vers la répartition d'unité ¢ (§ — xo),
laquelle fonction est égale a zéro pour £ << xo et & 'unité pour

£ > xo (cp. O.L. [8] p. 93). De cela nous avons ,presque

stirement”

lim &, (£) = %0

{—>0
(Ce résultat est une conséquence d’un théoreme de Doob op. B. [2]
p- 204.)
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Selon la formule (5a) de la variance o?, nous pouvons écrire
G;:kn+1.kn-—ki:kn (k”n+1—kn). (SC)

Par conséquence lim ¢%, = o ,,presque sirement” pour { — 0, et

ainsi par (6) ,,presque sGrement” V; et lefficacité & tendent vers
zéro.

Il est facile de prouver qu'a part de ,,presque siirement’” é = ¢,
ol ¢; est défini par Delaporte par rapport au nombre de sinistres
d’une durée arbitraire aprés une période avec un nombre connu de
sinistres.

Enfin, il est d’intérét de constater ici que la somme des écarts
quadratiques

> Tka (9 — (a0 + ay n))2 Pu 1) ®)

est minimisée par
a0 =1/ (1 + bt) et ax = b/ (1 + bi)

L’approximation linéaire coincide exactement avec l'intensité
Ry () = (1 -+ bn)/ (x + bt), définissant le processus de Polya.

Nous pouvons vérifier ce résultat par une relation fondamentale
des processus Poisson composés 1)

(4 1) Prys (8) = t Py () kn (8),

et par conséquence

an(t)Pn(t)zx ethkn(t)Pn(t)zt(1+b).

Encore, la somme minimum soit par ces relations exprimée par

-, e o, b
D (=) B0 = Y e —

n=10 n=20

Par conséquence nous obtiendrons selon (6) la formule suivante
de lefficacité au sens de la variance minimum

1 O.L. [8] p. 78.
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_ 1 Iy I 4 bu\2
“‘1+w“ngh_ﬁﬁiﬁ'm¢)

I
< —
=14 bt’

Ainst

et

ol égalité est valide pour ky = (1 + bn) / (T + bt), ¢’est-a-~dire pour
le modele de Polya. Entre tous les modeles de Poisson composés
ayant la méme variance b des risques individuels, le modele de
Polya fait évidemment la plus grande valeur de e;.

Le modele de Polya est caractérisé par la fonction de répartition
Pearson type III
z/b

f pib—1 ¢—v Jy

0

1

T

ou
I+ bn.

fa (f) = 1+ bt

Nous avons vu que
Vo] = bf (1 + b) et ee = 1/ (1 + bi).

La mésure de la variance totale dans l'intervalle (o T) de Biihl-
mann est égale a

T T b
f Vi dt = J':E dt = log (1 + &T).

o o

2. Observation du temps d’absence de simistres (variable aléatoire
= To).

Supposant que les observations individuelles se composent des
temps opérationels exacts d’absence de sinistres a partir d’un
certain moment, par example le début d’assurance, nous obtenons
pour une période d’observation (o 1) la fonction d’estimation
optimale
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ki(f) pourt < T
O =9, () pour t > T (©)

olt ko (f) et k1 (f) sont donnés par (4).

En effet, si le sinistre premier a lieu en ¢ < 7T, c¢’est-a-dire le
temps to d’absence de sinistres est égal a ¢, la fonction conditionnée
de répartition des risques est égale a (cp. (3))

AU (x|vo=10) =d U (x) = cndU (92)

@ »

frt@ txd U (x)

[}
et ainsi pour ¢ < T
T

k(t):fdet(x) — ky (1).

Absence de sinistres au cours du temps (o 7°) implique
k(t) = ko (D).

Nous avons E [k (§)] = f Ri(t) . Po(t). ko (t)dt + Po(T) . ko (T)

= I, ainsi 'estimation est en moyenne ,,un-biassed”.
L’espérance mathématique des écarts quadratiques ou la variance
conditionnée est

D2(E| w0 =t] = Dy [£] = E4[(£-—k(¢))?] :ﬁx—k(t)]zd Ui(x) (10)

Selon l'identié
[x—Ek@]=@x—12— (k) —1)2—2 () — 1) (x — k() ),
nous écrivons la variance conditionnée

©

D[] =f<x—r)2dUt () — (B () — 1) = 5% ()

o

La moyenne a priori de ces variations conditionnées, c¢’est-a-dire
la variance du risque par rapport aux ,,primes modelées’ selon (9)
est dérivée par cette formule et (g a), ainsi

https://doi.org/10.1017/50515036100008904 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S0515036100008904

SYSTEME DE TARIFICATION 57

T

ﬁMQZEB%hH=f6%@PMﬁﬂ+6%PMﬂ==

1]
@ T T

:f(x—l)z au (x)gfx et dt e Tx%—f(k(t) —1)2Po(f) ko (2) di—
~— (B(T) — 1)2 Po (T).

Ainsi, nous pouvons écrire

o

Vel =b— [ O —2 P @ (x0)
ou le second terme est selon (g) une fonction de T.

En effet, la variance totale du risque x par rapport a I'estimation
optimale est obtenue par rédugant la variance b du risque de
répartition U (x) par la variance de % (f), ¢’est-a-dire de 'estima-
tion optimale.

La fonction 4 (#) est une fonction positive et non-croissante de ¢
(cp. O.L. [8] p. 76) et ainsi k1 (0) = 1 -} b est la valeur supérieure.
Pour ¢ finit £ (¢) > o et pour ¢ infinit £ (f) > o.

Une répartition de % (f) avec une probabilité positive dans ¢ = o
n’est pas possible. Ainsi, la variance de k(f) est majorée par la
distribution ayant la moyenne = T,

k=1 -+ b avec la probabilité 1/ (1 4 b)
k=0 avec la probabilité b/ (1 + 5)

Cette distribution a la variance = b.

Par conséquence il faut que la variance de % (f) dans la formule
(11) soit moindre que &.

Ainsi, contrairement 4 I’estimation basée sur des observations du
nombre de sinistres, quand la variance du risque s’approche
,.presque sfirement” 4 zéro (cp. (8)), 'estimation basée sur des
observations des temps exacts d’absence de sinistres améne que la
variance du risque reste positive méme pour 7 infinite.

Dans le cas du modeéle Polya, ol ko (¢) et %1 () sont définis par
(9 a), il est possible d’obtenir une formule explicite de V7. En la
limite nous obtiendrons

?wzb(l—{—b)/(l—!—zb).
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