
Canad. Math. Bull. Vol. 15 (4), 1972. 

REPRÉSENTATION DES POLYNÔMES POSITIFS 
SUR [-1,1] 

PAR 

RAYMOND LEBLANC 

En étudiant certains cônes de fonctionnelles affines positives, nous avons été 
amenés à considérer les polynômes qui sont positifs sur l'intervalle [—1, 1]. En 
fait, la fonctionnelle affine 

j{x) = A1x1+A2x2+ • • • -\-Anxn+An+1 

est positive sur l'enveloppe convexe fermée K de la courbe (t, t2, . . . , tn) ç= Rn 

pour t G [—1, 1] si et seulement si le polynôme 

P(t) = Axt+A2t
2+ • • • +Ant

n+An+1 

est positif sur [—1,1]. 
Dans un espace vectoriel V, C est un cône de sommet O si O e C, x et y e C=> 

x+y G C et / l>0, x e C=>Àx G C. Une demi-droite D ç= C d'origine O est une 
génératice extrémale si pour tout x e D, x=y+z, y e C, z e C, implique y e D çt 
z G D. Un cône est dit saillant s'il ne contient aucune des droites passant par son 
sommet. On sait [2, p. 167] qu'un cône saillant est l'enveloppe convexe de ses 
génératices extrémales. 

Soit Pn l'ensemble des polynômes P(t) de degré <n tels que pour te [—1, 1], 
on ait P(t)>0. L'ensemble Pn est un cône convexe de sommet O. Ses génératices 
extrémales sont caractérisées par le théorème suivant. 

THÉORÈME. Un polynôme P(t) G Pn est sur une génératrice extrémale si et seule
ment si son degré est précisément égal à n, tous ses zéros sont dans [—1,1] et ses 
zéros situés dans (—1, 1) sont d'ordre pair. 

Ce théorème se trouve dans [1]. Le but de notre article est d'en présenter une 
démonstration beaucoup plus simple. 

Puisque P(t) et — P(t) ne peuvent être tous deux positifs sur [—1, 1], le cône Pn 

est saillant et nous avons le corollaire suivant. 

COROLLAIRE. Tout polynôme P(t) de degré <n, positif sur Vintervalle [—1, 1] 
peut s'écrire sous la forme 

m 

où les polynômes Pt{t) sont extrémaux dans Pn et ^ > 0 , 2*Li ^*=1. 

Un polynôme est extremal s'il est situé sur une génératrice extrémale. 
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Démonstration du Théorème. Remarquons d'abord que si P e P„ est de degré 
inférieur à n, alors P n'est pas sur une génératrice extrémale. En effet, considérons 

aw = m-t)p(t) 
Qlt) = ai+t)P(ty, 

alors Qu Q2 ePn, QX^IP, Q^XP et 

m = ôi(o+<2a(o. 
Une autre condition nécessaire pour que P ePn se trouve sur une génératrice 

extrémale est qu'il possède au moins un zéro dans l'intervalle [—1, 1], Sinon, 
sachant que P( ï )>0 sur [—1, 1], on peut trouver un nombre s > 0 tel que, sur 
l'intervalle [ - 1 , 1], ${P(t)±e}>0. Puisque 

on conclut que P(t) n'est pas extremal. 
Observons aussi que les zéros d'un polynôme P(t) e Pn qui sont situés dans 

(—1,1) sont de multiplicité paire. En fait, si a* e (— 1, 1) est un zéro de P(t) 
d'ordre Ki9 alors 

où A^O et (j)(t)->0 lorsque î->yH; de telle sorte que si Kt est impair, P(t) change de 
signe de part et d'autre du point vH. 

Enfin, soit P(t) un polynôme extremal. Nous allons montrer que tous ses zéros 
sont dans [—1,1]. Soient — l<oc 1 <a 2 < • • • < a z < l les zéros de P{t) dans 
[—1, 1), af étant d'ordre K{. Soit Kl+1>0 l'ordre du zéro que P(t) possède au 
point 1. Considérons le polynôme 

ô(o = a-o&+iric-o&-
i=i 

Ce dernier appartient à Pn. La fonction continue R{t)=P{t)jQ{t) est strictement 
positive sur l'intervalle compact [—1, 1]. Si A>0 est son minimum sur cet inter
valle, alors XQ(t) et P{t)—XQ(t) appartiennent à Pn et leur somme est P(t). Puisque 
P(t) est extremal, Ag(0 l'est aussi. Par suite, son degré est égal à n. Donc tous 
les zéros de P(t) se trouvent dans [—1, 1], 

Réciproquement, il est facile de voir qu'un polynôme de Pn, P(t)=^=Qait
i, 

an^0, dont tous les zéros sont dans [—1, 1] est extremal. 
Je tiens à remercier le professeur Serge Dubuc pour ses suggestions et son 

encouragement. 
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