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I ntroduction

Soient V' un anneau de valuation discréte, d’inégales caractéristiques (0, p), V le
complété p-adique de V, S le schéma SpecV et S le schema formel Spf V. On
note X |’ espace projectif de dimension N sur V, X; = X x Spec(V/p'*t1), et X
I espace projectif formel de dimension N sur Spf V. On désignerapar Ox (r) le
twist de Serre sur X. On peut construire les faisceaux d’opérateurs differentiels
introduits par Berthelot dans [4]: DE‘(WZ) sur X;, DY sur X, DY = lim,_; Dg(";) et

DL,Q = lim_,,, ﬁ&% sur X (Ii indiceQ signifiant gue cesfaisceaux sont ten§orisés
par K). On rappelle que d’ apres [4], cesfaisceaux d’ anneaux sont tous cohérents.
L’ objet decet articleest demontrer queT’ (X, DL}Q) est uneV-algebre cohérente,

gueles DL,Q-moduIes cohérents sont acycliques et que le foncteur sections glob-
ales établit une équivalence de catégories entre les DL,Q-moduIes cohérents et
lesT'(X, DL,Q)—modules cohérents. On dispose en fait du méme résultat pour les

ﬁgf"}%—modules cohérents. Ce résultat a dgja été présenté dans [10] et est a rap-
procher des résultats sur la D-affinité des variétés de drapeaux obtenus d’ une part
par Beilinson—Bernstein sur un corps de caractéristique O (cf [1] ou p. 104 de[2)]),
et d’ autre part par Haastert sur un corps de caractéristique p > 0 (cf [7]), lalettre
D désignant ici le faisceau des opérateurs différentiels usuel.

L’ argument essentiel de notre demonstration repose sur le fait que le faisceau
tangent 7x est ample, ce qui caractérise I’ espace projectif quand la base est un
corps algébriqguement clos, d’ apres un theoreme de Mori expose dans [11]. Nous
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utilisons de plus le résultat de Beilinson—Bernstein dansle sensou il est équivalent
au fait que les D-modules quasi-cohérents sont acycliques sur X (viale fait qu'il
existe assez d'injectifs quasi-cohérents) et engendrés par leurs sections globales.

La partie centrale de la demonstration consiste a établir I’ acyclicité des D( )
modules cohérents, ce qui repose sur une analyse de la situation sur X. En
genéral, st X est un S-schemalisse sur un corps K de caractéristique 0, I’ algebre
graduéede Dy, lefaisceau desopérateursdifférentielsusuels, s identifieal’ algebre
symeétrique de I’ espace tangent de X, noté 7x . De plus, il découle de ([5] A.10)
que, sanshypothese de caractéristique, I’ algebregr, DE?’ Sidentifieaussi al’ agebre
symétriquedel’ espacetangent de X. Nousgénéralisonsici cerésultat. Si A est une
V-algebre et M un A-module, nous commencgons par donner une généralisation
aun niveau m de I’algébre a puissances divisées universelle I' s (M). On vérifie
que I’on peut faisceautiser la construction et on définit ensuite par dualitée ce
que nous appellerons I’ algebre symétrique de niveau m d’un O x-module. Nous
vérifionsenfinque, si X est un S-schémalisse, I’ algebre symétrique de niveau m de
I’ espace tangent est canoniquement isomorphe al’ algebre graduée gr, D&”” . Dans
la deuxieme partie, nous étudions la cohomologie des D(m)—modules cohérents a
partir de I’ éude de la cohomologie des modules gradués gr, D ( ) ® Ox (r). Nous
montrons tout d'abord que tout Dg( ™ _module cohérent est quot| ent d'un module

du type (D&}“) ® Ox(—r))*, ce qui nous conduit a étudier ces modules. En util-
isant I’amplitude de T, nous montrons alors le point clé, qui est que, si r est fixé

dansZ, et si k est assez grand, le module grk(Dg(m) ® Ox(r)) est acyclique. Nous

en déduisons finalement que la cohomologie d' un Dg(””-module cohérent est de
type fini sur V', et donc de p-torsion finie, en degrés supérieurs ou égaux aun. La

troisieme partie concernelesD( %-moduleset I&sDJr o-modules: pour IesD( )
modules, nous adaptons les resultats delapartie precedente par des arguments de
passage a la limite projective. Le passage a la limite inductive sur m pour le cas
des DJr o-modules cohérents ne pose alors aucune difficulté.

Dans Ia quatrieme partie nous traitons des propriétés de finitude des sections
globales des Dg( )-modules cohérents et des D(X ™ -modules cohérents. Nous com-
plétonsalorstous cesrésultats dansladerniere partie, ol nousdonnonslacohérence
del'(X, Dg) et I’ équivalence de catégories annoncée.

Enfin, un tel theoréme de Df-affinité est tout & fait crucial si I’on veut définir
la transformation de Fourier des modules cohérents sur I’anneau des opérateurs
differentiels a singularités surconvergentes a l'infini sur X, construit par
Berthelot dans ([4] 4.2). Nous renvoyons a [9] pour la construction de cette
transformation de Fourier, dont I'idée revient a Berthelot. Rappelons brievement
la construction de ces faisceaux d’opérateurs différentiels: notons [xo, ...,z xN]
les coordonnées projectives sur X,U; = D, (z;),T et T les diviseurs V (zo)
sur X et X respectivement, et introduisons les faisceaux B{", définis sur U;
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par BY = Oy, [1] /((a;o/:ni)pmHT —p). Alors d aprés ([4] 2.3.3) le faisceau
BI™ ®0, D™ est muni d une structure d’ anneau. Soient B @D son com-
pléte p-adique et DI (FT)q = lim,, 3&?’@73(/\,"8 le faisceau des opérateurs
différentiels a singularités surconvergentes al’infini. Ces faisceaux sont cohérents
d apres([4] 3.1.2). Ceci nousamene atraiter le probleme dansle cadre plus géenéral
des modules cohérents sur des faisceaux d’ opérateurs différentiels munis de coef-
ficients vérifiant certaines conditions données au début des parties 2, 3 et 4. Les
résultats d’ acyclicité donnés en appendice par Berthelot et un calcul facile sur les
coefficients B@ effectué dans [9] montrent que les coefficients B@ satisfont ces
conditions. C’est dans ce contexte de coefficients plus généraux que I’on montre
un théoréme de D -affinité. Notons que, toujours dans [9], on calcule

T'(x,DI(1T)q)
= An(K)T

= {2y pa 2B a) ) € Ket3e,n < Ltedsquelay ;| < enlk LY.

L erésultat présentéici fournit donc uneinterprétation geométriquedes A (K ) -
modul es cohérents.

C’est au cours de mathese, effectuée sous la direction de Pierre Berthelot, que
j’ai accompli ce travail. Il a toujours été un interlocuteur disponible et patient,
sachant éclaircir mes idées. C'est aussi lui qui m’a indiqué comment construire
intrinsequement |’ algebre symétrique de niveau m. Pour toutes ces raisons je le
remercieici.

1. Construction et propriétésdesalgebresT,, (&) et S™)(€)

Dans cette partie, I’entier m est fixé. Pour les m-PD-structures intervenant dans
les constructions, nous nous référerons a ([4], chapitre 1), dont nous adopterons
I’ essentiel des notations. Rappelons en particulier:

(i) S k € N, ¢; désigne le quotient de ladivision de k par p™.

(ll) S k,kl eNets k" =k — k,, { lf/ } = qkl/qkl|qk11|

(i) Sik,k’eN,<,’:,>:: (,’;){,’j,}lez(p).

Enfin, si (A, 1, J,) est une V-algébre munie d' un m-PD-idéal, les opérations de
puissances divisées sur les éléments de I seront notées z — zi#} (alors o% =
qi!z k).
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1.1. CONSTRUCTION LOCALE

Soient A uneZ ,,-algebre, £ un A-module projectif detypefini, et S(E) I"algebre
symétrique de E relativement a A; ¢’ est une algebre graduée: S(E) = &S, (F).
Soient | (E) = ©,1S,(F), I'idéal d’augmentation de S(E) et P g) (I (E)) I'en-
veloppe a puissances divisées de niveau m de (S(E), | (E)). On désigne par | le
m-PD-idéal de cette nouvelle algebre.

DEFINITIONS. On pose

LA m)(E) == Psg)(1(E)),
L% () (B) 1= D gy (B) /T,

Lorsqu'il n'y aurapaslieu de spécifier labase, on omettrale A enindice. On notera
d'autre part A e morphisme compose E — | (E) — T4 () (E).

1.1.1. PROPOSITION. Soient F un A-module projectif de type fini, B une A-
algebre munie d' un m-PD-idéal (I, .J,v) et ¢ un morphisme A-linéaire £ — I,
alorsil existe un unique morphisme de A-algebres+: T' 4 (,,,)(E) — B, tel que
p=1oA

La demonstration est formelle a partir de la propriété universelle des algebres
symeétriques et de celle des m-PD-enveloppes (cf 1.4.1 de [4]).

1.1.2. RAPPELS. Soit £ un A-module libre de base (z1, ..., z;), aors

(i) Un morphisme d’algebres A — B induit un isomorphisme canonique de
B-algebres:

B®y FA,(m)(E) ~ FB,(m)(B ®4E).
i) Le A-module T E) estlibre debase 1% . . 2kt
(i) Ay(m) 1 ¢
(iii) Le A-module T , . (E) et libre debase 21 ... 2%} avec S k; < n.
A(m) 1 t

Eneffet, s E estlibre, S(E) est un anneau de polyndmesat variableset on peut
appliquer la proposition 1.5.1 de [4] sur les m-PD-enveloppes. |1 résulte aussi de
cette proposition quelam-PD-structure sur | est compatibleatoute m-PD-structure
sur A.

1.1.3. LEMME. Soient ¢ : A — B un morphisme d’algebres et £ un A-mo-
dule projectif de type fini, alors on a un isomor phisme canonique de B-algebres:
B ®A FA,(m)(E) ~ FB,(m)(B ®A E)

L e méme énoncé vaut pour lesmodulesI'y; (B ®4 E) et B4 I () (E).
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DEMONSTRATION. Soit ¥ = B®4 E, cestun B-module projectif detypefini.
Onaunisomorphismecanonique: B 4 S(E) ~ S(F'). Par fonctorialité desm-PD-
enveloppes, on en déduit un homomorphisme canonique A : B ®4 'y () (E) —
L' (m)(F). D’ apres ([4] prop 1.4.6), laformation des m-PD-envel oppes commute
aux changements de base plats, si bien que A est un isomorphisme dans le cas ou
B est une A-algebre plate.

En général, vérifier que A est unisomorphisme est une question locale: soient Q
unidéal premier de B et P = ¢ 1(Q). Lemorphisme y induit un morphisme entre
les anneaux localisés Ap — Bg. Notons Ep = Ap @4 E et Fg = Bg ®p F.
Comme E et F' sont desmodules projectifsdetypefini, Ep et Fo sont desmodules
libres. Soient A\’ le morphisme Bo ®4 ' 4, (m)(Ep) — Ipg(Fo) €t a €t § les
fleches de localisation (qui sont des isomorphismes)

a: Ap @4 T 4,m)(E) = T'ap (Ep),
B: Bo ®p 'p (m)(F) = I'py (Fo).
L e diagramme suivant est commutatif

197
Bo @4 T 4 (m)(E) —=> Bo ®p g () (F)

1R« B

)\/
Bo ®ap U'ap (m)(Ep) —— Iy (m)(Fo).
D’apres 1.1.2, X' est un isomorphisme, ce qui montre que 1 ® A est un isomor-
phisme.
1.1.4. LEMME. Soient F et E' deux A-modules projectifs de type fini, alorson a
un isomor phisme canonique de A-algebres graduées
DEMONSTRATION. Par fonctoridité, on a des homomorphisme canoniques

() (B) = Ty (B & E) @ T ) (B') =5 Ty (B @ B'),
On en déduit un homomorphisme

Ly (B) @4 Ty (E') = Ty (E © E'),
T @y = ANw).pu(y).

Voir que c’est un isomorphisme est une question locale: on peut donc supposer
gue A est local et que E et E' sont libres sur A. L'assertion résulte alors de la
description donnéeen 1.1.2.

1.1.5. PROPOSITION. Soit £ un A-module projectif de type fini. Alors
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(i) L'algebrel’,,,)(£) est une A-algebre graduée
L) (E) = ®nenl () n(E).
(ii) L’ algebre It (E) estun quotient graduédeI'(,,,) (E).
(iii) Il existe un isomor phisme canonique

pe T Tt o (B).

DEMONSTRATION. Montrons d'abord (i). Pour se donner une Z-graduation sur
() (£), il suffit de se donner une action du schémaen groupesG,, 4 sur I, (£),
c'est-a-dire, pour toute A-algebre B, une action du groupe B* des ééments
inversibles de B sur B ® 4 I'(,,) (E) €t ce, fonctoriellement en B. Soient B une
A-algebreet A € B*; lamultiplication par A induit uneapplicationay: B4 E —
B® 4 E et par fonctoridité, uneapplication o : I'(,) (B4 E) — () (BOAE).
Considérons maintenant un morphisme de A-algébresw: B — C. L'éément u(\)
induit 3y sur C ®4 E ety sur I,y (C ®4 E). Par construction 8y = 1 ® a), sl
onidentifieC @4 F aC ®p B ® 4 E. Donc d apresle Lemme 1.1.3, 4, coincide
avec 1 ® py s onidentifiel’(,,)(C ®4 E) aC ®@p I,y (B ®4 E), cequi montre
gue I’ action construite est bien fonctorielle.
Montrons maintenant (ii) et (iii): lemoduleT',,,) ,,(E) Sidentifiea

{.’L‘ € F(m)(E) VB, VX e B*,@b)\(l@ .’L‘) = )\n.(1® .’L‘)}

En reprenant la définition de lafiltration 11"} donnée en 1.3.7 de [4], on voit que
1} egt engendré par des élémentshomogenesde degré > n. Il est donc homogene
et I'algebre Il (E) est graduée. De plus, 11"} est inclus dans DBk znl (m)k(E) e
on dispose d’ une application naturelle

p T Tt o (B).

Pour vérifier que 1. est un isomorphisme, on peut supposer que A est local et que
E estlibredebase (z1,...,z;); dors

z/),\(xikl} .. xikt}) = A‘E‘xikl} .. x;{kt}.

Celamontre que I'(,,,y ,(E) S'identifie au A-module libre de base :pi’“} . xikt}
avec Xk; = n et que u préserve ces éléments. C'est donc bien un isomorphisme

Remarque. Les isomorphismes des |lemmes précédents sont en fait des isomor-
phismes d' algebres graduées.

1.1.6. PROPOSITION. L'algebreT'(,,(F) est munie d'une structure de bigebre

augmentée commutative, ¢’ est-a-dire que I’ on dispose d’ homomor phismes de A-
algebres vérifiant les propriétés usuelles des algebres de groupe:
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() A Tuy(E) = Liny(E) ®a Ly (E) o A est co-commutative et co-
associative,

DEMONSTRATION. Soitd I'applicationdiagonale: E — E®E. Par fonctorialite,
¢ induit un homomorphismede A-algebres A : I, (E) — [ (E® E). D’ apres
le Lemme 1.1.4, cette derniere algebre est isomorphe aT',,,) (E) ®4 L'y (E), S
bien que A définit une application avaleursdans ',y (E) ® L', (E).

L'algebrel(,,,) (E) étant graduée, on disposedec: I'(E) — A qui aun élément
fait correspondre sa composante homogene de degré zéro. Le fait que A et e sont
des morphismes définissant une structure de bigebre, provient par fonctorialité des
propriétésde §. Par exemple, si I’on considerel’involutionoc de E® E qui az @y
associey ® z,0 o 0 = ¢ et ceci implique que A est co-commutative.

1.2. FAISCEAUTISATION DE LA CONSTRUCTION

Soit X unZ ,,)-schéma. Si € est un O x -modulelocalement libre detypefini sur X,
onnoteI'(,,,)(€) lefaisceau associé au préfaisceau U — Loy, (m) (€(U)). Soient
U et V deux ouverts affinestelsque V' C U; d’apres la Proposition 1.1.3, on aun
isomorphisme canonique

Cow),m)(E(V)) = O(V) ®@ow) T (E(U))

Comme O(V') est plat sur O(U ), on en déduit que, pour tout ouvert affine V' inclus
dans U, L',y (E)(V) = Tow),m)(E(V)). En particulier, I'(€) est un faisceau
de Ox-algebres graduées, localement libres, dont la structure locale est donnée
enl.1.2.

On construit de méme les fai sceaux L (&) qui sont des O x-modules locale-
ment libres dont la structure locale est aussi donnée en 1.1.2. Si I’on souhaite
spécifier I espace sur lequel on travaille, on le notera en indice.

On déduit facilement de ce qui précede les propositions qui suivent.

1.2.1. PROPOSITION. S f:Y — X est un homomorphisme de Z ,-schémas
et s £ est un Ox-module localement libre de type fini, on a un isomorphisme

canonique de m-PD-algebresgraduées: I’y (,,,) (f*€) =~ f* (F X,(m) (5)) .
L’ énoncé anal ogue vaut pour I'Y im) (f*E) et f* (FT)L(,(m) (8)) :

1.2.2. PROPOSITION. S & et £’ sont deux O x-modules localement libres de type
fini, on a un isomor phisme canonique de m-PD-algebres graduees

F(m) (5) Rox F(m) (5,) ~ F(m) (5 ©® 5,)
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1.3. CONSTRUCTION ET PROPRIETES DE L’ ALGEBRE S ().

Dans cette partie on reprend les hypotheses de 1.2. On commence par définir
I'algebre S(™)(€) par dualite apartir de T, ().

DEFINITION. Soit £ un ©x-module localement libre de rang fini. On pose

sm(g) = LnJHomox (T (EY), 0x).

On dira que S'™ (&) est Ialgébre symétrique de niveau m du faisceau £. Si cela
S avere nécessaire, on indiqueraen indice I’ espace sur lequel on travaille.
Remarque. Les faisceaux S™ (£) sont des O x-modules localement libres. En

outre, il résulte de ([5] A.10) que S (€) est I'algebre symétrique de &, ce qui
justifie laterminologie.

1.3.1. PROPOSITION. Le faisceau S'™)(€) est un faisceau de Ox-algebres
commutatives.

DEMONSTRATION. Notons B = Homoy (T (EY), Ox).
Par dualité, B est munie d une structure de O x -algebre graduée commutative
qui provient de la structure de bigebre commutetive de I',,,) (€ V) décriteen 1.1.6.

Si u et v sont des sections de B, rappelons que le produit u.v est défini comme le
Compose

Lim) (EY) 25 Ty (EY) @0y Ty (€Y) 28 Ty (EY) - O

D’autre part, on a une suite exacte de faisceaux localement libres sur X

T{n+1
0= T 51 (EY) = T2, (EY) = 0.

On en tire une inclusion: Home,, (F’("‘m)(EV),OX) — B, €, par passage a la
limite inductive, on voit que S™) (€) est un sous-faisceau de B via une application
notées.

On vérifie facilement localement que

A (I—{n+n’}) - F(m) (8\/) ® I—{n’-i-l} + I—{n+l} ® F(m) (5\/)’
si bien que A induit une application

Ay i T (EY) = TR, (V) @ T, (EY).
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Si (u,v) estdansHomo, (I, (EY),0x)xHomo, (FE‘;%) (&Y),0x),onpeut
donc définir le produit u.v comme le composé
U An,n’ / 1
T (EY) =3 T (€Y) @ox Ty (€Y) =8 T, (€Y) = Ox.
Comme A,, ,,; est induit par A, ceci montre que I’inclusion ¢ préserve le produit;
en particulier, le produit défini sur S (£) est associatif et commutatif et munit

Sm)(€) d' une structure d’ algébre commuitative.
Par dualité, on déduit immédiatement de la Proposition 1.2.1 I’ énoncé qui suit.

1.3.2. PROPOSITION. S f est un homomorphismede Z ,)-schémas: Y — X, on
a un isomor phisme canonique de O x -algebres: f*(Sg?Z) (€)) =~ ngm)(f*éj).

1.3.3. PROPOSITION. L’algébre S'™ (&) est une algébre graduée
S™(E) = &, NS (€).

(ii) Ondisposed’ un isomorphismecanoniqueim) (€) ~ Homo, (l—{n} /I_{”H},
Ox).

DEMONSTRATION. D’apres 1.1.5, I'agebre L (£) est graduée par
Dol (m),x(€) €t on a un isomorphisme canonique: Tik} /T{k+1} ~ T () (E).
En dualisant, cette graduation définit une graduation sur Home (F’("‘m) (£),0x).
Deplus, il existe une suite exacte:
0— 1Tt e (e) - TislE) — 0.
D’ ou en dualisant, une suite exacte

0 — Homo, (I‘?ﬂ;)l(ﬁ),ox) — Homo, (I, (€), Ox)

— Homo, (1T 04) 5 0.

Les graduations duales définies sur les faisceaux HomoX(F?m) (€),0x) sont
donc compatibles pour n variable et induisent une graduation sur ™) (&), dont le
gradué est isomorphe &, enHomo,, (1™ /17T 0 ), ettel quegr, S™ (€) ~
gr,(Homoy (If,,, (€), Ox)). De ce fait, la graduation ainsi définie est une gra-
duation d’algebre

1.3.1. Sructurelocale

Supposons maintenant que X soit affine et que X = Spec A ou A est une Z ;-
algebre Soit £ un Ox-module libre de rang fini; £ provient d’un A-module
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libre £, de base (z1,...,%;). Notons EV le dua de E et (y1,...,y;) la base

duale de (z1,...,z;). D'aprés 1.1.2, les modules F’("‘m)(EV) sont libres de base

yikl}. . .yi’“} avec Xk; < n. Soit z&) = glk--k) |a base duale des i} de
I'¢,) (EY). Pour n variable, ces &léments forment une base de S (k) comme
A-module.

1.3.4.1. LEMME. Pour tousk’, k" dansN, ona

4 " k, —"_ k” ! "
2 g <— v >_§<& +h').

En particulier, on al’identite: z& = 2{* . z{**) et par lasuite, on confondra
les deux notations.

DEMONSTRATION. Dans EY & EV, on considérerales &émentsr; = (;,0) et
s; = (0, y;) qui forment une base. Alors

JA; (yikl} . yt{kt}) = (r1+ 31){k1} v (e + st){kt}

(£<&'>_l<&">) (it Ry

= 2% 0 (1@ 25N ((re + s1) B (g + ) 1B,

Compte tenu de [4], 1.3.6, les seuls termes non nuls de (1 ® z&7)(A,, ./ (y{&}))
sont de laforme

t 11
(&) g

=1

D’ ou finalement la formule du lemme.
Par dualité, a partir de 1.1.5, on montre facilement la proposition qui suit.

1.3.4.2. PROPOSITION. Le module S{™ (&) estun Ox-module libre de base les
z'k) avec |k| = n.

Soienty € Eet FF = A.Y le A-modulelibre derang un debase Y. Il existe un
homomorphisme canonique, A-lingéaire, de F' vers E, qui envoie Y sur y. On en
déduit une application 1 : ™) (F) — S"™)(E). Le module S™) (F) est libre de
baseles Y (¥,

DEFINITION. Nous poserons %) = (Y (%)),
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Il est évident que cette notation est cohérente avec les notations précédentes
pour les éléments d’une base de E.

En utilisant la description locale, on montre comme en 1.2.2 la proposition qui
suit.

1.3.5. PROPOSITION. Soient £ et £ deux O x-modules|ocalement libresderang
fini. Alorsil existe un isomorphisme canonique de O x -algebres graduées

S™ (&) @ S™(E) ~ S™ (€ & &N.

1.3.6. PROPOSITION. Soient X un schéma localement noethérien, £ un Ox-
module localement libre de rang fini. Alors|’algébre S (€) estune Ox-algebre
localement noethérienne.

DEMONSTRATION. Comme X est localement noethérien, il suffit de montrer
ques U est unouvert de X sur lequel & est libre debase (z1, ..., z;), "™ (£)(U)
est une O(U)-algebre detypefini. Or, S™ (£)(U7) est engendrée par les z**). Soit
k € N, écrivons

k=ao+ap+- -+ am1p" "+ amp™,
avec0 < aj < p— 1pourtout ; < m — 1. Alors, on voit commeen [4], 2.2.5, que

x§k> = ux?o - (.TZ (pm>)am_1(xi <pm>)am7

ol u est une unité p-adique. Celamontre que S™)(€)(U7) est engendrée par les
ngpw pourl < i< tet0< 7 < m.D'oulaproposition.

1.3.7. Comparaison entre |’ algebre graduée de D&m) et I’ algebre symétrique de
niveau m de |’ espace tangent.

Dans cette partie, X est un S-schéma lisse, 7x est le faisceau tangent de X
relativementa S.

13.7.1. LEMME. Soit A une Z,-algebre munie d'un m-PD-idéal (I, J,7) et
d’ unefiltration décroissante d’ anneau K, telle que vy (K, N J) C Ky, N J pour
tous k,n € N. On considere la filtration induite sur I et J. Alors il existe une
unique m-PD-structure sur gr,I : (or,f,or,J,7) telle que, si z € gr,J est la
classedex € K, N J, y(z) soit la classemod K 5,11 N J de k().

DEMONSTRATION. Remarquons d'abord que la condition du lemme implique

que K, N J est un sous-PD-idéal de J. Notons I' = gr,I,J" = gr,J et J] ses
composantes homogenes. |1 est évident que I'®™) + p.I' c J'. Le seul point &
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montrer est que la structure définie dans I’énoncé munit J' d’une PD-structure.
Soientz € K,NJetye K,;1NJ,aors

(z+y)= > vilz = k(o) mod K41 N J,
i+j=k

d apres la condition du lemme. Finalement, ceci définit une application

Yo Iy, = Il

T — Y (z) mod Kpjy1.
Soitx € J',x =X  x;oux; € J] etx; # 0; on prolonge 7y en posant

Ye@) = Y A (@) A (@)

kr+-tks=k

Il reste a montrer que les v, vérifient les axiomes des puissances divisées. Par
définition, yo(z) = 1,y1(z) = z etsi k > 1, y,(x) € J'. D autre part, du fait que
les ;. sont des puissances divisées sur J, les éléments homogenes de J' satisfont
les égalitées suivant%

() Vo € Jl,z = S0 qal ozl € J,w(x) = Y k() Yk, (2),).
kit tkn=k
(i) VA € gr, 4, 7k(>\ z) =\, ’Yk( )-

) =
(i) 7x () Aw () = CTF) T (2
(k)1

(V) Ve (e ( )) KR 7 (@)

Rappelons encore une formule: si les -y, sont des puissances divisees sur un
idéa J,

Y (Vey (#2) - - - Vi (@0)) = CrpVear (1) - . . YVipi(zn) OU

(k1) . ... (knl)!

Crp = (k). ()

e N.

Naturellement, cette formule est encore satisfaite par les7,, Si lesz; sont homogenes.

Soient 2,y € J',x = B¢ x; ety = XL ,y;, ol z; €t y; sont dans J!. On
considerel’anneau B = Z[ X, ..., X, Y, ..., Yy] qu ongradueenimposant que
X; et'Y; soient homogenesde degré:. |1 existe un morphisme canoniqued’ algebres
graduées de B versgr, A qui envoie X; sur x; et Y; sur y;. Introduisons Iz I'idéal
d augmentation de B et C' I’ envel oppe a puissances divisees de cet idéal. D’ apres
la proposition 1.5.1 de [4], C est un Z-module libre de base les X&.y &'l pe
plus C est encore graduée et les éléments X Z[ il et Yj i sont homogenes de degré
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ik;. Soient k € N* "L et & € N* """+ notons 3, (z) = i, (1) - - - Tk, (z5) €
définissons une application Z-linéaire

P:C — gr A,
XEYET o 54 (z)7, (y).

Remarquons que

Ceci montre que 1) est un morphisme d’ algebres.

Soit 7' € C. S T est de la forme X & Y& |a formule rappelée plus haut
ki) (kL
entraine que T = %lw]_xm 1 et

B = A ()1l
)

|
= N(p(T)

D’ apres (i), il en résulte aussi que si T' est homogene, o (T) = 4,(4(T)). S T
est égal aX;_,T; ou T; est homogene, 1 (T;) est homogéne, et

Tl — Z H(TZ)[Z]

lr+"'+ls:l

Donc, par définition de ¥;,

Py =N [ @(@) = (D).

lr++ls:l

Cela montre que les applications 7; vérifient les propriétés des puissances
divisées et acheve la demonstration du lemme.

1.3.7.2. NOTATIONS. Considérons Z, I'idéal de I'immersion diagonale: X —
X xg X, et P, I'enveloppe a puissances divisées de niveau m de (Ox xx,Z).
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La PD-structure sur P, sera notée (I, £, d). L'algebre P,,,) est munie de la
filtration rn-PD-adique par les K{"+1}, On désignera par P,y la PD-algebre
Pim) /Kt quion peut voir comme un faisceau sur X et qui est munie de
lafiltration induite par lafiltration m-PD-adique. On noteragr, P (respectivement
gr,P"), les algebres graduées de P(™) et ;) pour cette filtration. On introduit
en outre I"homomorphisme canonique a: Ox xx — Py ans que les ideaux
K'=gr CetL =gr,L, degr,P,). Deplus, on rappelle que

DE‘ZLT)L = Homox (P(nm)v OX)

s I’on considere la structure de O x-module sur P(”m) qui provient de la multipli-
cation agauchepar Ox sur Ox« x, €t que

(m) _ (m)

by’ = —!!zrgN D
D’ apres le lemme, on peut définir une m-PD-structure sur gr, P : (K', £/, ).
D’ autre part, la Proposition 1.4.5 de [4] montre que I’ homomorphisme canonique
Ox — gryP est un isomorphisme. L'idéal X' est engendré par les classes des
élémentsde K dansle gradug, ¢’ est doncl’idéal d’ augmentation del’ algebre gr, P;
de méme, I'idéal K'{™} est engendré par les classes des éléments de K1 dans
le gradué (par définition de &), et donc, K"} est I'ideal @, K1 /ICU+LE En

particulier, on a un isomorphisme canonique

or, P/K ™ ~ gr,pm.

Cet isomorphisme est un isomorphisme de m-PD-algebres, s on munit gr, P"
de la structure de m-PD-algebre qui provient de celle de 73(”m> .

1.3.7.3. PROPOSITION. Il existe un isomorphisme canonique de O x-algebres
graduées

QV.DE\(m) ~ S"(Tx).

DEMONSTRATION.  Soit Z I'idéal définissant I'immersion diagonde X —
X x X. Lefaisceau Q% sidentifie aZ/Z2. L’ homomorphisme « envoie Z" dans
K{n}, si bien que I’on a un homomorphisme canonique: Q3 — gry(P), d'ou
finalement un homomorphisme de O x -algebres

Sox (%) = gr,(P).

Comme I'idéal d’augmentation de I’algébre Sp, (%) est envoyé dans X', qui
est muni d' une m-PD-structure, |a propriété universelle des puissances divisees
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entraine qu'’il existe un homomorphismel(,, (Q%) — gr, P, soit encore un homo-
morphismer: I'f, (Q}()—>gr,7?(”m) :

Veérifier que ¢’ est unisomorphisme est une question locale. Placons-nous sur un
ouvert affineU muni decoordonnéeslocalesty, . .., ty. Soient; = 1Qt;—t,®1 €
Z. Lefaisceau Q% est libre sur U de base les 7;, de sorte que d' apres ([4] 1.3.5)

le module gr, P est libre sur U de base les Tl{kl} . T]{VkN} et lesmodulesgr,7(;,,)

sont libres de base les Tl{kl} . ..r]{VkN} avec > k; < n. SiI'on note {}' lam-PD-

structure sur le m-PD-idédl deI'(,,,) (%), alorslesmodules '}, (€2%) sont libres

de base rl{kl}' ... T]‘i,k’v}' avec Yk; < n; via cesidentifications, V(I{E}’) = 7k},
Celamontre que v est unisomorphisme. Par consequent, le transposé v’ de v induit
un isomorphisme

%Omox (grop?m)v OX) — %Omox (F?m) (Q%()v OX)

Or, le module Homo, (ar,P", Ox) Sidentifie a ea?:lgran(m) et en passant a la
limite inductive sur n pour les isomorphismes v/, on voit que I’on a construit un
isomorphismede O  -modulesentregr, D{™ et S™ (T ). Sur U, cesdeux espaces
sont des O x-modules libres de base duale respectivement les 5% et les &) ot
par abus de notation on écrit 5%’ pour I'image de 6%} dansle gradué. Alors, on a
I egalite v/ (r%)) = §€). Remarquons maintenant que la formule donnée dans[4]
qui décrit le produit des éléments 7(&) entre eux est identique alaformule 2.2.4 de
[4] qui est aussi valable dans le gradué et qui donne le produit des éléments 54
Celamontre finalement que ' est un homomorphisme d’ algebres.

1.3.8. Dévissage des algebres S™) (€).

Soit 0 —» £ - F — G — 0 une suite exacte de O x-modules localement libres.
Posonspour 0 < I < k,

AL = 3T IS (E) @0y SIUF) = S (F)).

il

Les AL forment une filtration décroissante de S{™ (), les modules AO et A¥
étant respectivement isomorphes a Sg’” (F) et S,(Cm) (&).

1.3.9. PROPOSITION. Pour tout ! < k, il existe une suite exacte de O x-modules
sur X

0— AL 5 AL — S™(€) @0, S™(G) — 0

DEMONSTRATION. Vérifions I’énoncé pour [ = 0. Notons s la surjection
F — G,il'injection & — F, oy €t ji les applications induites par fonctorialité
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de S,(Cm) (F) vers S,(Cm) (G) et de S,(Cm) (€) vers S,(Cm) (F). Considérons U, un ouvert
sur lequel les faisceaux considérés sont libres et (gs, ..., g:) une base de G(U);
dorsil existey; € F(U) tel que s(y;) = g;. Avec les notations de 1.3.4 on voit

que o (y¥") = g%, Comme les eléments ¢**) engendrent S™)(G)(U7) comme
O x-agebre, ceci montre queles oy, sont surjectifs. Sur U, la suite exacte du départ
est scindée, et d’ apres 1.3.5, un tel scindage induit un isomorphisme

3 s E) @S (9).

K4k =1
Soite ® g € SU™(€) ® SU(G). Viaunetelle identification, si &' # 0,
oi(e®g) = op o jr(e) ® g =0.
Si k' = 0, ontrouve
o1(e0 ® 1) = eog-

Ce calcul montre donc que A}, qui s'identifie sur U axf lS( m) &) ® S,(C"_l% (G), est
égal aKeroy. Sil est quelcongue, considéeronsle compose 0

S™(€) @ SI(F) = S™(F) @ SIUF) — S (F).

Le noyau de I’ application 1 ® oy,_; est Sl(m) (£) ® A;_, qui estinclus dans Kery,
comme on le voit localement, donc ¢; passe au quotient en une application

™ (€) @ SIG) - AL/AT
dont on vérifie a nouveau localement que ¢’ est un isomorphisme.
1.3.10 PROPOSITION. Soient £ un O x-module localement libre et £ un Ox-
moduleinversible, alorsil existe desisomorphismes canoniques de O x -modules

(i) Lo @ F(m),n(‘c/‘) = I‘(m),n(ﬁ ® 5)'

(i) L2 @ i (€) ~ (L ® E).
DEMONSTRATION. Les deux énoncés sont équivalents par dualité. Montrons
par exemple (i). Nous noteronsI',, (£) lemodule () ,, (€). Soit (U;) e un recou-
vrement de X par des ouverts affinestels que Ly, et &y, sont libres. Choisissons
s; une base de £ sur chaque U; et donnons-nous a;; € O(U; N Uj)* tels que
s; = a;,js;. L'@ément s; induit une application

€|Ui - LR g\Ul

e — s; Qe.
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D’ ou par fonctorialité une application A;: I', (€))7, — I'n(L£ ® €))y,- Notons

i L QTR (E) = Th(L ®E),
sP®E = Ai(e).

Montronsquelest; serecollent. Si (z1, ..., z;) estunebasede& sur U;NUj, (s; ®
x1,...,8; ® zy) forment unebasede £ ® £ sur U; et il suffit de montrer que, pour
|| = n, onagy;(s} @ 2!t = v;(sP ® 21#). Or,

Pi(s] ® Q{E}) = ($® xi){kl} (s ® xt){kt} et
= (Sj X aiijl){kl} - (Sj X aiyj:vt){kt}

Les v); serecollent donc en une application +) et il est clair que localement, ¢ est
un isomorphisme.

2. Calcul dela cohomologie des D-modules cohérents sur I’ espace proj ectif.

Dans cette partie, on fixe un entier m > 0. S m > 1, A désignera une Z,-
algebre noethérienne; si m = 0, A sera plus généralement un anneau noethérien
quelconque. On se placeici dans un contexte algébrique: S est le schéma Spec A
et X désigne I’ espace projectif de dimension N sur S. Si € est un Ox-module,
E(r) seralemodule £ ® Ox (r).

2.1. ALGEBRES DE COEFFICIENTS.

Soit B(™) une O x-algére commutative quasi-cohérente munie d une structure
compatible de Dg(””-module a gauche (cf la définition 2.3.4 de [4]). On dit que
B(™) vérifie la condition (C) si B(™) vérifie
(a) Pour tout ouvert affine U de X, T'(U, B("™)) est noethérien.
(b) (b1) V(r,n) € Z x N*, H*(X, B(™) (1)) est un A-module de type fini;

(b2) Ip € Z:Vr > p, ¥Yn € N* H*(X, B (r)) = 0.

D’ apréslaproposition 3.1.2 de[4], ces conditions assurent que B @, D™
est un faisceau d anneaux cohérent. Ce faisceau sera noté D(™); il est muni de la
filtration par |’ ordre des opérateurs différentiels qui sera notée £}, D(™).

L' algebre Bgn) est acyclique: comme c’est un Dy o-module quasi-cohérent,
cela résulte de la proposition 9.1 de [6], et de ce qu'il existe assez d'injectifs
quasi-cohérents. Donc, si n > 1, H*(X, B(™)) est un module de p-torsion (finie).

Comme exemples de coefficients qui vérifient ces conditions, nous aurons en
téte, d'une part, le cas de Oy, et d'autre part, le cas des coefficients Bg(m dont
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la définition est rappelée dans I’introduction; dans ce cas, les propriétés coho-
mol ogiques annoncées résultent de |’ appendice de Berthelot.

2.1.1. PROPOSITION. Soient B("™) une algebre de coefficients vérifiant la condi-
tion (C), et £ un B"™)-module cohérent, alors H" (X, £) est un A-module de type
fini pour toutn > 1.

DEMONSTRATION. Comme X est noethérien, le module £ est limite inductive
de ses sous-faisceaux O x-cohérents. L’algébre B(™) étant noethérienne, on en
déduit qu'il existe une surjection B(™-linéaire

(B (=r))* — €.

En itérant ce procédé, on voit que £ admet une résolution par des modules du type
(B™) (—r))®. Comme’ énoncé est vrai pour lesmodules B(™ (—r) par hypothese,
celamontre la proposition.

On applique les résultats précédents, d’ abord pour calculer la cohomologie de
or, D™ (r), avec r assez grand, puis pour calculer la cohomologie du faisceau
des opérateurs différentiels lui-méme, twisté par un Ox (r), avec r assez grand.
Finalement, on termine par une estimation de lacohomologie des gr, D™ (r) pour
tout » € Z, & partir de laguelle on montre que la conomologie des D) -modules
cohérents est de p-torsion finie. Dans I’ hypotheése ou m = 0, il faudra remplacer
dansles résultats, p-torsion finie, par torsion finie.

2.2. UN THEOREME D’ ANNULATION

Onétablitici lanullite desH™ (X, £(r)) pour r assez grand, pour tout D™ -module
cohérent £.

2.21. PROPOSITION. Pour tout £ € N, tout »r > p, e tout n > 1,
H™(X, gr, D")(r)) = 0.

DEMONSTRATION. Commelesfaisceaux grkDg?1> sont localement libressur X,
le gradué gr, D™ (r) sidentifiea B™ @0, gr, D™ (r) et donc, d apres 1.3.7.3,
aB™ @0, S™ (Tx). Deplus, sur X, on dispose d' une résolution de 7x

0— Ox = (0x())V = Tx = 0.

En vertu de la Proposition 1.3.9, il existe une filtration décroissante de

SU™ (O (1)V+2) par des Ox-modules localement libres Al tels que I’ on ait des
suites exactes

0— AL 5 AL 5 ™ (0x) ® ™) (Tx) — O.
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Notons A} les faisceaux B(™) (1) ® AL. Comme tous les faisceaux intervenant
dansles suites exactes précédentes sont localement libres, ces suites restent exactes

apres tensorisation par B(™) (r) et, en identifiant §™ (Ox) & Ox, on obtient des
suites exactes F}

0— A = A = gr D (r) 0.

De plus A? ~ BM(r) @ S (Ox(1)N*1), qui est encore isomorphe &
B (k4 1) @ S (ONHY), et Aff ~ B (r) @ S™ (0x).

Les entiers r et m étant fixés, on procede par récurrence sur k. Pour k& = 0,
la proposition est vraie car gryD™) (1) ~ B(™)(r). Pour passer de k — 1 ak, on
montre par récurrence descendante sur [ que A',j est acycliquepour I'. Pour [ = £k,
Ceci est vrai puisque r > p. SUPPOSONS que ce Soit vrai pour A'kl; par hypothese
de récurrence, gr,_, D™ (r) vérifie la méme hypothése d acyclicité pour [ > 1.
En considérant la longue suite exacte de cohomologie de F}, on en déduit que
VI > 1,VYn > 1L,HY(X,A}) = 0. Comme Vn > 1,H*(X, A,%) = 0, cela montre
le résultat pour gr, D™ (r) en passant & la longue suite exacte de cohomologie
associée alasuite F).

2.2.2. COROLLAIRE. Pour tout r > p ettout &k € N, H*(X, D(™)(r)) = 0.
DEMONSTRATION. Partons des suites exactes courtes sur X
0 — F_1(D"™)(r) = Fp(D"™)(r) = gr,D™ (1) = 0.

Comme D™ (r) est isomorphe a B(™) (r), qui est acyclique d’ aprés la condition
(b), on voit que Vn > 1,H"(X, D((,m) (r)) = 0. D’aprés la Proposition 2.2.1,
H" (X, grkl)(m> (r)) est nul pour tout n > 1. En passant a la longue suite exacte
de cohomologie associées aux suites exactes courtes ci-dessus, on en déduit par

récurrence sur k que H" (X, D,(Cm) (r)) est nul pour tout » € N* et tout & € N.
Comme X est un schémanoethérien, lacohomol ogiecommute alalimiteinductive
et par passage alalimiteinductivesur &, on en déduitlemémerésultat pour D™ (r).
2.2.3. PROPOSITION. Soit & un D(™)-module cohérent. Alors
(i) Il existero € Z tel que, Vr > ro, il existes € N et unesurjection D™ lingaire
(D (=)’ = €.
(i) Il existerg € Z tel que, Vr > ro,Vn > 1, H"(X,E(r)) = 0.

DEMONSTRATION. Comme X est un schémanoethérien, £ est limite inductive
de ses sous-faisceaux cohérents. Il existe donc un @ x-module cohérent F et une
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surjection DM @F — £.0r, il existerg € Z tel queVr > roil existeunesurjection
Ox linéaireOx (—r)® — F,d oule(i). Le(ii) sedémontre par récurrence descen-
dante sur n. Pour n = N + 1, c'est vrai car les faisceaux considéerés sont quasi-
cohérents. Passonsden an — 1: soit £ un D™ -module cohérent et une surjection
D™ (—r)* — &, dontlenoyauest R. Par hypothésederécurrence, il existerg € N
tel queVr > ro,Vn' > n, H" (X, R(r)) = 0. Soit r; = max(rg, p + r), alors, en
vertude2.2.2, pourn’ > n—1etr > ri, H" (X, E(r1)) = HY (X, R(r1)) = 0,
d ol (ii).

2.3. COHOMOLOGIE DE gr, D™ (r) sir € Z.

2.3.1. LEMME. Soient X un schéma de dimension relative N sur S et &, ...,
En—1, F desO x-modules quasi-cohérentstels que, pour toutn > 1, H" (X, &;) =
O pour toutz € {0,..., N — 1}, et telsque F admette une résolution

En1— - =& > F—0.
Alors, pour tout n > 1, H"(X, F) = 0.

DEMONSTRATION. On peut par exemple montrer par récurrence sur s € N
que si F admet une résolution: £ — --- — & — F — 0, ou les &; sont
cohomologiquement triviaux sur X, alorspour toutn > N — s, H*(X,F) = 0.

2.3.2. NOTATIONS. Soient A un faisceau de Oyx-algebres graduées,
noethériennes, quasi-cohérentes, et (Ay), .z ses composantes homogenes. Si M
est un .A-module gradué, M(r) = @M (r) est gradué pour tout r € Z, et M|i]
pour i € Z désigne le A-module gradué défini par My[i] = M.

Remarque. Si F est un Ox-module localement libre de type fini, la B(™)-
algebre B(™ @, S (F) est noethérienne car B(™) est noethérienneet I’ algébre
S™) (F) est une O x -algébre de type fini comme on I'avu en 1.3.6.

2.3.3. LEMME. Soit M un faisceau de A-modules gradués, cohérent comme
A-module. Alors, il existe (r,s) € Z x Net (a,...,as) € Z° telsquel’on ait une
surjection graduée

&1 A(r)[e;] = M — 0.

DEMONSTRATION. Comme X est noethérien, M est limite inductive de ses
sous-faisceaux O x-cohérents. Le Ox-module M étant de plus .A-cohérent, il
existe (r, s) € Z x N et une surjection A-linéaire: A*(—r) — M, soit encore une
surjection o : A* — M(r). Lefaisceau M est somme directe de ses composantes
homogenes, donc M(r) = @My (r) et T'(X, M(r)) = @I'(X, M(r)).
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Soient e; un éément de la base canonique de A" et f; = o(e;). Soient f; ;, la
section globale de M (r) qui est la composante homogene de degré £ de e;, et
t; = max{|k|: f; rx # O}. On peut alors définir

o' @iy @, Al—j] = M(r),

Saij— Y aijfij-

Par définition, o’ est gradué; d’ autre part, sur un ouvert affineU, M (r) est engendré
comme A-module par ey, . ..., es; Of ¢; estégal a3~ ; f; j, donc o’ est surjectif.

2.3.4. COROLLAIRE. Soient M un .A-module gradué (M = &My,), cohérent
comme A-module et I € N. Alors, il existe (r1,...,r) € Z',(s1,...,5) € N e,
pour tout 1 <4 < [, (af, ..., af,) € Z° telsquel’ on ait une résolution graduée

@;l:i./l(rl)[ag] — — @;l:l./l(rl)[ajl-] - M —=0.

DEMONSTRATION. |l suffit o itérer le Lemme 2.3.3, puisque le noyau d'un
morphisme gradué entre A-modules gradués et cohérents est lui aussi gradué
et cohérent. On peut ainsi construire des résolutions de longueur arbitrairement
grande.

Remarque. En passant aux composantes homogenes, on obtient une résolution
des M, par des A;,_ i ().
J

2.3.5. PROPOSITION. Soit r € Z, alorsiil existe kg € N, tel que, Vk > kg et
Vn > 1,

H™ (X, B™ @ S™ (Tx)(r)) = O.

DEMONSTRATION Soient M = @xenB™ @ SU™ (Tx) et A = @penB™ @
S;m((?(l))N“. On considérera A comme gradué par Z en posant A_;, = 0 si
k € N. Lasurjection Ox (1)¥*1 — Ty induit un morphisme surjectif gradué
d agebres graduées A — M qui fait de M un A-module gradué, cohérent,
puisque M est quasi-cohérent et que A est noethérienne. On peut alors appliquer
le corollaire 2.3.4 avec I = N pour obtenir une résolution de M(r) et passer aux
composantes homogenes dans cette résolution. Considérons
7

ko = MaXi<i<N,1j<s P — o —ri — 1}

Du fait que |’ on a un isomorphisme canonique

Ao (14 7) = B (k + o +1i +1) @0, Sp" (OXTY),
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les faisceaux Ay (r; + r)[aé-] sont acycliques pour k& > ko et le module M(r)
vérifieles conditions du Lemme 2.3.1, d’ou la proposition.

2.3.6. COROLLAIRE. Fixonsr € Z. Alors,

(i) Vn € N*,H"(X, D™ (r)) est un A-module de type fini de p-torsion.
(i) Le conoyau del’homomorphisme gradué injectif
or.l'(X, DU (r)) — I'(X,gr, D™ (r)
est de typefini sur A, nul en degrés assez grands.

DEMONSTRATION.  Pour alléger les notations, on supposera que r vaut 0.
Considérons les suites exactes E,

0— F,D™ 5 F D™ — F D™/ FDM™ 0.

Rappelons que gr, D™ ~ B(™ & SI™ (T ) et considérons un ko comme dansla
proposition. Il existe aussi des suites exactes F;

0= Fyort D™ [ Fye D™ — Fyo 144D [F, D™ — gry 1y D™ — 0.

Si k > ko, les suites exactes F) permettent de montrer par récurrence sur [ a partir
de ! = 0 que les faisceaux Fy, LD /F;C ) sont acycliques. Finalement, en
passant & lalongue suite exacte de cohomologie associée & E! ,» O Vvoit que

o il existe une surjection HY(X, Fj,, D™) — HY(X, F},, 1, D™);

e sin>2 H' (X, F,,D™) ~ H*(X, F},, ,D™).
Prenonslalimiteinductivesur! destoHD(m) : commele schéma X est noethérien,
lacohomol ogiecommutealalimiteinductive, donc H (X, D("™)) est unquotient de
HY(X, F},,D™) et sin > 2,H*(X, D(™) ~ H*(X, F},,D(™). Comme F},,D("™)
est un B("™)-module cohérent, sacohomologieest detypefini sur A, o aprés2.1.1 et
il envade mémedelacohomologiedeD( m) . Deplus, commeil aété rappelé dans

I’ introduction, lesfaisceaux D™ @Q sont acycliques, ieVn € N*, H* (X, D( ))

H™(X, D(m )®Q 0. Donc lacohomologiede D(™) est detorsion (flnle),ceqw
montre la premiére assertion.
Pour k£ > kg, notons

N = ker(HY(X, F,,D"™) — H'(X, FD™))

N = ker (HY(X, F,D™)) — HY(X, Fy1D™)),

qui sont des A-modules de type fini. Les IV;, forment une suite croissante de sous-
modules de HY(X, F},,D(™)), qui est noethérien. Cette suite est stationnaire et il
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existelo € N tel que N; = Nj ., C'est-a-dire que pour k > lo, Ny est nul. Avec
cette remargue, pour &k > lg, on tire des suites exactes E,’j“, des suites exactes

0 — I'(X, FyD'") — I'(X, F11D"™) — T'(X, gr,,,D™) — 0,
d’ ou I’ énonce.

2.3.7.PROPOSITION. Soit & unD(™)-module cohérent. Alors, Vn > 1, H" (X, £)
est un A-module de typefini de p-torsion.

DEMONSTRATION. On procéde par récurrence descendante sur r, et on montre
que si &£ est un faisceau cohérent et si [ > n, H'(X, &) est un A-module de type
fini de p-torsion. En effet, c’est vra si n = N + 1. Ensuite, d'apres 2.2.3, il
existe une surjection D("™)-lingaire: (D™ (—r))® — E£. D’aprés 2.3.6, si n €
N*, H" (X, D("™) (—r)) est un A-module detypefini dep-torsion, ce qui permet de
procéder par récurrence.

3. Calcul dela cohomologie des Dg-modules cohérents
sur |’ espace proj ectif

3.1. PRELIMINAIRES

Dans cette partie, A est un anneau noethérien, complet pour latopologie p-adique.
Onconsidere S = Spf A et X I’ espace projectif formel dedimension N sur S. Les
notations X, X; et o; désigneront respectivement I’ espace projectif algébrique PY,
laréduction modulo pit* de cet espace projectif et I'immersion fermée X; — X.
Soit B(™) une O x-algebre, vérifiant la condition (C) de 2.1. On note toujours

D) = Bm @ D™ et on introduit D™ = ;D™ et DM = lim_; D™,
C'est un faisceau d anneaux cohérent, a sections noethériennes sur les ouverts
affines d’ aprés 3.3.4 de [4].

Etant donné un systemeinductif d’ algebres, indexé par m, vérifiant chacunela

condition (C), on dira que (B("™)) vérifiela condition (C') s
(©) Le morphisme B(™ — B(m+1) est D{™-lingaire & gauche. On en déduit des
morphismes d’ anneaux ¢,,, ,+1: D™ — DM+ qui doivent satisfaire:
(d) les morphismes compléteés ¢, 41, tensorisés par Q, sont plats adroite et a
gauche.
Si (B(™) vérifie (C'), on notera Dg = lim_,, @gn); ¢ est un faisceau d’ anneaux
cohérent d' apres la proposition 3.3.4 de [4].
Remarques. (i) Considérons B{™ |a partie de torsion de B(™ et B/(m) =
B /B{™  Comme X est quasi-compact et que B(™) est noethérienne, il existec €
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N tel quepB{™ = 0. Construisons D' (™) |efaisceau des opérateurs différentiels a
coefficientsdans B (™), ainsi que son compléteD' (™). Alors, on voit facilement que
le morphisme canonique D™ — D'(™) est un isomorphisme aprés tensorisation
par Q. Pour obtenir un théoreme d’ acyclicité pour les modul es cohérents sur 73871) ,
il suffiradonc de regarder si I’algébre B'(™) vérifiela condition (C).

(ii) Naturellement, le systeme inductif constant égal & O x vérifie la condition
(C'); ¢’ est aussi e cas des coefficients B;W ,d'aprés4.2.1 et 4.2.2 de [4].

Dansla suite de cette partie, on considéreratoujours des coefficients vérifiant la
condition (C) si m est fixéou (C') si m varie. Pour obtenir desthéoremesd’ acyclic-
ite, on commencera par comparer la cohomologie d’un D™ -module cohérent a
celle de son complété p-adique. On en déduirades résultats pour les D™ -modules
cohérents anal ogues & ceux obtenus pour les (™) -modul es cohérents. Finalement
il serafacile d en déduire les propriétés comparables des Dg—modules cohérents,
par des arguments de passage a la limite inductive, puisque X’ est noethérien.

3.2. PROPOSITION. Soit £ un D(™)-module cohérent et £ = lim_; £/p't1E.
Alors

(i) Vn e N, H*(X,€) = lim_; H"(X;, £ /p™t1E);

(i) Vn € N*, H"(X, §) ~ H*(X, &);
(i) D(x, &) ~ lim_; T(X, §)/p" D (X, €).

DEMONSTRATION. Notons & = E/p'TLE. Soit &, la partie de torsion de
&: ¢'est un D™ module cohérent par noethérianite de D(™). Introduisons alors
G = £/& qui est auss un D™ -module cohérent. D’ aprés 2.3.7, il existec € N tel
quetel quep©&y, p°H™ (X, G) etp°H™ (X, £) soient nulspour tout» > 1. Montrons
d abord (i) et (ii). Soient 7, 7 > ¢. Considérons |a suite exacte courte

0G5 E—E -0,

ou v; est la factorisation de la multiplication par p* sur &, et les morphismes de
suites exactesmﬂ-,i
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D’ ou un morphisme de suites exactes longues

H"(X,G) — H"(X,€) — H"(X;1, &) — HH(X, Q)

v’ id Xitji v

Alors, s j > ¢,7 0 A\iyj; = 0, ce qui signifie que Im(\;4;;) = H*(X,&) et le
systeme projectif des H" (X, &;) vérifie la condition de Mittag—L effler pour tout
n > 0. On en déduit que H”(X,E,A’) = lim_; H*(X;, &;) pour tout n € N et donc
le(i). En outre, pour tout » > 1, lalimite projective lim._; H"(X;, &;) Sidentifiea
H"(X, &), puisque le systeme projectif desH" (X, G) est essentiellement nul pour
tout n > 1, d'ou (ii).

Comparons maintenant les limites projectives lim._; I'(X;, &;) et lim_;(T'( X,
£)/p"). Soient i et j > c. Partons de la suite exacte

05852 e 560
Cette suite se scinde en deux suites exactes courtes
05625650 et 055G -5E5E —0.

Par passage a la longue suite exacte de cohomologie, on en déduit deux suites
exactes

0-I'(X,5) - (X, 6 S I(X,6) - HY(X,&) e
0-I'(X,6) 25 I(X,€) = I'(X;, &) — HYX, G).

On déduit de cette derniere suite exacte et du morphisme 14;;,; un morphisme de

suites exactes
v’ Aitj v
0 I'(X,G) 2> I(X,€) (X;, &) —— HY(X, Q).

Comme v; o u est la multiplication par p* sur I'(X, ), on obtient une surjection
canonique

0i:T(X,E)/p'T(X,E) = T(X,E) /vi(D(X,G)).
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Lesa; forment un homomorphismede systemesprojectifs. Gracealamultiplication
par p’, le noyau de o; S identifie & coker v qui se plonge dansH (X, £;) et est donc
annulé par p©. D’ autre part, I’ homomorphisme de suites exactes

piti

0 g £ £ Eivi 0
. P id
0 g £—" ¢ & 0,

induit un homomorphisme de suites exactes courtes

0 — coker u — (X, &) /p" (X, E) — [(X,&)/vi;(T(X,G)) — 0

pI

0 — coker u —— I'(X,&)/p'T(X,E) —— I'(X,E)/v;(T(X,G)) —— 0

On en déduit que le systeme projectif des Ker o; est essentiellement nul, puis-
gue cokeru est annulé par p°. Par conséquent, les applications o; induisent
un isomorphisme entre les deux limites projectives lim. ;(I'(X,&)/p') et
lim_;(I'(X,&)/v([(X,G))),etdoncentrelim,_;(I'(X, ) /p) etlim_; I'(X;, &),
qui coincide encore avec I'(X, £). D’ ot finalement le (iii).

3.3. PROPOSITION. Soit £ un D("™)-module cohérent. Alors

(i) Il existerg € N tel que, Vr > ro, il existes € N et unesurjection D(™)-linéaire

(D™ (=r))” — €.

(i) Il existero € N tel que, Vr > ro,Vn > 1, H*(X,E(r)) = 0.
DEMONSTRATION. Remarquons d’ abord que, compte tenu de 3.2 et de 2.2.2,
|’ assertion (ii) résulte de (i) comme en 2.2.3. Si £ est un D(™)-module cohérent,
sa partie de torsion &, est aussi un D(")-module cohérent car D) est & sections
noethériennes sur les ouverts affines. De plus, il existe une suite exacte0 — &, —
E—E/& — 0.S0entG = E/E; et Go = G/pG. Comme &, est cohérent et que X
est quasi-compact, il existea € N tel que p*E; = 0. Pour ¢ > a on en déduit une
suite exacte

A
0— Go 2 af 1€ — o€ — 0.

LemoduleGpestun D((,m)-modulecohérent: choisissonsr; tel queH(Xo, Go(r)) =
O pour tout » > r1. Pour tout » > rq1 et tout ¢ > a, les homomorphismes
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I'(Xiy1, 0 1E(r)) — I(X;,a;E(r)) sont alors surjectifs. Comme o;& est un
Dém)-modulecohérent, il exister, € Z tel que, pour tout r > r, il existes € N et
unesurjection (Dém))s — ar&(r). Soientrg = sup(ry, r2), €tr > ro. Si e, estlet-
ieme vecteur de labase canoniquede (D,(Lm))s, on peut ainsi relever les A, (e;) pour
1<t < sdansT'(X, E(r)), cequi définit un homomorphisme A : (D™)s — £(r),
qui est surjectif car, modulo p®, ¢'est un morphisme surjectif entre deux faisceaux
provenant de D™ -modules cohérents.

3.4. PROPOSITION. Soit & un D(™)-module cohérent. Alors

(i) Vn € N*,H*(X, £) est un V-module de torsion de type fini,
(i) T(X,&) ~lim_; T(X,&) /p'T(X,E).

DEMONSTRATION.  Compte tenu de 3.3 et de 3.2 appliqué aux faisceaux
D™ (1), lademonstration de (i) est identiqueacelledonnéeen 2.3.7. Ladémonstra-
tion de (ii) est alors identique ala demonstration de (iii) dans 3.2 puisqu’il existe
c € C tel quepE, = Oettel quepH™ (X, G) = p°H™(X,E) = O, pour tout n > 1,
avec les notations de 3.2.

3.5. THEOREME. Soit B(™) une O x-algébre quasi-cohérente, vérifiant la condi-
tion (C) (resp. un systeme inductif de coefficients vérifiant la condition (C')) et £
un 138") -module cohérent (resp. un Dg—module cohérent). Alors

(i) Il existerg € Ntel que, Vr > ro, il existes € N etunewrjectionﬁ((?m-lin’eaire

(Dg”(~r)" ~ €, (resp. DY)
(i) ¥n > 1, H"(X, ) = 0.
DEMONSTRATION. Montrons (i) dans le cas d'un ﬁ(gm—module cohérent .

D’ apres la proposition 3.4.5 de [4] un tel module & admet un modele entier F
qui est un D"™)-module cohérent. Appliquons la proposition 3.3 & ce module, on

obtient une surjection (D™ (—r))” — F, et en tensorisant par Q, on voit que € est
quotient d'un (ﬁgm)(—r))s. S maintenant £ est un Dg—module cohérent, d’ apres
3.6.2de[4], il existe un ﬁgn)-module cohérent F tel que £ ~ Dg ®5m) F. En
appliquant le (i) a&, on trouve alors une surjection comme cherchée. ©

Si m est fixé, remarquons que H”(X,ﬁgn) (r)) = H*(X, DM (r)) ® K est
nul pour tout r € Z et tout n > 1, d' apres 2.3.7 et 3.2. On montre donc (ii) a
partir de (i), par récurrence descendante sur N. Ensuite, si £ est un Dg—module

cohérent, il existeun ﬁg”)-module cohérent F tel que & ~ Dg ®5m) F. Notons

Fm) = D) @) F. Alors HY (X, €) = lim_,,y H* (X, F™)) = 0sin > 1.
Q
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4. Propriétésde finitude des sections globales

Ons'intéresseici ades coefficients particuliers vérifiant une condition supplémen-
taire a la condition (C). Avec cette condition, nous établissons que I'(X, D(™)

et I'(x, D"™) sont des anneaux noethériens. De plus, si £ est un ﬁgn)-module
cohérent, alorsI'(X, &) estun I'( X, ﬁém))—module de typefini.

4.1. CONDITIONS SUR LES COEFFICIENTS

Dans cette sous-section, m est fixé.

4.1.1.DEFINITION. Soient B™) unfaisceau de O x -algebresvérifiant lacondition
(C), B =T'(X, B(™). On dit que B vérifiela condition (D), si:

(i) L'algebre B est une A-algebre noethérienne;
(i) Comme O x-module, B("™) est engendrée par ses sections globales.

Remarque. Il est évident que Ox vérifie la condition (D). D’autre part, nous
avons montré en 3.1.1.3 de [9] que B&}”’ satisfait aussi la condition (D), par un
calcul des sections globales.

Considérons I'algebre B ® 4 Ox. Comme Ox est de type fini sur A, cette
algebre est quasi-cohérente et noethérienne, donc cohérente.

4.1.2. LEMME. Soit £ un B ® 4 O x-module cohérent. Alors, Vn € N,H" (X, &)
est un B-module de typefini.

DEMONSTRATION. Comme X est noethérien, le module € est limite inductive
de ses sous-faisceaux O y-cohérents. On en déduit qu’il existe une surjection
B ®4 Ox-linéaire

(B XA Ox(—T))a — £.

En itérant ce procédé, on voit que £ admet une résolution par des modules
du type (B @ 4 Ox(—r))®. Cela nous raméne a montrer I’énoncé dans le cas ou
€ = B ®4 Ox(—r). Or, les modules de cohomologie de Ox (—r) étant plats
sur A pour tout € Z, on al’égalité: Vn € N,H"(X,B ®4 Ox(—r)) = B®4
H™(X,Ox(—r)). Enparticulier H* (X, B ® 4 Ox(—r)) est un B-module de type
fini. D’ou le lemme.

4.1.3. PROPOSITION. Soit B(™) unealgeébre de coefficients vérifiant la condition
(D), alorsVn € N, H"(X, £) est un B-module de type fini pour tout B(™)-module
cohérent £.

DEMONSTRATION. D’ apres la condition (i) de (D), il existe une surjection
de O x-algebres: B ®4 Ox — B(™). Tout module B™)-cohérent peut donc étre
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considéeré comme un B ® 4 Ox-module cohérent. La conclusion résulte alors
de4.1.2.
4.2. SECTIONS GLOBALES DES D-MODULES SUR L' ESPACE PROJECTIF.
42.1. LEMME. (i) L'algébre T'(X, "™ (O (1)N+1)) est une A-algebre de type
fini.

(i) Le module T(X,0x(r) @ S™(Ox(1)N*1)) est de type fini sur
I'(X,S™ (Ox(1)N+1)) pour tout r € Z.
DEMONSTRATION. Introduisons A = S™) (O (1)N+1). Remarquons que

(X, A) = @penl (X, Ox (k) @ S (OY 1),

Notons Ty, . . ., Ty la base canonique de OY ™ et [z, . ..,z y] les coordonnées
projectives sur X, alors

F(X, A) = @‘le‘ﬂA . a;g‘o e w?évNTékw N T]$N>
Soit C' lasous-V -algebre de A engendrée par les
{z2T": o = |k| et k] < (N +1).p™}.

Montrons par récurrence sur n, que si |a| = |k| = n,z2Tk ¢ C. On peut
supposer quen > (N + 1)p™; dansce casil existei tel que k; > p™, etTZW> =
uTi<ki—pm>Ti<p7H) ollu € Z?p)' Si g € NNV+1 est tel que|g| = p™ avecVi: B; < o,

aors

x&T(E) = £T<pm>gg_ﬁz<ﬁ—pmli>7

Hi L=1;

qui est dans C par hypothese de récurrence. Finalement, A est égale a C, ce qui
acheve lademonstration du (i).
De plus, observons que

(X, A(r)) = ®nen Bla|=n+tr,|k|=n A- .”Ego . :E%NTéko> .. .T]iflw.
On en déduit ques r > 0,I'(X, A(r)) est engendré commeI'(X,.4)-module, par

lesééments {z/2l: |a| = r}, qui sont homogenesde degré zéro. Si r < 0, il existe
uneinjectionT'(X, A)-linéaire:

(X, A(r)) -2 T'(X, A).

Par noethérianité de I'( X, A), I'(X, A(r)) est donc un I'( X, .A)-module de type
fini. Ce qui conclut le (ii).
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42.2. LEMME. (i) La B-algebre I'(X, B™ @0, S™ (Ox(1)N*1)) est une
B-algebre de typefini.

(i) Les modules H™(X, B(™) (1) @ S'™ (Ox (1)N+1)) sont de type fini sur
I'(X,B™ @0, S™ (Ox(1)N*1)) pour toutr € Z et tout n € N,

(iii) S € estun B™ @p, S (O (1)N+1)-module cohérent, alors T'(X, €)
est un module de type fini sur I'(X, B/ ®0, S™ (O (1)V11)).

(iv) L’alggbre I'(X, gr,D(™))) est une B-algébre noethérienne et le module
I'(X,gr,D")(r)) est de typefini sur cette algebre.

DEMONSTRATION. NotonsB' = B™ ®0, AetC = B®4 .A. LesalgébresC
et B’ sont des O x -algebres quasi-cohérentes noethériennes. En particulier, (iii) se
déduirade (ii) en arguant du fait que tout 3’-module cohérent admet une résolution
par des modules du type B'(—r). Notons d’ autre part que

Ck ~B®aOx (k) ®0, Sl(gm)(0§+l)-

Comme la cohomologie des faisceaux O x (k) @0, S,(Cm) (OFT™) estplate sur 4, il
existe des isomorphismes canoniquesT’(X,C) ~ B4 I'(X, A) et I'(X,C(r)) ~
B ®4 I'(X, A(r)). En particulier, d’ aprés le lemme précédent, I'(X, C) est une
B-agebre de type fini et I'(X,C(r)) est un I'(X, C)-module de type fini pour
tout r € Z. En passant aux composantes homogenes dans les isomorphismes
précédents, on a

Wn € N,H (X, Ci(r) = B @4 H* (X, Ox (k + ) ® Sy (OY 1),
En particulier, si r € Z est fixé, pour tout & > —r, lemodule Cx(r) est acyclique.
Etant donné la condition (ii) de (D), il existe une surjection canoniqueC — 5,
qui est en fait graduée. Soit Z le noyau de cette surjection: ¢’est un C-module
cohérent gradué, dont les composantes homogenes sont des B ® 4 O x-modules

cohérents. Nous nous trouvons donc dans une situation identique a2.3.5, et on peut
en déduirequ’il existe kg € N tel que

Vk > ko,Vn € N,H"(X,Z;) = H" (X, Zx(r)) = 0.
D’ ou finalement deux suites exactes
I'(X,C) - T(X,B) - HYX, ®rer,Ir) €
[(X,C(r)) = T(X,B'(r) = HY(X, ®rck, Zr(r))-
Remarquons enfin que les modules @<, I €t @p<r, L (r) sont des B ® 4 Ox-

modules cohérents, de sorte que H(X, ®r<k, L) €t que H (X, @<k Zr (7)) sont
des B-modulesdetypefini d’ aprésleLemme4.1.2. Onendéduit doncqueT' (X, B')
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est finie comme I'( X, C)-algébre et donc de type fini sur B puisque c’est le cas
de I'(X,C) d'aprés le lemme précédent. En outre, le module I'( X, B(r)) est de
type fini sur I'(X,C) et donc afortiori sur I'(X, B’). De plus, la cohomologie de
B'(r) endegrés > 1, seréduit alacohomologiede &, By, (r); on en déduit que
Vn € N*, les H" (X, B'(r)) sont des A-modules de type fini. D’ ou le (ii).

L’assertion (iv) découle en fait de (iii). En effet, on dispose d’'une surjec-
tion B/ — gr,DU™), qui fait de gr, D™ un B’-module cohérent. En particulier
I'(X,gr,D"™) estunT'(X, B')-module de type fini et donc une B-algebre de type
fini. Le module I'(X, gr, D™ (r)) est aussi de type fini sur T'(X, B') et donc a
fortiori sur I'(X, gr, D(™).

4.2.3. PROPOSITION. Soit B(™) une algébre de coefficients vérifiant la condition
(D). Alors,

(i) L'algebre (X, D(™)) est une A-algebre noethérienne.
(ii) S & estunD(™)-module cohérent, I'( X, £) est unI'(X, D(™))-module de type
fini.

DEMONSTRATION. Montrons (i). Comme I'(X, D(™)) est filtrée par I ordre
des opérateurs différentiels, il suffit de montrer que gr,I'(X, D(™)) est noethérien.
D’ apres 2.3.6, le conoyau de I homomorphisme canonique

0— gr,I'(X,D™) -2 T(X, gr,D™)

est nul en degrés supérieursaun certain ko et detypefini sur A. Notonsque \ est un
morphisme d algébres. Le module ®y.«x, 197, T (X, D(™) est donc un B-module
de type fini, engendré par {z1,...,2s}. D’aprés le lemme précédent, I’ algebre
I'(X,gr,D("™) est une B-algebre de type fini. Soient y1,...,y, des genérateurs
homogenes de T'( X, gr, D("™)), de degré respectif n; (0l ny < ... < ng). Soient
maintenant ! > max { ko, n;} et C lasous-algebredegr,I'(X, D(™)) engendrée par
les éléments

{y?l...yto‘t:koaniozi<3l—1}U{21,...,z5}.

Montrons par récurrence sur le degré que gr,T'(X,D™) C C. Cest vrai s
k < 3l — 1. Prenons k& > 3 et supposons que ce soit vrai pour tout £’ < k& — 1.
En degré k, les algébres gr,I'(X, D(™)) et T'(X, gr, D(™)) coincident, si bien que
NOUS SOMMeS ramenés & montrer que tout élément y%, avec |y n;«;| = k, est
dans C. Or, avec notre choix de, il existe 8 < « tel que S n;3 > [ et tel que
St ni(oy — B;) > 1. Alors, y& = 2 . 428 ¢ ¢, par hypothése de récurrence. Ce
qui conclut (i). -

Soit £ un D(™)-module cohérent. Alors, d aprés 2.3.6, il existe une suite exacte
D) ingaire

05 R — (DM (=) =& = 0.
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En passant aux sections globales, on trouve une suite exacte
0= I'(X,R) = (X, (D™ (—r))%) = I(X,&) = HY(X,R).

Commelemodule H1(X,R) est un A-module de typefini d’ apres 2.3.7, celanous
raméne & montrer |’ assertion (i) pour les modules du type D™ (—r). Appliquons
alors de nouveau (ii) de 2.3.6: le conoyau de I’ homomorphisme

0— gr,I(X, D™ (—r)) 25 I(X, gr, D™ (—r))

est encore de type fini sur A. Or, le module I'(X, gr, D™ (—r)) est de type fini
sur I'(X, gr, D(™)). Comme I’ algébre I'( X, gr, D(™)) est finie sur gr,I'( X, D(™)
via \, celamontre que gr,I'(X, D™ (—r)) est de type fini sur gr,I'(X, D(™) et
la proposition.

4.2.4. COROLLAIRE. S A est complet et s B(™) est une algebre de coefficients
vérifiant la condition (D), alors
(i) L'algébreT'(x, D(™) est une A-algbre noethérienne.
(ii) S & estun D™ -module cohérent, I'(X, £) estunT'(X, D(™))-module de type
fini.

DEMONSTRATION. D’aprés3.2,'algebrel’ (X, D(™)) est laséparée complétée
de I'(X, D(™)). Comme cette algebre est noethérienne, il résulte des rappels 3.2
de [4] que I'(X, D™)) est noethérienne. Soit & un D(™)-module cohérent, alors
o aprés 3.3, il existe une suite exacte D(™)-linéaire

0—+R— (ﬁ(m)(—r))a —-&—=0.
En passant aux sections globales, on trouve une suite exacte
0— I'(X,R) = (X, (D' (-r))*) - I'(X,&) = HY(X,R).

Comme le module H(X,R) est un A-module de type fini d apres 3.2, cela
nous ramene a montrer |’assertion (ii) pour les modules du type @(m>(—r). Or
d aprés3.2, lemodule’ (X, D™ (—r)) est le séparé complétede ' (X, D™ (—r))
qui est de type fini sur I'(X, D(™)). Il en résulte que (X, D™ (—r)) est de type
fini sur I'(x, D), o ot le (ii).

Cet énonce est aussi vrai pour I'( X, 735?}()3) et pour les modules cohérents sur
D"} en passant & des modéles entiers D(™)-cohérents.

4.2.1. Remarque.

La cohomologie des D™ -modules cohérents N’ est pas triviale sur X'. Pour voir
cela, on peut par exemple s'inspirer de [7]: s tel était le cas, la cohomologie des
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D) () serait triviale pour tout - € Z et of apréslasuite exacte0 — D™ (1) -2

DM (r) — Dg("g) (r) — 0, cela entrainerait que la cohomologie des Dggj) (r) est
triviale pour tout » € Z et donc, que la cohomologie des Dg?g)—modules cohérents
est triviale. Or, d apres la proposition (2.2.7) de [4], I'image de Dg(";) dans Dy,
I’anneau des opérateurs differentiels usuels, s'identifie a Endo 11 (Ox), ou

X (m+1) est |e schéma déduit de X par changement de base par la puissance
m -+ 1-ieme du Frobenius absolu de S. Il existe donc une suite exacte

0—+7— Dg(";) — &ndo ., (0x) =0,

ouZ estunidéal de Dg(";), qui est cohérent comme Dg("g)—module, puisque Dg("g)
est un faisceaul d' anneaux noethériens; de méme, Endo ) (Ox) estun DE(";)-

module & gauche cohérent. Notons F(™+1) |e Frobenius relatif: X — X(m+1),
aors

Endo 1, (Ox) = HomO y sy (F D Ox, FI" Y 0y).

On en déduit que Endo,, ., (Ox) =~ Homoy (P gm0 0.

D’ apres [8], le faisceau F*(mH)(OX) est somme directe de twists de Serre:
F*(m“)(ox) = @] O0x(kj) ouk; € Zetdonc, sl > max{k;} + N + 1, le
faisceau Endo ., (Ox)(—!) n'est pasacyclique, d' ol laremarque.

5. Equivalencede catégoriesentreles Dg—modules cohérentset leurs
sections globales

Nous nous plagcons maintenant sous les hypotheses de la Section 4. Pour m fixé,
nous considérons donc des coefficients B™) vérifiant les conditions (C) et (D)
enoncéeesrespectivementen 2.1 et en 4.1.1. Si de plus, on travaille avec un systeme
inductif d’algébres (B(™)), on supposera que (B(™)) vérifie la condition (C')
énoncée en 3.1 et que chague B(™ vérifie la condition (D). Sous ces hypothéses,
nous établissonsici que I’algebre I'( X, Dg) est une V-algebre cohérente et qu'il
existe une équivalence de catégories entre les Dg—modules cohérents et leurs sec-
tions globales, qui sont desT'( X, Dg)-modules cohérents. Cerésultat utilise le fait

qu’ un Do-module cohérent est engendré par ses sections globales (cf. par exemple
B de[2)]).

NOTATION. Les symboles D(m),f)(m),lA)(m),D(T2 désigneront respectivement
I(X,D0™), D&, D), DX, DGY),D(X, D).
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5.1. PROPOSITION. (i) S € estun 138”) -modul e cohérent, alors € est engendré par
ses sections globales comme 73871) -module. De plus, £ admet sur X’ unerésolution
par des 138”) -modules libres de rang fini.

(i) S € estun D:g-modulecohérent, alorsT'(X,€&) estunT'( X, Dg)-modulede
présentation finie et £ est engendré par ses sections globales comme Dg—module.
Deplus, £ admet sur X’ une résolution par des Dg-moduleslibres derang fini.

DEMONSTRATION. Commencons par (i). D'apres 3.5, le module £ est un
guotient d' un (238“) (r))¥ pour un certain r € Z, de sorte qu'il suffit de montrer (i)
pour £ = 258’” (r) avecr € Z. Notons F = D(™)(r). Comme F = I'(X, F) est
detypefini sur D™, |e conoyau de |’ application canonique: D™ pm) B — F
est un D(™)-module cohérent C, qui est de p-torsion (finie) car Fq est engendré

par ses sections globales. Si (D(™)* — F est une surjection D(™)-lingaire, on en
déduit une suite exacte

(DY 5 F ¢ -0,
et par passage aux complétés une site exacte de D) -modules cohérents:

(D™)Yk s limF/p'F — C — 0.
1

On voit finalement que £ est un quotient de (138“))’“, dou (i).
S maintenant £ est un Dg-modulecohérent, il existern > 0etun ﬁgn)-module

cohérent F tel que & ~ D ® 5y F - On déduit de (i) que & admet une résolution
librederangfini sur X', d’ ou aussi I’ assertion sur les sections global es par acyclicite
deT et (ii).

5.1. EQUIVALENCE DE CATEGORIES

Soit £ un Dg—module de présentation finie (resp. un f)((?m)—module de type fini),

on note p(E) (resp. ¢, (E)) le Dg-module cohérent (resp. le ﬁgn)-module

cohérent) qui est le faisceau associé au préfaisceau U +— D(Tg U) ®DT E (resp.
Q

U — ﬁg”’ (U) ®50m) E). Dans la suite, nous donnerons des énoncés pour les
Q

Dg—modul es cohérents, ainsi que pour les 238“) -modules cohérents. Nous nous
contenterons de donner les demonstrations dans e cas des Dg-modul es, lecasdes

~

Dgn) -modules étant anal ogue.
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5.2.1. PROPOSITION. Les foncteurs ¢ et I (resp. ¢, €t I') sont des foncteurs
guasi-inverses entrelacat’egoriedesD(Tg—moduIescohérentset Iacat'egoriedesf)g—
modulesde présentation finie (resp. entrela catégoriedes 73871) -modules cohérents
et la catégorie des D™ -modules de type fini).

DEMONSTRATION.  Soient £ un D{,-module cohérent et € un D},-module
cohérent. Il existe des morphismes canoniques. £ — I'o p(E) et p o I'(E) — €.

Comme E est de présentation finiesur D, il existeunerésolutionde E : (Dg)k —
(DL)" — E — 0, d'oli une suite exacte (D))" — (DL)! — w(E) — 0. Par
acyclicitédeT', le diagramme suivant est un diagramme de suites exactes courtes:

(DL)* —— (D)’ E 0

(DY)F —— (D) —— T o p(B)

0,

dont les deux premieres fleches verticales sont des isomorphismes. On voit ainsi
que I’ application cannonique E — T" o p(E) est un isomorphisme. Le fait que
I"application po'(X, £) — & estunisomorphisme sedémontre defagon analogue
compte tenu de la proposition précédente et de I’ acyclicite deI.

5.2.2. COROLLAIRE. L'algebre D(Tg est une V-algebre cohérente.

DEMONSTRATION. Soit 7 unidéal agauche de typefini de D{, s lasurjection
canoniqueD;'g — D;S /1. Cesdeux modulesétant de présentation finie, lesmodules
@(Dg) et @(DE/I) sont desD:g-moduIescohérents. Lenoyaudelasurjection(s)
est donc un Dg—module cohérent qui admet une résolution libre de rang finie sur

X Le.Commel est exact sur IacatégoriedesD:g-moduIescohérents, lecomplexe
suivant est exact

(X, Le) — D(X, DY) — T o p(DL/I) — 0,

s bien que le complexeT'(X, Le) est unerésolution libre de rang fini de I, qui est
donc de présentation finie.

5.2.3. COROLLAIRE. Le foncteur ¢ (resp. ¢,,) est exact de la catégorie des
D;g—modules cohérents vers la catégorie des Dg—modules cohérents (resp. de
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la catégorie des f)((gm)—modules de type fini vers la catégorie des ﬁgn)—modules
cohérents).

DEMONSTRATION. Lefoncteur ¢ est bien siir exact adroite. Soiti: E — F un

morphismeinjectif entre deux Dg—modulescohérentset Cle Dg—module cohérent
qui est le noyau de p(E) — ¢(F). Le module I'(X,C), qui est le noyau de
I’applicationT'op(E) — Cop(F), estnul d apreslaProposition 5.2.1. Finalement,
d apres 5.1, C est nul car il est engendré par ses sections globales.

Nous pouvons maintenant reformuler la proposition 5.2.1.

5.2.4. THEOREME. LesfoncteursT et ¢ (resp. T et ¢,,,) induisent une équivalence
decatégoriesentrelacatégoriedes Dg—modul escohérentset celledes Dg—modul es

cohérents (resp. entre la catégorie des 73871) -modules cohérents et celle des ﬁgn) -
modules de type fini). De plus, ces deux foncteurs sont exacts (resp. I et ¢,,, sont
exacts).

Nous énongons maintenant un dernier corollaire concernant des théorémes de
platitude démontrés directement dans le cas de coefficients a poles surconvergents
dans[9].

5.2.5. THEOREME. Soit/ un ouvert affine de X. Alors

(i) F(LLD(TQ) est un Dg—module a droite plat (resp. F(u,ﬁgn)) est un DI-
module a droite plat).

(ii) 9 E est un Dg—module cohérent (resp. un f)((?m)—rmdule de type fini), alors
LU, p(E)) = DHU) ®pp £ 16T o)) = Dy () @50 B)

DEMONSTRATION. Soit £ un Dg—moduleagauchecoh’erent. I suffit demontrer
que Tor; (g (Dg(u),E) est nul. Considérons une résolution de E par des D:g-

modulesagauchelibresderang fini: Le (ce qui est possible car D(Tg est unealgebre
cohérente). NotonsD ™ (Dg (U)) lasous-catégorie pleinedelacatégorie dérivéedes
complexesde D;S (U)-modules agauche, formée des éémentsacohomologienulle
en degrés assez grands. L’ éément Dg U) ®IL_)T E deD~ (Dfg (U)) est représentée

Q
par le complexe Dg(u) ® ot Le. D’autre part, le foncteur ¢ étant exact sur la
Q

catégoriedes Dg—modul es cohérents, on aune résolution de D -modules agauche

cohérents p(Le) — ¢(E) — 0. L’ouvert U/ étant affine, on déduit de 3.6.4 de [4]
larésolution I'(U, p(Le)) — I'(U, p(E)) — 0. Or, le complexe I'(U, p(Le)) est
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égal au complexeD(Tg U) ® 1 Le. Enparticulier, cedernier complexeest acyclique
Q

endegrésnonnulsetI'(U, p(E)) S identifieéng(u) ®D(Tg E, d’oulaproposition.

Par des arguments analogues, on peut aussi montrer que f)((gm“) est un DU™-
module a droite plat.

Appendice. Cohomologie des B (Z, s)-modules cohérents

Par Pierre Berthel ot

Nous donnons ici quelques résultats sur la cohomologie des modules cohérents
sur les algebres By (Z, s), lorsque Z est un diviseur ample dans un schema X
projectif sur une base S. Rappelons que, si S = SpecV, ou V est un anneau de
valuation discrete complet d' inégales caractéristiques (0, p), d' idéal maximal m, de
corps des fractions K, et s X est le schéma formel associé a X, les complétées
m-adiques By (Z, s) de ces algebres fournissent des modeles entiers des algebres
de fonctions analytiques sur certains ouverts affinoides de la fibre générique X'
de X (au sensrigide analytique), complémentaires de tubes ouverts de rayon < 1
de Z dans X (voir par exemple [3]). Par suite, il résulte a priori des théoremes
d annulation de Kiehl que, sous ces hypotheses, la cohomologie d' un Bx (Z, s)-
module cohérent est de torsion en degrés positifs. Toutefois, cette propriété est
trop faible pour s étendre directement aux modules cohérents sur les anneaux
d opérateurs différentiels compl étés considérésici. Nous la précisons donc par des
résultats de finitude et d’annulation des groupes de cohomologie de degré > 1,
qui montrent que, du point de vue cohomologique, une variété projective munie
du faisceau Bx (Z, s) associé a un diviseur ample se comporte & torsion bornée
pres comme |’ ouvert affine complémentaire de Z. En particulier, nous verrons que,
lorsque X = PY, lesalgebres Bx (7, s) satisfont les propriétés (b1) et (b2) de 2.1,
de sorte qu’ on peut appliquer les résultats de cet article aux faisceaux d’ opérateurs
différentiels a singularités surconvergentes.

A.l. Soientpunnombrepremier, s > 1unentier, X unschéema, Z C X undiviseur
de Cartier effectif. La construction donnée sous des hypotheses plus générales
dans [4, 4.2.3] se smplifie ici (avec les notationsde [4], ona X = S,Z = 0),
et permet d'associer a Z un faisceau de Ox-algebres Bx(Z, s) de la maniére
suivante. Sur un ouvert U sur lequel Z est défini par une équation locale f, on pose
B(f,s) = Ox[T]/(f*T —p).Si f’ est uneautre équation locale de Z, donnée par
f'=af,oua e (U,0%), il existe un isomorphisme canonique

Ox[T"]
(P = p)

envoyant 7' sur o*T", grace auquel on peut définir Bx (Z, s) par recollement.

B(f,S) ;B(flvs) =
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On dispose aors de la description intrinséque suivante de I’ algebre Bx (Z, s):

A.2. LEMME. Soient £ un faisceau inversible sur X, ¢ € T'(X, £) une section
définissant un diviseur de Cartier Z C X, et s € N*. S . désignela multiplication
par t©° sur I’ algébre symétrique S(L%%), il existe une suite exacte naturelle

0 — S(£%%) B8 5(£%%) — Bx(Z,s) — 0. (A.2.1)

Soit B le conoyau de iu — p. Si U est un ouvert de X sur lequel £ possede une
base e, on peut écriret = fe, et f est une équation locale de Z. L’isomorphisme
Ox[T] = S(L®%) envoyant T sur 5 € S;(L%*) passe au quotient, définissant
sur U un isomorphisme B — B(f, s), €, si I'on change la base e, les isomor-
phismes obtenus se recollent pour définir un isomorphisme B’ — Bx (Z, s).

L orsqu’ aucune confusion n’en résultera, nous noterons 53 pour Bx (Z, s).

A.3. PROPOSITION. Soient S = Spec A un schema affine noethérien, X un
S-schéma projectif, Z C X un diviseur ample. On pose £ = Ox(Z), €, pour
tout Ox-module £, on note £(r) = £ ® L®". Pour tout entier s > 1, et tout
Bx (Z, s)-module cohérent £, les propriétés suivantes sont verifiées:

(i) 1l existe un entier rq tel que, pour tout » > rg, ON puisse trouver un entier a,
et un homomor phisme surjectif B(—r)* — £.
(i) Pour toutn > 1, H"(X, &) est un A-module de type fini, de p-torsion.
(iii) Il existe un entier ro tel que, pour tout » > 7o et tout n > 1, on ait
H"(X,E(r)) =0.

Si € est un B-module cohérent, il est quasi-cohérent comme O x-module, donc
limite inductive de ses sous-O x -modul es cohérents. Comme X est quasi-compact,
la premiere assertion résulte de ce qu’ un tel sous-module est quotient d’ un module
delaforme (£L®(="))% pour tout r assez grand.

Montronsd’ abord (ii) et (iii) lorsque £ est delaforme B(r). Soientt € I'( X, £)
une section dont |’ annulation définit Z, et 1 lamultiplication par ¢¥% sur S(£%*).
Lasuite exacte (A.2.1) donne une suite exacte longue

B“—p n ks+r n
o BB @ oHM (X, LE*HT) — H™(X, B(r
k>0H"( ) (X, B(r)) (A.3.)
— BpsoH" (X, LOksT) XL

Puisque X est projectif et £ ample, lestermes H™ = @y50H™ (X, L2F5+T) sont
des A-modules de type fini pour tout n > 1. D’autre part, ce sont de maniere
naturelle des modules gradués sur I algébre graduée R = @50l (X, L2#9), nuls
en degré assez grand. Comme . est de degré 1, c’est donc un endomorphisme
nilpotent de H™ pour n > 1. L'assertion (ii) s'en déduit, et I’ assertion (iii) résulte
decequeles H™ (X, £L¥#5+7) sont nulspour tout £ > Oettout n > 1Si r est assez
grand.
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Dans le cas général, on écrit £ comme quotient d’un B-module de la forme
B(—r)?*.Commeil existe un entier N tel que H™ (X, F) = 0 pour tout n > N et
tout O x-module quasi-cohérent F, la suite exacte longue qui en résulte permet de
conclure par récurrence descendante sur n.

Lorsque X est un espace projectif au-dessusde S, on peut préciser cesrésultats:

A.4. PROPOSITION. Soient S = Spec A un schéma affine noethérien, X = Pfgv
I’ espace projectif dedimensionrelative N > 1sur S, et Z C X undiviseur défini
par unesectiont € T'(X, Ox(d)), avecd > 1. Pour tout s > 1, on a alors:

(i) Pouttout r € Z, et tout n > N, H"(X, B(r)) = 0.
(ii) Pour toutr > 0, ettoutn > 1, H"(X, B(r)) = 0.
(iii) Pour tout r < O, ettoutn # O, N — 1, N, H™(X, B(r)) = 0.
(iv) Pout tout » < 0, H (X, B(r)) est un A-module de type fini, annulé par une
puissancedep qui nedépendquede N, d, s etr, etnondelabase S.S N # 1,
il en est demémede HV (X, B(r)).

L’ assertion (i) résulte delaquasi-cohérencede . L es autres assertions résultent
comme en A.3 de la suite exacte longue (A.3.1), et du calcul classique de la
cohomologie des faisceaux O x (r) sur I’ espace projectif.

Remarque. || est facile de voir que, méme pour r < O, le A-module I’ (X, B(r))
N’ est pasdetypefini en général. D’ autre part, en prenant par exempler = —N — 1,
et en supposant S de caractéristique p, on voit aussi que HY (X, B(r)) n’est pas
nul en général.

A.5. Supposonsdonnéunm-PD-idéal cohérentZ C O, qui soit m-PD-nilpotent,
et soit X le sous-schémafermé de X défini par Z. Si s est divisible par p™*1, on
peut associer plus genéralement un faisceau d algebres B x (Zp, s) atout diviseur
Zy de Xo: sur un ouvert U sur lequel il existe une section f € T'(U, Oy) relevant
une équation locale de Zy, on définit Bx (Zo, s) commeen A.1, et nous renvoyons
a[4, 4.2] pour la définition des isomorphismes de recollement.

On peut alors étendre a cette situation les résultats de A.3:

A.6. COROLLAIRE. Sousleshypotheses précédentes, soit £ un Bx (Zo, s)-module
cohérent. Alors les conclusions de A.3 sont valables pour £.

On observe d’abord que, si ces propriétés sont vérifiées pour deux By (Zo, s)-
modules &, F, elles le sont pour toute extension de F par £. Or I'idéal Z, étant
m-PD-nilpotent par hypothese, est afortiori nilpotent. Lafiltration Z-adiquede O x
est donc finie, et |e gradué associé est un faisceau cohérent sur Bx (Zo, s) @ Ox, ~
Bx,(Zo, s). L'énoncérésulte ainsi de A.3, appliqué sur Xo.

A.7. Soient V un anneau de valuation discrete complet d’inégal es caractéristiques
(0,p), d'idéal maximal m et de corpsrésiduel k£, A une V-algebre compléte pour la
topologie m-adique, et topologiquement de typefini, S = Spec A, X un S-schéma
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projectif, plat sur )V, X soncomplétéformel p-adique. On note S;, X; lesréductions
de S et X modulo m**L. Soient 1 un entier tel que m posséde une m-PD-structure
m-PD-nilpotente, et s un multiple de p”**. On suppose donné un faisceau ample
L sur X, de réduction Lo sur X, et un diviseur Zg de X tel que Ox,(Zo) ~ Lo.
On pose

Bx(Zo,s) = limBx, (Zo, 5).

2

D’aprés [4, 3.3.4], Bx(Zo, s) est un faisceau d’ anneaux cohérent. On peut alors
étendre aux By (Zo, s)-modules cohérents | es résultats qui précedent:

A.8. PROPOSITION. Sous les hypotheses de A.7, il existe un entier so tel que,

pour tout multiple s de so, et tout By (Zop, s)-module cohérent £, les propriétés

suivantes soient vérifiées:

(i) 1l existe un entier rq tel que, pour tout r > ro, On puisse trouver un entier a,.

et un homomor phisme surjectif (By (Zo, s)(—r))% — £.

(ii) Pour tout n > 1, les A-modules H™ (X, £) sont de type fini et de p-torsion.

(iii) 1l existe un entier r; tel que, pour tout r > r; et tout n > 1, on ait
H™"(x,E(r)) =0.

Comme L est ample, il existe un entier s1 tel que H1(X, mL£®*) = 0 pour tout
s > s1. Soit sg le plus petit commun multiple de s; et p™*+1. Si ¢t € I'(Xo, Lo)
définit Zo, on peut alors relever t2%0 en une section ¢’ € I'( X, £L#%°). L’ hypothése
de platitude de X sur V entraine que le gradué gr,, Ox est plat sur Ox,, et il en
résulte que I’annulation de ¢ définit un diviseur de Cartier Z' de X relevant le
diviseur s9Zg de Xg. Si s est delaforme s = sgs’, on obtient donc commeen A.2
une présentation

0= Ox @ S(L%) "L Oy @ S(LZ*) = Bx(2',5") — 0,

ol ' estlamultiplication par t %', de sorte quelesrésultats de A .3 restent valables
pour By (Z', s"). Onremarquerad’ autre part quel’algebre By (2, s') est telle que

Bx(2',s")/m* 1By (2", s") — Bx,(s0Z0,5') = Bx,(Zo, )

pour tout 4, et donc que By (Zo, s) ~ By (Z', s").

Supposons donc que s = sps’, € montrons d abord que @X(Zo,s) vérifie
les propriétés (ii) et (iii). Comme X est plat sur V, il résulte de [4, 4.3.3] que
Bx(Z',s") est sans p-torsion. Si 7 est une uniformisante de V, il existe donc un
systeme projectif de suites exactes
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0 By(Z',s") =5 Ba(2', ') — Bx,(Zo, s) 0
T Id
0 By(Z',s") == Bx(2',s') — Bx, ,(Zo, s) 0.

En tensoriant par £®" et en passant a la cohomologie, on en déduit une suite
exacte longue de systemes projectifs, dans laquelle le premier systeme
(H™(X,Bx(2',s")(r)))ien est essentiellement nul pour n > 1 grace a A.3 (ii),
et le second constant pour tout n. Il en résulte d’abord que le systeme projectif
(H™(X,Bx,(Zo, s)(r))ien setisfait la condition de Mittag—L effler pour tout 7, de
sorte que I’homomorphisme canonque

H™(X, Bx(Zo, s)(r)) = I(I_rp H"(X,Bx,(Zo,s)(r))

3

est un isomorphisme. D’autre part, pour n > 1, le noyau et le conoyau
du morphisme de systtmes projectifs (H™(X,Bx(Z',s')(r)))ien —
(H™(X,Bx,;(Zo,s)(r)))ien sont essentiellement nuls, s bien que I"'homomor-
phisme canonique

H™"(X,Bx(Z2',5")(r)) — ILrp H"(X,Bx,(Zo,s)(r))

3

est également un isomorphisme pour tout . > 1. Les homomorphismes naturels
H"(X,Bx(2',')(r)) = H*(X, Bx(Zo,5)(r))

sont donc des isomorphismes pour n. > 1, et les assertions (ii) et (iii) résultent de
A3

Dans le cas général, notons d' abord que, si £ et F vérifient les propriétés de
I’&énoncég, il en est de méme de toute extension de F par £. Comme £ est cohérent,
son sous-module de p-torsion est cohérent, annulé par une puissance fixe de p.
C’est donc un By, (Zo, s)- module cohérent, pour un i assez grand, et il vérifie
I”&énoncé grace au corollaire A.6. On est ramené de la sorte au cas ou £ est sans
torsion.

Soit & = £/n'T1E. Sil'on fixe rg tel que H™ (X, Ey(r)) = O pour tout r > 7o
ettout n > 1, les suites exactes

058 "5 & =& 10,

montrent qu’il en est de méme des H"(X, &;(r)) pour tout 7, et que les homo-
morphismes I'( X, &;(r)) — T'(X, &—1(r)) sont surjectifs. On peut supposer ro
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choisi de telle sorte que, pour tout r > rq, il existe un homomorphisme surjectif
(Bx(Z,s)(=r))* — &. Lanullite de H(X, &(r)) permet dors de le relever
en un systeme compatible d’ homomorphismes (Bx;, (Z, s)(—r))* — &;, automar
tiquement surjectifs. Comme £ — I(lnlc‘fZ d apres le Théoreme A [4, 3.3.9], on

obtient ainsi un homomorphisme (B (Z, s)(—r))* — &, qui est encore surjectif,
dou (i).

Pour prouver les assertions (ii) et (iii), notons d’ abord que, grace au Théoreme
B[4, 3.3.11], il existe un entier N tel que H"(X,F) = O pour tout n > N et
tout By (Z, s)-module cohérent . Par récurrence descendante sur n, I’ assertion
(i) montre alors que les propriétés (ii) et (iii) pour les By (Z, s)(—r) entrainent les
mémes propriétés pour tout faisceau cohérent £.
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