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Sur les automorphismes du groupe de Cremona

Julie Déserti

ABSTRACT

We prove that an automorphism of the group of birational transformations of the complex
projective plane is the composition of an interior automorphism and an automorphism of
the field C. The proof is based on a study of maximal abelian subgroups of the Cremona

group.

1. Introduction

L’étude des automorphismes des groupes a fait I'objet de nombreux travaux ; dans le cas des
groupes ‘classiques’ on pourra consulter le livre de Dieudonné [Die55]. Par exemple, le groupe
d’automorphismes de l’espace projectif P"(C) coincide avec PGL(n + 1,C) ; les automorphismes
de ce groupe sont engendrés par les automorphismes intérieurs, la contragrédiente u — ‘u~!
et les automorphismes du corps C. La preuve présentée par Dieudonné repose sur le fait que
tout automorphisme de PGL(n + 1,C) provient par passage au quotient d’un automorphisme de
GL(n +1,C) et sur I'étude de certains éléments de GL(n + 1,C) d’ordre deux, les ‘involutions
extrémales’. Ce résultat peut étre retrouvé en étudiant les sous-groupes abéliens et résolubles

maximaux de GL(n + 1,C).

En 1963, Whittaker montre que tout isomorphisme entre les groupes d’homéomorphismes de
deux variétés topologiques connexes est induit par un homéomorphisme entre les variétés elles-
mémes [Whi63]. En 1982, Filipkiewicz propose un résultat semblable pour les variétés différentiables
[Fil82] ; si M est une variété de classe C*, notons Diff* (M) le groupe des difféomorphismes de classe
CF sur M.

THEOREME 1.1 [Fil82]. Soient M et N deux variétés connexes respectivement de classe C* et C7.
Si o: Diff*(M) — Diff/(N) est un isomorphisme de groupes, alors k est égal & j et il existe un
difféomorphisme 1): M — N de classe C* tel que, pour tout f dans Diﬁk(M), on ait :

p(f) = fy~

Filipkiewicz reprend l'idée de Whittaker : il montre qu’un isomorphisme de groupes ¢ induit
une bijection 1 entre les stabilisateurs de points de M et ceux de N. D’apres un résultat de
Takens [Tak79], si j = k = oo, alors ¢ est un C*°-difféomorphisme. Dans le cas général, Fil-
ipkiewicz utilise un résultat de Mongtgomery et Zippin [MZ55] sur les groupes de Lie agissant
par difffomorphismes sur les variétés pour montrer que k et j sont égaux et que v est un Ck-
difffomorphisme. Nous renvoyons a [Ban86] et [Ban97] pour des résultats analogues dans différents
contextes (groupe des difféomorphismes qui préservent une forme volume, une forme de contact ou
une forme symplectique).

Soit V' une variété algébrique complexe définie sur Q ; notons Aut(V') le groupe des biholomor-
phismes de V et Bir(V) le groupe des transformations birationnelles de V. Puisque V' est définie
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sur Q, un automorphisme 7 du corps C induit un isomorphisme 7(.) de Aut(V') (respectivement
Bir(V)) : par exemple lorsque V' = P"(C), a un élément f de Bir(V') nous associons ’élément 7(f)
obtenu en faisant agir 7 sur les coefficients de f exprimé en coordonnées homogenes. Dans [Dés06]
nous établissons un analogue du théoréme 1.1 pour le groupe Aut[C?] des automorphismes poly-
nomiaux du plan C? : un automorphisme du groupe Aut[C?] est la composée d’un automorphisme
intérieur et de l’action induite par un automorphisme du corps C (ce résultat est en fait valable pour
tout corps non dénombrable de caractéristique nulle, voir [Dés06]). Le but du texte est d’étendre cet
énoncé au groupe Bir(P?(C)) des transformations birationnelles du plan projectif complexe, encore
appelé groupe de Cremona. Dans une carte affine (z,y), si f est un élément de Bir(P?(C)), nous
noterons f par ses deux composantes (f1(x,y), fa(x,y)) ; par exemple (1/x,1/y) désigne I'involution
de Cremona. Rappelons le théoreme de Neether, valable pour tout corps algébriquement clos :

THEOREME 1.2 [Alb02, Cas01]. Le groupe Bir(P?(C)) est engendré par PGL(3,C) et I'involution
de Cremona o = (1/x,1/y).

Le but principal de ce texte est de démontrer le théoreme suivant :

THEOREME 1.3. Soit ¢ un automorphisme du groupe de Cremona. Il existe un automorphisme T
du corps C et un élément 1) de Bir(P?(C)) tels que, pour toute transformation birationnelle f, nous
ayons :

o(f) =T(Wfoh).

Autrement dit, le groupe des automorphismes extérieurs de Bir(IP?(C)) s’identifie au groupe des
automorphismes du corps C.

Nous en déduisons, en particulier, le résultat suivant.

COROLLAIRE 1.4. Soient S une surface projective complexe et ¢ un isomorphisme entre Bir(S) et
Bir(IP2(C)). Il existe une transformation birationnelle v»: S --» P?(C) et un automorphisme 7 du
corps C tels que, pour tout f dans Bir(S), nous ayons :

o(f) =T(Wfoh).

Pour I’étude des automorphismes de Aut[C?], nous avons largement utilisé les travaux de Lamy
(voir [Lam01]) ; la structure de produit amalgamé de ce groupe (théoréeme de Jung, [Jun42], [Lam02])
induit une action non triviale de Aut[C?] sur un arbre, action qui s’avere cruciale dans la démarche
de Lamy. Nous ne disposons pas d’un tel objet pour le groupe de Cremona ; la preuve est donc
essentiellement différente. Présentons en quelques mots I'idée de notre démonstration. Remarquons
que l'image par ¢ d’un sous-groupe abélien maximal du groupe de Cremona est encore abélien
maximal ; la compréhension de 'action de ¢ repose donc naturellement sur la description de ce
type de groupes.

Notons J le groupe d’'invariance de la fibration standard y = cte ; ce groupe, appelé groupe de
Jonquiéres, est isomorphe au produit semi-direct PGL(2,C(y)) x PGL(2,C).

L’observation suivante (lemme 2.1) s’avere importante : tout élément d’un sous-groupe abélien
non dénombrable de Bir(P?(C)) laisse invariant un champ de vecteurs rationnel non nul. Ceci permet
d’utiliser les travaux de Cantat et Favre sur les symétries des feuilletages des surfaces [CF03] ; nous
en déduisons le :

THEOREME 1.5. Si G est un sous-groupe abélien maximal non dénombrable de Bir(P?(C)), il vérifie
I'une des propriétés suivantes :

e G possede des éléments de torsion ;

e G est conjugué a un sous-groupe de J.
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Dans le but de montrer en particulier qu’a conjugaison pres ¢ laisse le groupe de Jonquieres
invariant, nous sommes amenés a étudier les sous-groupes abéliens maximaux non dénombrables
de J:

THEOREME 1.6. Soit G un sous-groupe abélien maximal non dénombrable du groupe de Jonquiéres.
Le groupe G satisfait I'une des propriétés suivantes :

e G contient un élément de torsion ;

e tout sous-groupe de Bir(P?(C)) agissant par conjugaison sur G est virtuellement résoluble ;
e G est conjugué a J, = {(z+ P(y),y) | P € C(y)} ;

o G est conjugué a T ={(z+a,y+p0)|a,BeCy)}

Remarque 1.7. Voici deux propriétés qui permettent de distinguer J, des autres sous-groupes
abéliens maximaux de J :

e le groupe J, ne contient pas d’élément de torsion ;

e le groupe non résoluble {(a(y)z + b(y),v(y)) | a € C(y)*,b € C(y),v € PGL(2,C)} agit par
conjugaison sur J,.

Les théoremes 1.5 et 1.6 ajoutés a la remarque 1.7 assurent que si ¢ désigne un automorphisme du
groupe de Cremona, alors p(J,) est conjugué a J, ; par suite, quitte & composer ¢ par un automor-
phisme intérieur de Bir(P?(C)), nous avons ¢(J,) = J,. Ensuite nous montrons qu’a conjugaisons
pres, les groupes

Ti={(zx+a,y) |aeC}, To={(z,y+a)|acC}
Di ={(az,y) |« € C*}, Dy ={(z,a9) |« € C"}

sont invariants par ¢ et ce sans modifier le fait que J, soit fixé par . Ainsi ¢ induit deux automor-
phismes du groupe des transformations affines de la droite : celui engendré par Ty et Dy et celui
engendré par To et Do. Or nous avons le résultat suivant, sans doute bien connu, dont on peut
trouver une preuve dans [Dés06] :

LEMME 1.8. Si ¢ est un automorphisme du groupe des transformations affines de la droite complexe,
¢ est la composée d’un automorphisme intérieur et de ’action d’un isomorphisme du corps C.

Il s’en suit que, quitte a composer ¢ par un automorphisme intérieur et un isomorphisme du
corps C, les groupes T = {(z + a,y + ) | o, 8 € C} et D = {(ax,By) | o, B € C*} sont laissés
invariants point par point. Nous constatons apres ces modifications que les involutions (z,1/y),
(y,x) et (1/x,1/y) sont fixées par . Or le groupe engendré par D, T, (y,z) et (z,1/y) contient
PGL(3,C) ; ces groupes et involutions étant invariants point par point par ¢, nous obtenons grace
au théoreme 1.2 le résultat annoncé.

2. Feuilletages

2.1 Lemme fondamental

Introduisons quelques notations et définitions. Si S est une surface complexe compacte, un feuilletage
F sur S est donné par une famille (X;); de champs de vecteurs holomorphes a zéros isolés définis sur
les ouverts U; d’'un recouvrement de S. Les champs X; sont soumis a des conditions de compatibilité :
il existe g;; dans o*(U; N Uj) tel que X; coincide avec g;; X; sur U; N U;. Notons qu'un champ de
vecteurs méromorphe non trivial sur S définit un tel feuilletage. Soit S une surface projective
munie d’un feuilletage F ; nous désignons par Bir(S,F) (respectivement Aut(S,F)) le groupe des
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transformations birationnelles (respectivement holomorphes) laissant le feuilletage F invariant sur
la surface S.

Le lemme qui suit s’avere fondamental ; il repose sur un argument classique de géométrie
analytique.

LEMME 2.1. Soit G un sous-groupe abélien non dénombrable du groupe de Cremona. Pour tout
élément f de G il existe au moins un champ de vecteurs méromorphe non nul X sur P?(C) tel
que f.X = X. En particulier, tout élément f de G préserve au moins un feuilletage holomorphe
singulier de P?(C).

Démonstration. Rappelons que le degré d’une transformation birationnelle f = [Py : P : P est
égal au degré des P;. Puisque le groupe G n’est pas dénombrable, il existe un entier n tel que
Gn, = {f € G | deg f = n} ne soit pas dénombrable. Par suite, 'adhérence de Zariski G,, de G,
dans

E, = {f € Bir(P*(C)) | deg f < n}
est un ensemble algébrique de dimension supérieure ou égale a un. Considérons un élément fy
dans G, tel que la dimension du germe (G,,, fo) soit supérieure ou égale & un et fy n’appartienne
pas au lieu singulier de G,,. D’apres le théoreme des fonctions implicites, il existe une application
analytique non constante s — f, du disque unité D dans G,, telle que fs—g = fo et Ofs/0s|s—g # 0.
Si m n’appartient pas au lieu d’indétermination de f; ! posons :

)]

s 5=0

X(m)

Ce champ X s’étend en un champ de vecteurs rationnel sur le plan projectif. Puisque 0fs/0s|s—o
est non nul, le champ X n’est pas identiquement nul. Remarquons que les éléments de G,, sont des
applications rationnelles qui commutent ; en particulier fs et fy commutent pour tout s dans D.
En dérivant l'identité fofsfo_l(m) = fs(m) par rapport a s & m fixé, nous obtenons fp. X = X.

A posteriori, si g est un élément quelconque de G, nous constatons, en considérant le chemin
9s = 9fy Lf., que ¢ laisse un champ rationnel invariant. O

Le lemme fondamental nous permet d’établir la :

PROPOSITION 2.2. Si G est un sous-groupe abélien non dénombrable de Bir(P?(C)), G vérifie I'une
des conditions suivantes :
e tous les éléments de G sont périodiques ;

e G laisse un feuilletage invariant.

Démonstration. Soit f un élément non trivial de G ; notons x(f) le C-espace vectoriel défini par :
X(f) = {X champ de vecteurs rationnel | f,.X = X}.

Si la dimension de x(f) est 1, alors x(f) = C.X et, pour tout g dans G, nous avons ¢, X = A(g)X
ot \(g) désigne un élément de C* : le feuilletage induit par X est donc invariant par G.

Supposons que x(f) soit de dimension deux. Si pour tout Y et Y dans x(f) il existe une fonction
rationnelle R telle que Y = RY, notons X un élément fixé de Xx(f) ; pour tout g dans G, le champ
g+ X s’écrit pu(g)X, ou cette fois u(g) est rationnelle. Le feuilletage induit par X est donc invariant
par G. Sinon nous obtenons un morphisme v: G — GL(x(f)) ~ GL(2,C) tel que ¢.X = v(g)X.
L’image de G est abélienne donc triangulable ; il s’en suit I'existence d’un vecteur propre commun
a tous les v(g) produisant un feuilletage invariant par G.

Supposons désormais que la dimension de x(f) soit supérieure ou égale a trois ; choisissons X7,
Xo et X3 trois éléments linéairement indépendants dans x(f). Il existe 1 et o deux fonctions
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rationnelles non toutes constantes telles que @1 X1 + s Xo + X3 = 0. Supposons par exemple que
(1 soit non constante ; a partir de X3 = —p1 X1 — 2 X2 nous obtenons que ¢ est invariant par f.
Nous avons alors l'alternative suivante : ou bien f laisse plusieurs fonctions invariantes auquel cas
f est périodique, ou bien f laisse une unique fonction invariante alors, par abélianité, G laisse une
fibration invariante. O

Dorénavant nous supposerons que G est un sous-groupe abélien maximal non dénombrable du
groupe de Cremona et que F est un feuilletage de P?(C) invariant sous I’action de G.

2.2 Symétrie des feuilletages
Dans cette partie nous allons montrer le :

THEOREME 2.3. Soit G un sous-groupe abélien maximal non dénombrable de Bir(P?(C)). Le groupe
G satisfait I'une des conditions suivantes :

e G possede un élément de torsion ;

e G est conjugué a un sous-groupe du groupe de Jonquiéres.

La preuve repose en particulier sur certains résultats de Cantat et Favre (voir [CF03]).

2.2.1 Automorphismes des surfaces minimales. Supposons qu’il existe une surface S et une
transformation birationnelle ¢ de S dans P?(C) telles que Aut(S,¢*F) = Bir(S,£*F). Puisque
Aut(S,£*F) est infini, alors, d’apres Cantat et Favre [CF03, théoréme 1.1], nous pouvons nous
ramener a l'une des situations suivantes :

o {*F est invariant par un champ de vecteurs holomorphe sur S ;

o £*F est une fibration elliptique.

Dans notre contexte, le groupe G n’étant pas dénombrable le dernier cas n’arrive pas [BHPV04,
Can99]. Nous pouvons donc supposer que {*F est invariant par un champ holomorphe X sur S.
Il existe alors, toujours d’aprés [CFO03], un morphisme birationnel ¢ de S vers un modeéle minimal
S de S tel que G = vgp~1(G) soit un sous-groupe de Aut(S).

Les surfaces rationnelles minimales sont P1(C) x P(C), P?(C) et les surfaces de Hirzebruch F,,,
n > 2. Pour n > 2, le groupe des automorphismes de la n-ieme surface de Hirzebruch F,, est, dans
la carte affine (z,y), du type :

{<(Z:y1fd()i)’3yyis> ‘ <Z Z) € PGL(2,C),a € C7, f € Cly], deg f <n}. (1)

Notons Jo,, = {(z + P(y),y) | P € Clyl,degP < n}, T = {(z +a,y+ 5) | o,8 € C} le groupe
des translations, D = {(az, fy) | a, 3 € C*} le groupe diagonal, D; le groupe {(az,y) | o € C*} et
m: Aut(F,) — PGL(2,C) la seconde projection. Si H désigne un sous-groupe de Aut(F,,), posons
Hy = Hnker 7. Rappelons que si H est un sous-groupe abélien de PGL(2, C), alors H est, a conjugai-
son pres, un groupe de translations, d’homothéties ou le groupe & quatre éléments {y, —y, 1/y, —1/y}.

Remarque 2.4. Le groupe J, ,, est un sous-groupe abélien maximal de Aut(F,,). En effet, un élément
g de Aut(F;,) commute & (x + 1,y) si et seulement §'il s’écrit (x + f(y),ay +b) ; la commutation de
g et (z +y,y) implique alors que g appartient a Jg, .

PROPOSITION 2.5. Soient S une surface rationnelle minimale et H un sous-groupe abélien maximal
non dénombrable de Aut(S). Alors nous sommes dans I'une des situations suivantes :

e H contient un élément de torsion ;

e H coincide, a conjugaison dans Aut(S) pres, avec Jg, ;
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e H est, a conjugaison dans Aut(S) pres, le groupe des translations ;

e H est contenu, a conjugaison birationnelle pres, dans {(ax + 3,vy) | o,y € C*, 3 € C}.

Avant de donner la preuve de la proposition 2.5 mentionnons le :

COROLLAIRE 2.6. Soient S une surface rationnelle minimale et H un sous-groupe abélien non
dénombrable de Aut(S) maximal dans Bir(S). Alors H vérifie, a conjugaison pres, I'une des condi-
tions suivantes :

e H contient un élément de torsion ;

e H coincide avec Jq, ;

e H est le groupe des translations.

La preuve de la proposition 2.5 est longue ; nous raisonnons suivant la nature de S puis celle du
sous-groupe abélien 7(H) de PGL(2,C).

Démonstration. Le cas S = P(C) x P1(C) est élémentaire car son groupe d’automorphismes est
(PGL(2,C) x PGL(2,C)) x (y,x).

Si 8 = P?(C), alors Aut(S) = PGL(3,C) donc H est, & conjugaison pres, I'un des groupes
suivants :

D, T, {(z+ o,py)|acCpeC}, {(ar+fy,ay)|acC’feC};

remarquons que si H n’est pas conjugué a T, il contient un élément de torsion.

Désormais S est une surface de Hirzebruch F,, avec n > 2 ; nous allons raisonner en distinguant
les cas ou 7(H) est trivial, fini non trivial ou infini.

LEMME 2.7. Soit H un sous-groupe abélien maximal non dénombrable de Aut(F,,) tel que w(H)
soit trivial. Alors H coincide avec Jg .

Démonstration. Deux applications (axz + P(y),y) et (Bz + Q(y),y) commutent si et seulement si
(a—1)Q(y) = (8—1)P(y). Si H contient un élément non trivial du type (z + P(y),y), alors H est
contenu dans J, ,, ; par maximalité (remarque 2.4), H et J,,, coincident. Sinon soit f = (az+P(y),y)
avec « différent de 1 ; a conjugaison pres par (z + P(y)/(1 — «),y), la transformation f s’écrit
(ax,y). Apres cette modification, nous avons par abélianité H = D; mais le groupe D; n’est pas
maximal. O

LEMME 2.8. Soit H un sous-groupe abélien maximal non dénombrable de Aut(F,,) tel que w(H)
soit fini non trivial. Alors H contient au moins un élément de torsion.

Démonstration. L’étude du cas ou w(H) est trivial assure que Hy est, & conjugaison pres, un sous-
groupe de J, , ou Dy.

Considérons le cas ou w(H) est, a conjugaison prés, le groupe {y,—vy,1/y,—1/y}. Remarquons
qu’alors les éléments de H \ Hy sont de la forme (az+ f(y), —y) ou ((azx + f(y))/y"™, 1/y) (voir (1)).
Puisque H n’est pas dénombrable, il en est de méme pour Hy.

Supposons que Hj soit contenu dans Dj;. Un élément (azx,y) de Hy commute 2a
((vx+ R(y))/y™, 1/y) si et seulement si (o« — 1)R(y) est nul ; puisque Hy est non dénombrable,

R est nul. De méme, par abélianité de H, nous obtenons que tout élément g de H tel que 7(g) = —y
s’écrit (Bx, —y). Ainsi, par maximalité, Hy et Dy coincident ; le groupe H contient donc des éléments
de torsion.

Supposons que Hy soit un sous-groupe de J, . Soit f = (z + Q(y),y) dans Hy \ {id}. Le carré
d’un élément g de H tel que 7(g) = —y appartient a Hy ; en particulier g s’écrit (Bx + P(y), —y)
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avec 3 = +1. Si  vaut 1 (respectivement —1), la commutation de g avec f implique que @ est pair
(respectivement impair). Le groupe Hy étant non trivial ou bien tous les éléments h de H tels que
m(h) = —y sont du type (x + P(y), —y), ou bien du type (—x + P(y), —y). Supposons par exemple
que nous soyons dans la premiére éventualité. Ecrivons g sous la forme (x + P;(y?) + yP2(v?), —y) ;
alors g2 = (z + 2P (y?),y) appartient & Hy. En utilisant la maximalité de H on peut vérifier
que (z — Pi(y?),y) est aussi dans Hy (il suffit de constater que tout élément dont la projection
par 7 est 1/y et qui commute & g?> commute & (z — Pi(y?),y)). Par suite 'élément périodique
(z4+yP2(y?), —y) est dans H. Un raisonnement analogue permet de conclure lorsque tous les éléments
h de H satisfaisant m(h) = —y sont de la forme (—z + P(y), —y). Le cas § = —1 se traite de la
méme fagon.

Etudions le cas ou w(H) est engendré par un élément ay d’ordre fini q. Si Hy est un sous-groupe
non dénombrable de Dy, alors H n’est pas maximal : comme précédemment nous obtenons que H
est un sous-groupe strict de D.

Supposons que Hj soit un sous-groupe non dénombrable de J, ,,. Les éléments g = (ya+R(y), ay)
et f = (z+po+py+--+puy" y) commutent si et seulement si (y — a’)p; est nul pour tout j
compris entre 0 et n ; puisque Hy est non trivial, il existe un entier ¢ tel que v = of. La condition
de commutation assure que p; ne peut étre non nul que s’il existe un entier m tel que j = £+ mq ;
par maximalité Hy = {(z + y*P(y?),y) | P € Cly], (deg P)q + ¢ < n}. Quitte & composer g par un
élément de Hy, il s’écrit :

(@z +ro(y") +yri(y?) + - +y o1 () +y e ) + -y (v, ay)
une telle transformation est périodique de période q. O

LEMME 2.9. Soit H un sous-groupe abélien maximal non dénombrable de Aut(F,), n > 2, tel que
m(H) soit infini. Alors H vérifie I'une des propriétés suivantes :

e H contient un élément de torsion ;

e H est contenu dans {(ax + B,y +7) | « € C*, 3,7 € C} a conjugaison birationnelle preés.

Démonstration. L’étude du cas w(H) trivial assure que Hy est, a conjugaison preés, un sous-groupe
de J,, ou Dy.

Supposons que w(H) soit, a4 conjugaison prés, un groupe infini de racines de l'unité. Notons
qu’alors, toujours d’apres (1), les éléments de H \ Hy s’écrivent (ax + f(y),By). Ici encore Hy
n’est pas dénombrable.

Si Hy est un sous-groupe de D1, nous pouvons choisir un élément d’ordre infini (Az,y) dans Hy ;
il commute a la transformation (tz + P(y), By) de H \ Hy si et seulement si P est nul. Ainsi H est
un sous-groupe du groupe diagonal et n’est donc pas maximal (dénombrabilité de 7(H)).

Supposons que Hy soit un sous-groupe de J,,, ; solent f = (x 4+ po + p1y + -+ + ppy™,y) dans
Ho\ {id} et g = (ax + a(y),By) dans H \ Hy. Les éléments f et g commutent si et seulement si
(a—3)p; est nul pour tout j compris entre 0 et n. Comme 7(H) est infini, nous pouvons choisir g de
sorte que 3 soit d’ordre strictement supérieur a n ; par suite il existe un unique entier £ compris entre
0 et n tel que a — B* soit nul. Nous en déduisons que Hy est un sous-groupe de {(z+ey”*,y) | ¢ € C}
et que g est du type (82 +a(y), By) ; par maximalité, Hy et {(z+ey*,y) | € € C} coincident. Quitte
a composer g par un élément de Hy, le coefficient d’ordre k de a est nul. Notons ¢ la période de (3 ;
alors g7 est de la forme (x + ey¥, ). Mais € est nécessairement nul puisque le coefficient d’ordre k
de a est nul ; autrement dit H possede un élément de torsion.

Supposons que w(H) soit un groupe de translations ; nous pouvons nous ramener au cas ou y + 1
appartient a w(H). Considérons dans H un élément f du type (tx + P(y),y + 1) ; écrivons P sous
la forme : pg + p1y + - + pay™.
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Si t est différent de 1, posons ¢, = p,/(t — 1) et pour j <n—1:
1 LA
= (. j
QJ—t_1<p]+ Z Eka>
k=j+1

Quitte & conjuguer f par (a:—l—Z;”:O ¢;y’,y), nous avons f = (tx,y+ 1). Un élément (sz+R(y),y+7)
de H commute & f si et seulement si R est nul ; par suite, H et {(ax,y + () | « € C*,5 € C}
coincident donc H contient des éléments périodiques.

Si ¢ vaut un, posons ¢, = —p,/(n + 1) et pour tout j compris entre 0 et n — 1 :
1 Ny
_ j
A <Pj + ) Ck+1%>-
k=j+1

A conjugaison birationnelle pres par (z + z;b:o qjyjH, y), la transformation f sécrit (z,y+1). Un
élément de H qui commute a f est du type (sz + u,y + A). Par suite, H est contenu, & conjugaison
birationelle pres, dans {(ax + 8,y + ) | a € C*, 3,7 € C}.

Finalement étudions le cas ou w(H) est un sous-groupe d’homothéties contenant un élément Ay
d’ordre infini. Soit f = (tx + po + p1y + - + ppy™, Ay) dans H ; si, pour tout j compris entre 0
et n, le terme ¢t — A7 est non nul, alors, quitte a conjuguer f par

n
Z Y2 j
Jj=0

f est de la forme (tx,\y). Un élément de H qui commute & (tz, \y) est du type (sz + n,uy) ;
autrement dit H est un sous-groupe abélien maximal non dénombrable de :

{(ax + B,7y) | o,y € C*, B € C}.

Par suite, H coincide, & conjugaison pres, avec {(z + «, 8y) | a € C,3 € C*} ou avec le groupe
diagonal ; ces deux groupes contiennent des éléments de torsion.

Reste & traiter le cas ol il existe un entier jo tel que ¢ = MO : puisque A n’est pas racine de
I'unité, jo est unique. Quitte a conjuguer f par :

n
bj j
<x+ 2y 5iY y>
Jj=0

J#Jo

et par 'homothétie (z,pj,y) si pj, est non nul, nous pouvons supposer que f s’écrit (NMoz +vylo, \y)
oun v € {0,1}. Un calcul montre qu'un élément g de H commute & f si et seulement si g =
(Bloz + vy, By). Donc H = {(a/°z + ey?®,ay) | @ € C*,e € C}; notons que H contient des
éléments de torsion. O

Ces trois lemmes épuisent tous les cas possibles lorsque S est une surface de Hirzebruch ; ceci
acheve la démonstration de la proposition. O

2.2.2 Cas restants. Lorsque la situation §2.2.1 n’a pas lieu, Cantat et Favre [CF03, théoréme 1.2
et exemple 1.3], assurent que nous avons, a conjugaison pres, l’alternative suivante :
e il existe des entiers p, q, r et s tels que, a revétement fini pres, nous ayons :
Bir(P?*(C), F) = {(z"y?, a"y*), (ax, By) | o, B € C*},
e F est une fibration rationnelle.
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Dans la premiere éventualité, un sous-groupe abélien maximal non dénombrable G de Bir(P?(C), F)
est le groupe diagonal ou le groupe suivant :

{(zPy?,2"y%), (ax, By) | o, B € C a = aPB, 3 = o' 3°}.

Si G est conjugué a D, il contient des éléments de torsion. Etudions le second cas ; puisque G
n’est pas dénombrable, il ne peut se réduire au groupe engendré par (xPy?, z"y*). Il existe donc
un élément non trivial dans G du type (Az, py) satisfaisant A\ = APu? et p = \"p® ; pour tout p,
la transformation (A\x, uPy) vérifie ces égalités donc appartient a G. Soit p tel que A? =1 ; alors
P = exp(in((1 —p)/2q)) est aussi racine de l'unité : (AN x, uPy) est un élément de torsion de G.
Le groupe G contient donc des éléments de torsion de tout ordre.

Reste a considérer le cas ou G laisse une fibration rationnelle invariante, i.e. est, a conjugaison
pres, un sous-groupe du groupe de Jonquieres : c’est I'objet du §4.

3. Le groupe Jo

3.1 Préliminaires

Notons 7 la projection de J ~ PGL(2,C(y)) x PGL(2, C) sur PGL(2,C) et Gg le groupe (ker 7)N G ;
remarquons que Jog = ker 7 est isomorphe a PGL(2,C(y)). Si fg est une famille d’éléments de G,
alors (fs) est le groupe engendré par la famille fg.

Introduisons les quatre types de sous-groupes abéliens de Jg suivants :

Im ={(a(y)z,y) | a € C(y)*},
pour tout F' dans C(y) qui n’est pas un carré :

(00 o<

pour tous C' et F' dans C(y) tels que F' ne soit pas un carré :

(1) (22552

et enfin pour tout B dans C(y)* :
1
Ip = ( (—=2,9). m,y .

e Si [ était un carré, le groupe Jp correspondant serait conjugué a J,,.

Remarques 3.1.

e Les groupes Ig et Ip ont quatre éléments.

e Chaque élément du groupe J laisse la courbe hyperelliptique 22 = F(y) invariante ; une facon
de distinguer ces différents groupes est de considérer leurs courbes de points fixes. Par analogie
avec PGL(2,R), le groupe J, est dit parabolique, J,,, hyperbolique et Jg elliptique.

Dans la suite, 9(a, b, ¢, d; v(y)) désigne 'élément ((a(y)z + b(y))/(c(y)x + d(y)),v(y)) du groupe
de Jonquieres.

3.2 Centralisateurs
Comme souvent en théorie des groupes, des calculs effectifs de centralisateurs s’averent nécessaires.

LEMME 3.2. Le centralisateur dans Jy d’un élément non trivial de J, est J,.
Le centralisateur dans Jo d’un élément non trivial de J,,, distinct de (—x,y) est J,.
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Le centralisateur dans Jo d’un élément non trivial de Jp distinct de (F(y)/x,y) est Jp.
Le centralisateur dans Jo de (—z,y) est {(a(y)z,y), (1/b(y)z,y) | a,b € C(y)*}.
Le centralisateur dans Jo de (F(y)/x,y), ou F désigne un élément de C(y)* qui n’est pas un

carré, est :

La démonstration de ce lemme est purement calculatoire.

a,bE(C(y)}.

PROPOSITION 3.3. Soit H un sous-groupe abélien de Jy. Alors H est, a conjugaison prés, un sous-
groupe de Jy, Jom, Jr, Ip ou Ig. Les groupes J,, J,, et Jp sont des sous-groupes abéliens maximaux
de J ; tous sont maximaux dans Jg.

Démonstration.
Commengons par montrer que les groupes Jq, Jp, et Jp (respectivement 1p et Ig} sont maxrimaur
dans J (respectivement Jy). Soit f dans le groupe de Jonquiéres qui commute a J, ; en écrivant la
commutation de f avec (z + Tl y) pour tout k > 0, nous obtenons que f appartient a J,.

Soit f un élément du groupe de Jonquiéres commutant aux éléments de J,,. Alors f appartient
a J, ¢ il suffit d’écrire, par exemple, la commutation de f avec les transformations (2x,y) et (yz,y).
Ainsi J,, est maximal dans le groupe J.

Chaque groupe Jp est maximal dans le groupe de Jonquieres. En effet, soit f un élément de
J ; f commute aux éléments 1 (a, F,1,a;y) de Jp si et seulement si les points fixes (x,y) de f sont
donnés par 2 = F(y) et :

a*(y)F(n(f)) = a*(7(f))F(y)

pour tout a dans C(y). Ainsi les fonctions rationnelles a?/F sont toutes invariantes par m(f) qui
est donc nécessairement trivial. Ceci implique que f appartient a Jg ; un calcul direct montre alors
que f est dans Jp.

Le groupe Ip est un sous-groupe abélien maximal de Jg. Ceci résulte du lemme 3.2 et du fait
que Ip est le centralisateur dans Jy de (1/B(y)z,y).

De méme, puisque les éléments ¢ (b, F,1,b;y) et ¥ (a, —F, a, —a;y) commutent si et seulement si
b est nul, le lemme 3.2 assure que IIC; est abélien maximal dans Jg.

Montrons que Jo, Jm, Jr, Ip et IIC; sont, a conjugaison pres, les seuls sous-groupes abéliens maz-
imauz de Jog ~ PGLy(C(y)). Fixons un élément non trivial g = v¥(a,b,c,d;y) d’un sous-groupe
abélien maximal H de Jg. Quitte a faire un changement de coordonnées, nous pouvons supposer
que g s’écrit sous forme normale :
<mwx+ww >
YWz +aly)?)
(a) Lorsque « est nul, g s’écrit ¢(0, F,1,0;y) ou F(y) = B(y)/~(v).

Si F' n’est pas un carré, le lemme 3.2 assure qu’une transformation A de H qui commute a g
est de 'un des types suivants : (—x,y), ¥(a, F,1,a;y) ou ¢¥(a,—F,1,—a;y). Si h = (—x,y), alors,
toujours d’apres le lemme 3.2, le groupe H coincide avec Ij/p. Sinon suivant que H contient un
élément de la forme ¢(C, F, 1,C;y), avec C' # 0, ou non, nous obtenons H = Jp ou H = Ig.

Si F s%écrit F2, alors g est conjugué, via ¢(—F; F,1,1;y), & (—z,y). Nous obtenons alors les
groupes Ip ou J,,.

(b) Etudions le cas ot « est non nul, i.e. g est du type ¢(1,b,¢,1;y).

Si ¢ est nul, alors g appartient a J, et le lemme 3.2 assure que H = J,. Si ¢ est non nul, alors g
s’écrit 1(1/c,b/e,1,1/c;y). Supposons que b/c ne soit pas un carré ; g est un élément de J, . et le
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lemme 3.2 assure que H coincide avec Jy . Si b/c est un carré, alors g est, a conjugaison pres, dans
Jm 3 d’apres le lemme 3.2 nous avons, a conjugaison pres, H = J,, ou H = Ip. O

3.3 Propriétés de J,
Voici deux propriétés de J, qui vont nous permettre de le distinguer des autres sous-groupes abéliens
maximaux non dénombrables de Bir(P?(C)) :
e J, ne contient pas d’élément de torsion ;
e le groupe non virtuellement résoluble {(a(y)z+b(y),v(y)) | a € C(y)*,b € C(y),v € PGL(2,C)}
agit par conjugaison sur J,.

Remarque 3.4. Les groupes J,, et Jp ne sont pas isomorphes a J, car ils contiennent des éléments
de torsion.

4. Sous-groupes abéliens maximaux non dénombrables de J

Commencons par remarquer le fait suivant :
LEMME 4.1. Les groupes J, et T ne sont pas conjugués.

Démonstration. Un calcul élémentaire montre que tout sous-groupe de Bir(P?(C)) agissant par
conjugaison sur T est contenu dans le groupe affine {(ax + by +c,de+ey+ f) | a,b,c,d,e, f € C}.
Supposons que J, et T soient isomorphes, alors {(z,v(y)) | v € PGL(2,C)} ~ PSL(2,C) s’injecte
dans {(ax+by+c,dr+ey+ f) | a,b,c,d,e, f € C} ; comme PSL(2,C) est simple, nous en déduisons
une injection j de PSL(2,C) dans H = {(az + by + ¢,dx + ey + f) | a,b,c,d,e, f € C,ae —bd = 1}.
Notons q: H — SL(2,C) l'application ‘partie linéaire’ et p: SL(2,C) — PSL(2,C) la projection
canonique. Si po q était trivial, alors j(PSL(2, C)) serait métabélien ce qui est impossible donc po g
n’est pas trivial ; par simplicité de PSL(2,C), application p o g o j est injective. Il s’en suit que
goj: PSL(2,C) — SL(2,C) aussi, ce qui est impossible. O
THEOREME 4.2. Soit G un sous-groupe abélien maximal non dénombrable du groupe de Jonquiéres.
Le groupe G vérifie 'une des propriétés suivantes :

e G contient un élément de torsion ;

e tout sous-groupe de Bir(P?(C)) agissant par conjugaison sur G est virtuellement résoluble ;

e G est conjugué a J, ;

e G est conjugué a T.
Nous déduisons des théoremes 2.3, 4.2, des remarques 3.4, 4.1 et des propriétés de J, (§3.3) le :

COROLLAIRE 4.3. Soit G un sous-groupe abélien maximal non dénombrable du groupe de
Jonquiéres. Si G est isomorphe a J,, alors G est conjugué a J,.

La suite de cette partie est consacrée a la démonstration du théoreme 4.2. Remarquons que si
m(G) est trivial, le théoreme 4.2 est une conséquence de la proposition 3.3.

Les deux énoncés qui suivent sont des résultats techniques auxquels nous nous référerons souvent.

LEMME 4.4. Soit G un sous-groupe abélien maximal non dénombrable du groupe de Jonquiéres tel
que Gq soit un sous-groupe non trivial de J,,. Alors G contient un élément de torsion.

Démonstration. Soient g = (a(y)x,y) un élément non trivial de Go et f = (fi, f2) dans G. La
condition de commutation de f et g implique que f1 est de 'un des deux types b(y)z ou 1/b(y)x ;
ceci permet de remarquer que (—z,y) commute a f. Par maximalité 'involution (—z,y) appartient
a G. O
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LEMME 4.5. Soit G un sous-groupe abélien maximal non dénombrable de J tel que 7(G) soit infini
et Gg un sous-groupe non trivial de J,. Aprés conjugaison par un élément de J,, nous pouvons
supposer que :

(i) (z+1,y) appartient a Go ;
(ii) G est contenu dans {(z + b(y),v(y)) | b € C(y),v € n(G)} ;

(iii) Go = {(z + a(y),y) | a € C(y)™ D} ot C(y)™) désigne le corps des fonctions rationnelles
invariantes par m(G).

Démonstration. (i) Par hypotheése Gy contient un élément du type (x + b(y),y) avec b non nul qui,
a conjugaison pres par (b(y)x,y), s'écrit (z + 1,y).

(ii) Une transformation birationnelle qui commute & (z+1,y) s’écrit (z+b(y), v(y)) ou b désigne
un élément de C(y) et v un élément de PGL(2,C).

(iii) Soient (z+a(y),y) un élément de Gg et (x+b(y), v(y)) un élément de G\ Gy ; la commutation
de ces deux transformations conduit a I'égalité a(y) = a(v(y)). O

4.1 Cas 7(G) fini non trivial

Ici nous pouvons supposer, & conjugaison pres, que 7(G) = (—y,1/y) ou que 7(G) = (ay) avec «
racine g-ieme de 1'unité.

LEMME 4.6. Soit G un sous-groupe abélien maximal non dénombrable du groupe de Jonquiéres tel
que 7(QG) soit fini non trivial. Alors G contient un élément de torsion.

Démonstration. Si Gg est un sous-groupe de J,,, le lemme 4.4 permet de conclure.

Supposons que Gg soit un sous-groupe de J, et que 7(G) soit engendré par un élément d’ordre
fini.

En reprenant les calculs de la démonstration de la proposition 2.5, ou nous substituons les
séries de Laurent aux développements en séries entieres, nous obtenons que G contient au moins un
élément de torsion.

Considérons le cas ou Gg est un sous-groupe de Jp et 7(G) est engendré par ay, un élément
d’ordre fini q.

Soient f dans G tel que 7(f) = ay et g = ¥(a, F,1,a;y) dans Gy. La commutation de f et
g se traduit par a?(ay)F(y) = a®(y)F(ay). En particulier, si ¢(a, F,1,a;y) est un élément de
Go, non trivial et distinct de g, nous obtenons I'égalité a?(y)a?(ay) = a?(ay)a(y) qui conduit &
a(y) = £(y?)a(y) ou ¢ appartient a C(y).
Un calcul direct montre que F' est une fonction de y? ; de plus g et f s’écrivent respectivement
a conjugaison pres ¥ (£(y?), F(y?),1,4(y?);y) et ¥(b,cF(y?),c, b; ay). Autrement dit
(y)z + F(y) > }
Gy = - = teC
0 {< 7+ 0(y) Y (y)
et G contient au moins un élément de torsion : (F'(y9)/z,y).
Supposons que Gg soit un sous-groupe de J, et que 7(G) soit le groupe a quatre éléments
Adoptons les notations suivantes :
1 1 1
Hi= (o) ) = m@) =% Ha= (1), ml) = et m)=y+ .
Les fonctions 7; sont invariantes sous l'action des H; ; toute fonction invariante par le groupe
(—y,1/y) se factorise dans y? + 1/12.
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En écrivant qu'un élément de Gg et un élément de 7 '(H;) \ Go commutent, puis que deux
transformations de 7=1(H;) \ Gy commutent, nous obtenons :
7 (H) = {(z + cni(y). ) (@ + biy) +r(m(y)), hi(y)) | ¢ € Oi,r € 65},
ol ©;, ©; désignent deux sous-groupes additifs de C(y) et b; un élément fixé de C(y).
Par maximalité de G et puisque Gog = 7~ *(H; N Hs), nous avons :

Go = {(z +c(y’ +1/y).y) | c € C(y)} ;
en particulier ©; = C(y).
Soit f = (x + by (y) + r(y?), —y) dans 7' (H;) \ Gy ; écrivons by sous la forme by (y2) + ybi (y2).
Quitte a conjuguer f par :
(x +yb1(y*)/2.y),

nous pouvons supposer que f est du type (z + e(y?), —y) ; une telle conjugaison n’a pas d’effet sur
le noyau et laisse 7 1(Hs) invariant. La transformation f2 = (x + 2e(y?),y) est dans G donc e se
factorise dans y? 4+ 1/y2. Ainsi

(.’E, _y) = (‘T - 2€(y2 + 1/y2)7y) o f
appartient & 7~ '(H;) : le groupe G posséde donc au moins un élément de torsion.

Finalement étudions le cas ot Gg est un sous-groupe de Jp et 7(G) = (—y,1/y).
Un élément de G et un élément de 7~ 1(H;) \ Go commutent si et seulement s’ils s’écrivent :

Vlmi(v)), F(mi(y)), 1,€mi(y));y) et (a,b(y)F(ni(y)), b a;hi(y)).

Ceci étant valable pour i = 1,2, nous en déduisons que F et £ se factorisent dans y? + 1/y>.
Par maximalité de G, nous obtenons :

- {(ALLE A ) )

le groupe G contient donc ’élément de torsion (F(y? + 1/y2)/x,y). O

4.2 Cas 7(G) infini
Dans ce cas, nous pouvons supposer que Gg est un sous-groupe de Jo, J,,, Ip ou 1%, En effet, nous

avons le :

LEMME 4.7. Soit G un sous-groupe abélien maximal non dénombrable du groupe de Jonquiéres.
Si Go N JF est non trivial, alors 7(G) est fini ou G contient un élément de torsion.

Démonstration. Supposons qu’il existe dans Jp N Gg un élément ¢ de la forme

((a(y)z + F(y))/(z +a(y)),y)

avec a non nul. Comme F n’est pas un carré, la fonction F'/a? n’est pas constante. Soit f = (f1,v)
dans G. La commutation de f et g entraine que les matrices

a F ot aFOV
1 a 1 a

de PGL(2,C(y)) sont conjuguées. Puisque det/(trace)® est un invariant de conjugaison, un calcul
rapide conduit a :

oV =

) g, Vv € W(G)
Comme F n’est pas un carré, la fonction F/a® n’est pas constante et le groupe 7(G) est fini.

Si Jp N G est réduit a ((F(y)/z,y)), alors G contient un élément de torsion. O
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Rappelons que si Gy est un sous-groupe non trivial de J,,, le groupe G contient un élément de
torsion (lemme 4.4).

Seules restent a examiner les deux éventualités suivantes : Gg est un sous-groupe non trivial de
Jo ou G est un sous-groupe de Ig ou Ig.

4.2.1 Cas Gg sous-groupe non trivial de Jq.

LEMME 4.8. Soit f une fonction rationnelle non nulle telle que pour a et A deux complexes non nuls
flx+a,y) = Af(x,y) ; alors A vaut 1.

Démonstration. En dérivant f(x + a,y) = Mf(z,y) par rapport a x, nous obtenons 1'égalité
(0f J0x)(x + a,y) = AN(Of /0x)(x,y). Remarquons que (0f/0x)/f est invariant par (z + a,y) donc
ne dépend pas de x. Comme f est rationnelle f ne dépend que de y et nécessairement \ vaut 1. [

THEOREME 4.9. Soit G un sous-groupe abélien maximal non dénombrable du groupe de Jonquiéres.
Si w(G) est infini et Gg un sous-groupe non trivial de J,, alors a conjugaison pres :

(i) Go=A{(z+a,y)lacC};
(ii) tout sous-groupe agissant par conjugaison sur G est virtuellement résoluble ;

(iii) si 7(G) est un sous-groupe non dénombrable de translations, alors G est conjugué a T.

Démonstration. Le (i) est une conséquence directe du lemme 4.5 ; en effet, une fonction rationnelle
a(y) invariante par une infinité d’éléments v de PGL(2, C) est constante. Dans la suite nous allons
montrer les assertions (ii) et (iii) en raisonnant suivant la nature de 7(G).

Rappelons que les éléments de G \ Gg sont de la forme (z + b(y),v(y)) (lemme 4.5). Puisque
Go ={(x+a,y) | a € C}, chaque élément v de 7(G) a un unique antécédent (x+b(y),v(y)) tel que
le terme constant du développement en série de Laurent de b a 'origine soit nul ; nous le noterons

(z+bu(y),v(y))-

Commengons par étudier le cas ot w(G) est un groupe d’homothéties. Soient H un sous-groupe de
Bir(IP2(C)) agissant par conjugaison sur G et h = (hy, he) un élément de H. S’il existait g = (z+a,y)
dans Gy tel que hgh~! s’écrive (z+ b(y),vy) avec v # 1, alors hy vérifierait ho(z + a,y) = vha(z,y)
ce qui, d’apres le lemme 4.8, est impossible. Ainsi pour tout ¢ dans G la transformation hgh ™"
appartient & G ; par conséquent pour tout f dans G\ Go 1’élément hfh~! est dans G\ Gg. Il s’en
suit que hi(x + 1,y) = hi(x,y) + & pour un certain £ et hao(z + 1,y) = hao(z,y) ; en particulier,
hi est de la forme ax + c(y) et hs est une fonction de y. Soit f = (f1, Sy) un élément de G \ Gy ;
comme hfh~! appartient & G\ G, la seconde composante de h est du type py*!. Finalement
h sécrit (ax + c(y), py™') et tout sous-groupe de Bir(P?(C)) agissant par conjugaison sur G est
virtuellement résoluble.

Supposons que w(G) soit un groupe dénombrable de translations. Soit f une transformation bira-
tionnelle agissant par conjugaison sur G ; en considérant la restriction de I’action par conjugaison
de f a Gg, nous constatons qu’une infinité non dénombrable d’éléments du type (z+a,y) est envoyé
sur des éléments du méme type. Un calcul direct montre alors que f s’écrit (ax + a(y), By + ), ou
«, B appartiennent & C*, v & C et a & C(y) ; autrement dit tout sous-groupe de Bir(IP?(C)) agissant
par conjugaison sur G est résoluble.

Considérons le cas ou w(QG) est un sous-groupe non dénombrable de translations. 1l existe un entier
n tel que G, = {(z +C(y),y +a) € G | deg C = n} ne soit pas dénombrable. Notons E? I’ensemble
des éléments C de C(y) de degré n dont le terme constant ¢y(C') dans le développement en série de
Laurent est nul :

E% ={C € C(y) | degC = n,co(C) = 0}.
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L’ensemble :
Q= {(C,B) € E) x C| Ca(y+ B) — Caly) = Cly+ o) — Cy), Yy +a € n(G)}

est une sous-variété algébrique de EY x C. La normalisation par ¢y = 0 et le fait que G, soit
non dénombrable impliquent que 2, est de dimension un. Notons p la projection de C(y) x C sur
C. L’image de €, par p est un sous-ensemble constructible de C qui contient un ensemble non
dénombrable ; donc p(2,) = C\ {B1,...,0c} et p est injective sur €,. L’ensemble ,, est inclus
dans G. En effet, une transformation f de G commute aux éléments de G,, et G,, est Zariski dense
dans €2, ; par suite f commute aux transformations (x+Cjg(y),y+3) ou (C, 3) appartient a ,,. En
particulier, comme 7(G) est un groupe, 7(G) est isomorphe a C. L’application 5 +— (Cg, ), définie
sur C\{f1, ..., Bk}, est une paramétrisation injective de €2,, donc holomorphe sur C\{f, ..., 0} ; il
s’en suit que [ +— Cj est rationnelle sur C (argument de compactification). Notons C'(«, y) = Co(y).
Dérivons l'égalité :

Cla,y) = Cla,y+6) =C(By) = C(By + @) (2)
par rapport a « et 3, nous obtenons :
0*C 0*C

Posons A = 92C'/0ady. Dérivons I'égalité (3) en a et en y, alors (0A/0a)(a,y + ) = (0A/y)
(a,y + B3) ; autrement dit A annule le champ 0/0a — 0/0dy. Ainsi 9*>C/dady est une fonction de
y + a. Notons que C,(y) est rationnelle en a et y ; il en est donc de méme pour §*C/dady. Par
conséquent nous avons :

Caly) = Ly + @) + li(a) + l2(y)
ou L, l; et ls sont rationnelles. La condition de commutation (égalité (2)) conduit a la(t) = —L(t).
Il s’en suit que (z + Co(y),y + «) s’écrit (z + L(y + o) — L(y) + li(a),y + ). Or (x + L(y + o) —
L(y) + l1(«),y + «) est conjugué a (z + l1(«),y + «) via (z + L(y),y).
Cette conjugaison laisse G invariant donc G est, a conjugaison pres, un sous-groupe de T ; par
maximalité cette inclusion est une égalité. O

4.2.2 Gg sous-groupe de Ig ou IIC;. Remarquons que si Gg est conjugué a un sous-groupe non
trivial de Iz ou de Ig, le groupe G contient un élément de torsion car les groupes Ip et Ig sont
engendrés par deux involutions. Reste donc a étudier le cas ou Gg est trivial ; nécessairement 7(G)
est un sous-groupe non dénombrable d’homothéties ou de translations.

Introduisons la variété algébrique K, définie par :
K, = {(f,v) € PGL(2,C(y)) x PCL(2,C) | deg f < n,deg f~! < n}.

PROPOSITION 4.10. Soit G un sous-groupe abélien non dénombrable du groupe de Jonquiéres. Si Gg
est trivial, alors G est algébrique, i.e. les éléments de G sont de degré borné et G est une sous-variété
algébrique de K,,.

Démonstration. Elle procede du méme principe qu’au théoreme 4.9. Il existe un entier n tel que
G, = {(f,v) € GNK,} ne soit pas dénombrable. Notons G,, 'adhérence de Zariski de G,, dans K.
Soit h une transformation de G ; elle commute aux éléments de G,,. Comme G,, est Zariski dense dans
G,,, la transformation h commute & celles de G,, ; ainsi G,, est contenu dans G. Soit p la projection
de PGL(2,C(y)) » PGL(2,C) sur PGL(2,C). Quitte a identifier y + a (respectivement ay) avec
a, I'image de G,, par p est un sous-ensemble constructible non dénombrable de C (respectivement
C*) donc p(G,) = C\ {ai,...,as} (respectivement p(G,) = C*\ {a1,...,as}). Le groupe p(G)
est un sous-groupe de C (respectivement C*) contenant un ouvert donc p(G) est isomorphe a C
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(respectivement C*). Puisque p est injective sur G, elle I'est sur G,, qui, par suite, est de dimension
un. 11 s’en suit que G = G, U {g7 (1),...,9  (as)}, ont g7 (a;) désigne Iélément de G tel que
p(g) = y+a; (respectivement p(g) = a;y), est algébrique. En fait, a posteriori les g~ (a;) sont dans
G O

Démonstration du théoréme 4.2. Commencons par supposer que Gg n’est pas trivial. La proposi-
tion 3.3 et les propriétés de J, (§3.3) assurent que lorsque 7(G) est trivial, G est isomorphe & J,
si et seulement si G est conjugué a J,. D’apres les lemmes 4.4 et 4.6, si Gg est contenu dans J,, ou
si m(G) est fini et non trivial, alors G contient un élément de torsion. Si 7(G) est infini, il suffit de
considérer le cas ou Go est un sous-groupe de J, (lemme 4.7) ; alors G satisfait 'une des propriétés
suivantes (théoreme 4.9) :

e tout sous-groupe agissant par conjugaison sur G est virtuellement résoluble ;
e G est conjugué a T.

Enfin si G est trivial, le groupe G est algébrique (proposition 4.10) ; I'action de G sur P?(C) étant
clairement algébrique, G est, a conjugaison pres, un sous-groupe du groupe des automorphismes
d’une surface minimale (voir [Enr93, Ume82]). Le corollaire 2.6 assure alors que, par maximalité,
G est conjugué a T ou contient un élément de torsion. O

5. Classification des automorphismes

5.1 Groupes de translations
Rappelons que ¢ désigne un automorphisme du groupe de Cremona. D’apres le corollaire 4.3, nous
pouvons supposer, quitte a faire une conjugaison, que J, est invariant par ¢ et que p(xz + 1,y) =
(x+1,y).

Supposons qu’a une certaine étape de la preuve, nous ayons montré que ¢ fixe une famille {H; };
de groupes. La conjugaison par une transformation birationnelle f est dite permise si fH;f~' = H;
pour tout .

Pour tout couple (a, 3) de C?, notons t, 3 lapplication (z + a,y + (). Tout élément t, 5 du

groupe des translations s’écrit ¢, oto s ; introduisons donc les groupes Ty et Ty définis par Ty =
{ta,O | o€ (C} et Ty = {tO,a | o€ (C}

PROPOSITION 5.1. Soit ¢ un automorphisme de Bir(IP?(C)) qui fixe le groupe J, et (xz+1,y). Alors,

a conjugaison permise prés, ¢ préserve les groupes T; et p({(x,ay) | « € C*}) est un sous-groupe
de {(z +b(y),v(y)) | b € Cy),r € PGL(2,C)}.

Démonstration. Le groupe T est un sous-groupe abélien maximal non dénombrable de Bir(P?(C))
donc ¢(T) aussi.

L’image de Ty par ¢ est un sous-groupe de {(z+b(y),v(y)) | b € C(y),v € PGL(2,C)}. En effet
tout élément de (T5) agit trivialement par conjugaison sur ¢(T;), en particulier sur ¢; . Ainsi
pour tout (hy,ho) dans ¢(T3) nous avons hy(x + 1,y) = hy(z,y) + 1 et ha(z + 1,y) = hao(x,y) ce
qui montre que hg ne dépend pas de x et que hy est de la forme = + b(y).

Comme T est un sous-groupe de J, et commute a To, 'image de Ty par ¢ est contenue dans T.

Le groupe Dy = {(z,ay) | o € C*} agit trivialement par conjugaison sur T; donc ¢(Ds) est un
sous-groupe de {(z + b(y),v(y)) | b € C(y),v € PGL(2,C)}.

Soit g un élément de ¢(T2) N'Ty ; il s’écrit (z + a,y). Pour toute transformation (x + b(y), v(v))
de ¢(D2) nous avons g(z + b(y),v(y)) = (x+b(y),v(y))g. Le groupe Dy agissant sans point fixe sur
Ty, le complexe a est nul. Ainsi p(T2) N'Ty est trivial. Puisque T est maximal et ¢(T;) est inclus
dans T4, nous avons ¢(T7) = T}.
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Soit (z + b(y),y) dans ¢(T2) Nker 7. Comme ¢(T9) est abélien, nous avons, pour tout v dans
m(p(T2)), égalité borv = b. Le groupe T ne contenant pas d’élément de torsion, la proposition 3.3
et le lemme 4.6 assurent que 7(p(T)), et donc 7(p(Ts)), est infini. Il s’en suit que b est con-
stant ; puisque ¢(T2) et T; sont disjoints, b est nul. Ainsi m,1,) est injective et m(p(T2)) est non
dénombrable. Le théoreme 4.9 assure que ¢ fixe T a conjugaison pres ; par suite Ta est invariant
par . U

5.2 Groupes diagonaux

Supposons maintenant que ¢(J,) = J, et o(T;) = T; pour i = 1, 2. Pour tout élément («, ) de
C* x C*, notons dq g 'application (o, By). Introduisons les groupes suivants :

Dy = {(az,y) |a € C*} et Dy ={(z,ay)|ac C*}.

PROPOSITION 5.2. Soit ¢ un automorphisme du groupe de Cremona. Supposons que ¢(Jg) = Jq
et o(T;) = T; pour i =1, 2. Alors, a conjugaison permise prés, les groupes D; sont fixés par ¢.

Démonstration. D’apres la proposition 5.1, 'image ¢(D3) de Do par ¢ est un sous-groupe de {(z +
by),v(y)) | b € C(y),r € PGL(2,C)}. A conjugaison permise prés nous pouvons supposer que
©(to,1) = to,1. Puisque Dy agit trivialement sur T, et en particulier sur ¢g 1, I'image de D par ¢ est
un sous-groupe de {(e(z),y + c(z)) | € € PGL(2,C), ¢ € C(x)}. Le groupe Dy agit par conjugaison
sur Ty donc ¢(D32) est inclus dans :

{(x+a,by+c)|a,ceC,beC"}.

Cette action est sans point fixe donc tout élément (x + a,by + ¢) de p(D2) satisfait I'alternative
suivante : ¢ = 0 ou b = 1. Si b vaut 1, alors ¢(D3) N ¢(T) est non trivial ; par suite ¢ est nul et
©(Dg) est contenu dans {(z+a,by) | a € C,b € C*}. De méme en considérant 'action de Dy sur Ty
nous montrons que p(D1) est un sous-groupe de {(az,y + b) | a € C*,b € C}. Finalement comme
©(D1) et p(D2) commutent, ¢ préserve les groupes D;. O

5.3 Invariance point par point des groupes T; et D;

Rappelons le lemme 1.8 : soit ¢ un automorphisme du groupe des transformations affines de la droite
complexe. Alors p est la composée d’un automorphisme intérieur et de ’action d’un isomorphisme
du corps C. Cet énoncé nous permet d’établir un résultat de rigidité pour les groupes T et D.

LEMME 5.3. Soit ¢ un automorphisme du groupe de Cremona fixant les groupes J,, T; et D;. Quitte
a conjuguer o par un automorphisme intérieur et un automorphisme du corps C, les groupes D et
T sont laissés invariants point par point.

Démonstration. Les groupes T; et D; étant fixes par ¢, il existe 1 et o deux automorphismes du
groupe des transformations affines de la droite tels que, pour tout (a, 3) dans C*2 et pour tout (r, s)
dans C2, nous ayons :

plaz +7, By + ) = (p1(ax + 1), 02(8y + 5)).
Le lemme 1.8 assure que :

olax 471, By + s) = (i(a)z + A1 (r), =2(B)y + pma(s))

ou 71, T2 sont des automorphismes du corps C et A, i deux complexes non nuls.

Le groupe J, étant invariant par ¢, il existe £ dans C(y) tel que p(x +vy,y) s’écrive (x +£(y), y).
Puisque, pour tout élément o de C*, I’élément (x +y,y) commute & d, o, I'application (z +£(y),y)

commute & dr, ()7, (a), autrement dit 7 (a)§( (a)7ly) = &(y). Développons & en série de Laurent &
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origine, {(y) = > ;s _n &y 5 Dégalité précédente conduit, pour tout i > —N, & (11(a)m2(a) ™% — 1)
& = 0. Pour tout entier i tel que & soit non nul, 7(a)7(a)”? vaut 1. Comme 71 est additif,
I'égalité To(a)® = 71() implique que 74 est additif ; ceci n’est possible que si i vaut 1 ce qui
montre que £ est un mondéme de degré un et que 7 est égal a 7. Ainsi p(az + r,fy + s) =
(ri(a)x + A7y (r), 11 (B)y + p7i(s)). Quitte a conjuguer ¢ par d, (x).r (u), Puis composer par I'action

de 'automorphisme de corps 71 nous obtenons ¢(ax + r, By + s) = (ax + r, By + s). ]

5.4 Conclusion

LEMME 5.4. Soit ¢ un automorphisme du groupe de Cremona laissant les groupes D et T invariants
point par point. Alors les involutions (x,1/y), (y,x) et o sont fixées par .

Démonstration. Notons ¢ = (s1,¢2) I'image de (+y,+x) par . L’action de I'involution (4y,+x)
sur D implique que <1 (dq,g) = Bs1(x,y) et 2(da,g) = ace(z,y) pour tous o et § dans C* ; ainsi ¢ et
o s'écrivent respectivement +y et +x. La transformation (+y, +x) agit par conjugaison sur T alors
que (—y,z) et (y, —z) non, donc ¢ = (+y, +z). L’involution (y,z) agit trivialement sur les éléments
ta,o de T alors que (—y, —x) non ; (y,z) et (—y, —x) sont donc invariants par .

L’involution (z,1/y) agit sur le groupe diagonal ; soit d, g un élément de D, nous avons :

(l?, 1/y)da,ﬁ($v 1/y) = da,l/ﬁ'

En appliquant ¢ nous obtenons, pour tous «, 3 dans C* :

T1(da,p) = ami(z,y) et Ta(dap) = T2(2,y)/0
ou 7 = (71,72) désigne I'image de (x,1/y) par ¢. Par suite, 7(x,y) = (+z,£1/y). L’'action de
(x,1/y) sur t; o entraine : o(x,1/y) = (x,+£1/y).

Légalité ((y,z)(x,1/y))? = o assure que (o) = 4o suivant que (z,1/y) est envoyé sur lui-
meéme ou sur (z,—1/y). Notons h = (z/(x — 1),(x —y)/(z — 1)) ; comme l'a remarqué Gizatullin
(voir [Giz99]), la transformation (ho)? est triviale donc (hp(o))? doit aussi I'étre. Nous en déduisons
que l'involution de Cremona est invariante par ¢ ; par suite (x,1/y) 'est aussi. ]

Démonstration du théoréme 1.3. Soit ¢ un automorphisme du groupe de Cremona. Le corollaire 4.3
permet de supposer que J, est invariant par ¢. Nous montrons que si ¢(J,) = Jq, les groupes T;
sont fixes par ¢ a conjugaison permise pres (proposition 5.1) ; sous ces hypotheéses nous obtenons,
toujours & conjugaison permise pres, que ¢(D;) = D; pour i = 1, 2 (proposition 5.2). Ainsi, a
automorphisme de corps et conjugaison pres, les groupes T; et D; sont invariants point par point
(lemme 5.3) ; il s’en suit que les involutions (y,x), (z,1/y) et o sont envoyées sur elles-mémes par
¢ (lemme 5.4). Or le groupe engendré par le groupe diagonal, le groupe des translations, (y,x) et
(z,1/y) contient PGL(3,C) donc le théoreme 1.2 permet de conclure. O

6. Compléments

Soit H un sous-groupe de Bir(P?(C)) de la forme (Z/pZ)" avec p premier ; d’aprés [Kan95, Wim96,
Bea05], si p > 5, alors r < 2. Notons que Aut(P(C)) = Bir(P!(C)) ne contient pas (Z/pZ)", n > 1,
p > 2 ; comme Aut(P"(C)), et donc Bir(P*(C)), contient (Z/pZ)™ des que n > 2, nous en déduisons
la remarque suivante.

Remarque 6.1. Les groupes Bir(P?(C)) et Bir(P"(C)) sont isomorphes si et seulement si n = 2.

Nous pouvons déduire du théoreme 1.3 un résultat sur le groupe d’automorphismes du semi-
groupe des transformations rationnelles de P?(C) (la preuve est quasiment identique & celle du corol-
laire 6.4, [Dés06]) ; ce semi-groupe contient Bir(P?(C)) nous pouvons donc parler d’automorphisme
intérieur.
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COROLLAIRE 6.2. Un isomorphisme du semi-groupe des transformations rationnelles de P?(C) dans
lui-méme est intérieur a composition prés par un automorphisme du corps C.

Nous allons démontrer le corollaire 1.4 dont nous rappelons ’énoncé :

Soient S une surface projective complexe et ¢ un isomorphisme entre Bir(S) et Bir(P?(C)).
Il existe une transformation birationnelle 1: S --+ P*(C) et un automorphisme T du corps C tels
que, pour tout f dans Bir(S), nous ayons : o(f) = (Y fy1).

Démonstration du corollaire 1.4. Si la dimension de Kodaira de S, que nous notons kod(S), est
deux, alors tout élément de Bir(S) est d’ordre fini. Lorsque kod(S) vaut un, Bir(S) préserve une
fibration elliptique et est virtuellement abélien (voir [BHPV04]). Dans chacun de ces cas, nous
constatons que Bir(S) et Bir(P?(C)) ne sont pas isomorphes.

Supposons que kod(S) soit nulle. Si Bir(S) et Bir(P?(C)) sont isomorphes, alors ce dernier
contient un sous-groupe distingué abélien d’indice dénombrable H (voir [BHPV04]). Considérons
I'inclusion j de PGL(3,C) dans Bir(P?(C)) et la projection p de Bir(P?(C)) sur Bir(P?(C))/H.
Puisque PGL(3,C) est simple et que Bir(P?(C))/H est dénombrable, ker(p o j) = PGL(3,C) est
contenu dans H : impossible.

Si kod(S) est —oo, alors S est une surface réglée non rationnelle ou une surface rationnelle.
Plagons nous dans la premiere éventualité ; il existe une fibration rationnelle P: .S — B localement
triviale. Cette fibration est préservée par Bir(5), i.e. il existe p: Bir(S) — Aut(B) tel que, pour
tout élément f de Bir(S), nous ayons P o f = p(f) o P. Supposons que Bir(S) et Bir(P?(C))
soient isomorphes, alors SL(3, C) s’injecte via j dans Bir(S) ; par simplicité, SL(3, C) s’injecte dans
ker p = PGL(2,k), ou k désigne le corps des fonctions méromorphes de B, ce qui est impossible.
La surface S est donc nécessairement rationnelle. O

COROLLAIRE 6.3. Le groupe des automorphismes du corps C(x,y) est isomorphe au groupe des
automorphismes du groupe de Cremona.

Démonstration. Soit ¢ un automorphisme du corps C(z,y). Les constantes sont les seuls éléments
de C(z,y) a posséder une racine n-ieme pour tout n. Il s’en suit que C est invariant par ¢ ; par suite,
a automorphisme de corps pres, ¢|c est trivial. Notons f la transformation birationnelle définie par
f = (¢(x),(y)) ; pour tout couple (i,j) d’entiers, nous avons p(z'y’) = z'y’ o f. Ceci conduit a
@(P) = P o f pour tout polynéme P ; nous en déduisons une égalité du méme type pour toute
fonction rationnelle R. Ainsi tout automorphisme de C(z,y) s’obtient par la composition de 1’action
d’un automorphisme du corps C et d’une transformation birationnelle. O
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