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ADDENDUM A
QUELQUES REMARQUES SUR DES QUESTIONS

D'APPROXIMATION DIOPHANTIENNE

PATRICE PHILIPPON

Dans [1, Section 3], on a montre comment les conjectures les plus definitives sur les
formes lineaires de logarithmes entrainent simplement la conjecture abc (dans sa forme
faible). De facpn plus pragmatique on peut egalement chercher les conjectures les plus
accessibles sur les formes lineaires de logarithmes qui entrainent encore la conjecture
abc. De ce point de vue l'enonce suivant semble etre I'amelioration la plus minime de
Pinegalite de Liouville qu'il conviendrait d'etablir. On y note | • |p la valeur absolue
p-adique sur Q, normalised de la facpn habituelle (c'est-a-dire, \p\p = 1/p), et /»(•)
la hauteur logarithmique sur Q (c'est-i-dire, le logarithme du maximum des valeurs
absolues des numerateur et d£nominateur dans une ecriture en fraction reduite).

CONJECTURE. II existe des reels 0 < e < 1/2, a > 1, p > 0 et un entier
B 6 N* tels que pour tous x, y € Q* on ait xyB = —1 ou :

< B.(a.h(x) +e.h(v)

Pes

oil S dtsigne l'ensemble des nombres premiers satisfaisant \xyB + l\p < 1.

Nous deduisons de cette conjecture la version suivante de la conjecture abc, oh
on reprend les parametres e, a, 0 et B dont Pexistence est conjecture dans 1'enonĉ
precedent.

CONSEQUENCE. Si a,b,c€ N* sont des entiers premiers entre eux satisfaisant
a + b = c, alors logc < ( s ( aB + e)/(l - 2e)).( £ logp + /?) .

DEMONSTRATION: On ecrit o/6 = xyB avec x~ \[ pV,(*/t>)-Blvr{a/b)/B\ e t y ._
p\ab

Yl pit>p(°/i>'''Bl, en designant par vp la valuation p-ad ique et [•] la par t ie entiere. On
p|o6
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a 0 / xyB + 1 = c/6, S - {p; \xyB + l|p < 1} = {p | c}, la formule du produit et la
conjecture ci-dessus impliquent:

logc = - ^ log |zyfl + l | p

< B UaB + s). Y, logp + |-. log (aft) + (aB + e)/
p\obc

car ft(ac) < B. 53 loSP e t fc(v) ^ B~1-log(o6)+ J3 loSP- M a i s ° 6 1 c2 d'ou finalement
pjo& P\ob

logc < B(aB + e)- ( 5 3 loSP + ^ J + 2 e - l o 8 c

et logc < (B(aB + e)/(l - 2e)).( £ logp + fi) . Q

REMARQUES. (I) Si on admet la conjecture ci-dessus avec seulement 0 < e < 1 et
on suppose a < 6, le raisonnement pr&e'dent montre

plobc

soit « 2/3 de abc » (forme faible). Par ailleurs l'6nonce de la conjecture pour e = 1 est
une consequence triviale de l'inegalite de Liouville.

(2) Dans la meme veiue on verifiera (en decomposant b/c = xyB plutot que a/b
comme dans la demonstration ci-dessus) que la conjecture suivante :

II existe des reels 0 < e < 1/2, a > l , j 9 > O e t 5 e JV* tels que pour tous
x, y e Q* satisfaisant xyB ^ 1 on ait

log \xyB - 1| > -B(ah{x) + eh(y) + (aB + e)j8) ;

entraine que pour tous entiers 0 < o < 6 < c premiers entre eux et satisfaisant o+6 = c
on a
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(3) Enfin, on verifie facilement (voir [1, Section 3.b]) que la conjecture abc, sous

la forme : logc < K.( £ logp + 7 ) avec K > 1 et 7 > 0 des reels, entraine l'enonce

suivant pour tout B e N* et tous x,y e Q* tels que xy3 ^ —1 :

in (0; log \xyB + 1 |p) < K. (h(x) + h(y) + £ logp + 7) •
" r,\xV

B+i\p<i

En revanche, il ne semble pas clair que la conjecture abc (meme dans sa forme forte)
entraine la conjecture de la remarque (2) precedente.

REFERENCE

[1] P. Philippon, 'Quelques remarques sur des questions d'approximation diophantienne', Bull.
Austral. Math. Soc. 59 (1999), 323-334.

UMR 7586 du CNRS - Geometrie et Dynamique
University P. & M. Curie
T.46-56, 5eme et., F-75252 PARIS cedex 05
France

https://doi.org/10.1017/S0004972700022127 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S0004972700022127

