
SUR DEUX CLASSES D'ANNEAUX NON-COMMUTATIFS 

Jean Menard 

( reçu le 30 août 1968) 

Nous nous p roposons ic i d ' é t e n d r e c e r t a i n s r é s u l t a t s 
de la t héo r i e des anneaux commuta t i f s à deux c l a s s e s 
d ' anneaux non- c o m m u t â t if s . Il s ' ag i t , d 'une p a r t , des 
anneaux inve r s i f s à d ro i t e , définis pa r T h i e r r i n [4], et des 
anneaux r é v e r s i f s . Les p r e m i e r s pos sèden t la p r o p r i é t é 
xyR = yxR , les seconds la p r o p r i é t é xRy = yRx , ce 
pour tout x , y e R . Nous c o n s i d é r o n s a u s s i la r éun ion des 
p a r t i e s d 'un anneau qui p o s s è d e n t r e s p e c t i v e m e n t l 'une ou 
l ' a u t r e p r o p r i é t é . Ce "noyau" d ' i n t e r v e r s i o n ou de 
r é v e r s i o n joui t de p r o p r i é t é s i n t é r e s s a n t e s ; pa r exemple , 
s ' i l e s t non-nul , l ' anneau pr imi t i f qui le cont ient es t un 
c o r p s . Nous é tudions a u s s i les idéaux A d 'un anneau R 
dont la s t r u c t u r e d 'anneau es t i n t e r v e r s i v e à d ro i t e ou 
r é v e r s i v e , i . e . , abA = baA (ou aAb = bAa) pour tout 
a , b ç A . 

1. Anneaux r é v e r s i f s 

Défini t ion 1. Un anneau R es t dit r ê v e r s i f si xRy = yRx , pour 
tout x , y e R . Ce qui es t équiva len t à d i r e que, pour tout x , y , a çR , 
il ex i s te a ' e R te l que xay = ya ' x . 

Exemple 1 . Soit K un c o r p s , et déf in i ssons les deux opé ra t i ons 
su ivan tes su r K X K : 

( a , b) + ( c , d ) = ( a+ c , b + d) 

(a , b) . (c , d) = (ad + bc , bd ) . 

On vé r i f i e a i s é m e n t que K X K devient a l o r s un anneau (à é l é m e n t unité) 
et un anneau r é v e r s i f . 

Exemple 2 . Les anneaux A vér i f i an t la r e l a t i o n (plus for te) 
axb = bxa , V a , b , xç A . Ces anneaux sont en fait une c l a s s e de 
P I - a n n e a u x . 
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Exemple 3. Soit A un anneau à élément unité. Supposons que 
tout x ç A est de la forme eu ou c est central et u inversible. Il 
est facile de vérifier que A est alors réversif . En effet l'équation 

e u e u c u = crt u c ' u ' c , u, 
1 1 2 2 3 3 3 3 1 1 

a d m e t c o m m e solut ion 

c ' = c , u1 = u u, u u u, 
2 3 1 2 3 1 

C o n s i d é r o n s en p a r t i c u l i e r la s i tua t ion su ivan te : Soit K un c o r p s et 
soi t K[x] l ' anneau des po lynômes a une i n d é t e r m i n é e su r K . Cons idé rons 
dans K[x] l ' i d é a l I f o r m é de 0 et des p o l y n ô m e s dont tous l e s t e r m e s 

sont de deg ré > n . On vé r i f i e que K - Kfx l / I p o s s è d e un é l é m e n t 
— ^ n n 

unité et que K / r a d K e s t un c o r p s , i . e . , que K e s t c o m p l è t e m e n t 
n n n ^ n 

p r i m a i r e [3, page 56] . Les é l é m e n t s de K sont donc de la f o r m e 

x u où u e s t i n v e r s i b l e . Donc K e s t un anneau r é v e r s i f . De façon 
n ' 

p lus g é n é r a l e , on voit que l ' anneau des s é r i e s f o r m e l l e s R[[x]] e s t 
a u s s i r é v e r s i f , s i l 'on r e m a r q u e [6 , page 16] que les é l é m e n t s i n v e r s i b l e s 
de K[[x]] sont ceux dont le " t e r m e c o n s t a n t " e s t ^ 0 . 

Rappe lons ic i qu 'un anneau commuta t i f s o u s - d i r e c t e m e n t 
i r r é d u c t i b l e et s ans é l é m e n t s n i lpo ten t s i- 0 es t un c o r p s ; de m ê m e 
un anneau commuta t i f s imp le ou p r imi t i f e s t a u s s i un c o r p s . 

Nous m o n t r o n s ic i que dans ces r é s u l t a t s , on peut r e m p l a c e r 
commuta t i f p a r r é v e r s i f . 

L E M M E 1. Tout idempoten t de l ' anneau r é v e r s i f R e s t c e n t r a l . 

L E M M E 2. Dans l ' anneau r é v e r s i f R , tout i déa l à d r o i t e m i n i m a l 
2 

A (A ^ 0) e s t un c o r p s . 

En effet, i l ex i s t e [1] un i dempo ten t e e A te l que A = eR . 
P u i s q u e e e s t c e n t r a l , A e s t b i l a t è r e et e e s t é l é m e n t unité pour A . 
P u i s q u e xA = A , pour tout x e A , x £ 0 , A es t un c o r p s . 

THEOREME 1 . Tout anneau r é v e r s i f R s o u s - d i r e c t e m e n t 
i r r é d u c t i b l e et s ans n i lpo ten ts ^ 0 e s t un c o r p s . 

D é m o n s t r a t i o n . L ' i n t e r s e c t i o n G de tous les idéaux n o n - n u l s de 
R e s t un idéa l non-nu l de R é v i d e m m e n t m i n i m a l . De p lus G es t 
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a u s s i un idéa l à d r o i t e m i n i m a l . En effet, so i t I un idéa l à d ro i t e t e l 
que ( O ) C I C C . 

2 2 2 
A l o r s R I C I , donc R I = 0 , pu i sque R I e s t idéa l b i l a t é r e . 

C ' e s t une con t rad ic t ion , pu i sque R ne cont ient pa s de n i lpo ten ts non-
n u l s . 

Selon le l e m m e 2, G e s t un c o r p s , et i l ex i s t e un idempoten t e 
t e l que G - eR . 

L ' e n s e m b l e T = { e a - a | a e R} es t un idéa l de R , pu i sque 
e e s t c e n t r a l . De p lus , s i b çG O T , 

b = ex = ez - z , 

et 

eb = eex = ex = b = eez - ez = 0 . 

Donc G O T = (0). Mai s R é tan t s o u s - d i r e c t e m e n t i r r é d u c t i b l e 
T = (0) et ea = a , pour tout a e R . 

Donc G = R , et R e s t un c o r p s . 

T H E O R E M E 2. Tout anneau p r imi t i f r ê v e r s i f e s t un c o r p s . 

D é m o n s t r a t i o n . Soit A un te l anneau . Soit I un idéa l à* d r o i t e 
m o d u l a i r e m a x i m a l de A t e l que ( I : A) = 0 . Mon t rons que I e s t 
b i l a t é r e , c a r a l o r s I C _ ( I : A ) - 0 e s t un idéa l m o d u l a i r e m a x i m a l , ce 
qui e n t r a î n e que A e s t un c o r p s . Soient x e I , a e A . A l o r s 
ax - eax e I où e e s t unité à gauche modulo I . Donc 

ax - eax = j ç I , 

ax = eax + j = xbe + j e I . 

THEOREME 3 . Tout anneau r ê v e r sif s imp le A e s t un c o r p s . 

D é m o n s t r a t i o n . Selon le t h é o r è m e 2, i l nous suffit de m o n t r e r 
que A es t p r imi t i f . P o u r ce f a i r e , i l suffit de v é r i f i e r que A e s t 
s e m i - s i m p l e , ca r a l o r s A doit p o s s é d e r au m o i n s un idéa l p r imi t i f 
P , et c o m m e P C A , a l o r s P = 0 , ce qui e n t r a î n e que A e s t 
p r imi t i f . R e m a r q u o n s que A ne cont ient aucun idéa l à d r o i t e . Soit 

2 
en effet I un idéa l à d r o i t e de A; a l o r s AI = A I C I , et I e s t 
b i l a t é r e , donc 
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I - (0) ou I = A . 

Soit a lors ft le radical de A (au sens de Jacobson) . Montrons 
que ft = (0) . Supposons ft ^ (0) . Alors puisque A es t s imple , 

2 2 
ft = A = A - ft . Il ex i s t e donc b £ ft tel que b ft = ft et i l ex i s t e 
z G ft t e l que bz = b . 

Soit z' le q u a s i - i n v e r s e de z ; a l o r s 

0 = b - bz = (b - bz ) z ' 

= b - b(z o z ' ) = b , 

une c o n t r a d i c t i o n . Donc ft = (0) . 

2 . Le noyau de r é v e r s i o n 

Défini t ion 2 . Une p a r t i e non -v ide K d 'un anneau R e s t un 
complexe de r é v e r s i o n si xKy = yKx , quels que so ien t x , y £ R . 
Le noyau de r é v e r s i o n H de R e s t la r é u n i o n de tous ces c o m p l e x e s : 

H = LJ {K | K es t un c o m p l e x e de r é v e r s i o n de R } . 

PROPOSITION 1. H es t un idéa l de R et un anneau r é v e r s i f . 
On vé r i f i e en effet que si K et L sont deux c o m p l e x e s de r é v e r s i o n 
de R , a l o r s les c o m p l e x e s su ivan t s sont a u s s i c o m p l e x e s de r é v e r s i o n : 

K + L = ( k + i | k e K , i çU) , 

K R = {kr | k € K , r € R} , 

R K = { r k | r ç R . k ç K } , 

K* = { - k | k £ K } . 

T H É O R È M E 4 . Soit R un anneau p r imi t i f . A l o r s H es t un 
c o r p s (= R) ou H = (0) . 

D é m o n s t r a t i o n . Soit I un idéa l à d r o i t e m o d u l a i r e m a x i m a l 
de R t e l que (I : R) = (0) . Supposons H f (0) : 

1) s i H C I , I cont ien t un idéa l b i l a t è r e , donc I = (0 ) ; donc H = (0) . 
une c o n t r a d i c t i o n . 
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2) so i t donc H Ç/ I . P o s o n s H = H O I . P u i s q u e R es t pr imi t i f , 
H l ' e s t a u s s i [ l , page 34] . H é tan t r éve r s i f , es t donc un c o r p s 
( T h é o r è m e 2) . Donc H = (0) ou H = H . Si H = H , H O I = H, 
donc H C_I, une con t r ad i c t i on . Donc H = (0) et R = H 0 I . 
Donc I e s t b i l a t è r e , donc I - (0) et R = H es t un c o r p s . 

COROLLAIRE. Un anneau pr imi t i f R es t un co rps si et s e u l e m e n t 
s ' i l ex i s t e un complexe K ^ (0) , t e l que aKb = bKa , Va , b e R . 

THÉORÈME 5. Soit R un anneau p r e m i e r et soi t H le noyau de 
r é v e r s i o n de R . P o u r que R soi t i n t èg re , i l suffit que H f 0 . 

D é m o n s t r a t i o n . Soient x , y e R , xy = 0 . Supposons x h 0 , y £ 0. 
A l o r s , 

xyH = 0 

xyHx = 0 

x 2 Hy = 0 

2 
yH x = 0 

xHyx = 0 . 

HR t 0 et HR Ç H en t r a înen t xHRyx = 0 . D'où xH = 0 ou yx = 0 . 
On m o n t r e de façon analogue que Hy - 0 ou yx - 0 . Si yx - 0 , (0) 
e s t p r e m i e r et réf lect i f [3] , donc c o m p l è t e m e n t p r e m i e r et R e s t 
i n t è g r e . D'où x - 0 ou y - 0 , une con t r ad i c t ion . Si yx ^ 0 , xH - 0 
et Hy = 0 . A lo r s xRH = 0 et HRy = 0 . Donc x = 0 = y , une 
con t r ad i c t i on . 

Donc x - 0 ou y = 0 et R es t i n t è g r e . 

3 . Idéaux r é v e r s i f s d 'un anneau 

Défini t ion 3 . Nous d i rons qu 'un idéal à d ro i t e A d 'un anneau R 
e s t r é v e r s i f s i A es t un anneau r éve r s i f , i . e . s i aAb = bAa , V a , b e A . 

THÉORÈME 6. Soit R un anneau pr imi t i f . Soit A un idéa l à 
d ro i t e r é v e r s i f non-nu l de R . A lo r s A e s t un c o r p s et R - A . 

D é m o n s t r a t i o n . Soit S le r a d i c a l de A . On sa i t [1] que 
S = {s £ A I s A = 0} . A = A / S es t p r imi t i f et r éve r s i f , donc un c o r p s . 
D é p l u s , S es t un n i l - i déa l , donc A e s t un anneau SBI [ l , page 53] . 

_ 2 
Soit u l ' é l é m e n t unité de A ; i l ex i s te a l o r s e e A , t e l que e = e 
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et ê = û . e est central (Lemme 1). On vérifie que 

A = eA = eR et que eRe = eAe est un corps . 

De plus A = eAe = eA = eR = eRe, d 'où l'on voit que eR est un 
corps et un idéal à droite minimal . A ( = eR) est donc un corps . 
Montrons que A = eR = R . En effet 

R = eR Q ( 1 - e) R . 

Mais eR ( ( l - e) R) = eRe ((1 - e) R) = 0 . Puisque R est primitif, 
donc premier , ( 1 - e) R = 0 . 

COROLLAIRE. Un anneau R est un corps si et seulement si R 
est primitif et possède un idéal à droite réversif non-nul. 

Pour terminer , nous généralisons notre théorème 1 comme suit: 

THEOREME 7. Soit R un anneau sous-directement irréductible 
sans éléments nilpotents £ 0 . Soit A un idéal réversif ^ 0 d_e R . 
Alors A est un corps et A = R . 

Démonstration. Soit N idéal minimal de R . On voit facilement 
que aAa est idéal non-nul de A, pour chaque a £ 0 e A . De plus, 
aAa est idéal de R . En effet, si x e R , 

aAax = axAa C aAa 

xaAa = aAxa C aAa . 

Donc N C aAa. Soit maintenant B un idéal de A . Si b e B , b ^ 0, 
bAb est idéal de R et N CI bAb C_ B . Donc N est idéal minimal de 
A qui est sous-directement irréductible, donc un corps . Dép lus A = R, 
car A est idéal minimal à droite de R, donc A = eR et R = eR = A . 

4. Anneaux interversifs à droite 

Définition 4. Un anneau R est interversif à droite (voir [3]) si 
xyR = yxR , pour tout x , y g R . 

L'ensemble R des mat r ices de la forme ( ) où n, m e Z , 

est un anneau interversif à droite (sans élément unité). 
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R e m a r q u o n s qu ' i l e s t faci le de donner des e x e m p l e s d ' anneaux 
i n t e r v e r s i f s à d r o i t e qui ne sont pas r é v e r s i f s . Ains i , so i t A l ' a l g è b r e 
su r le c o r p s F à 2 é l é m e n t s , engendrée pa r le d e m i g r o u p e D = { a , b } , 
avec xy = y . Il e s t fac i le de vo i r que A e s t un anneau i n t e r v e r s i f à 
d r o i t e , m a i s non r é v e r s i f . 

Dans un m é m o i r e c é l è b r e , McCoy a c a r a c t é r i s é les anneaux 
c o m m u t a t i f s dont au m o i n s un é l é m e n t n ' e s t pa s d i v i s e u r de z é r o à 
d r o i t e . Le t h é o r è m e su ivant étend ce r é s u l t a t aux anneaux i n t e r v e r s i f s 
à d r o i t e . 

THÉORÈME 8. Soit R un anneau i n t e r v e r s i f à d r o i t e dont au 
m o i n s un é l é m e n t n ' e s t pas d i v i s e u r de z é r o à d r o i t e , et soi t D 
1' e n s e m b l e des d i v i s e u r s de z é r o à d r o i t e de R . A l o r s R e s t s o u s -
d i r e c t e m e n t i r r é d u c t i b l e s i e t s e u l e m e n t s i R p o s s è d e les q u a t r e 
p r o p r i é t é s su ivan tes : 

(i) {x e R | x D = 0} e s t un idéa l p r i n c i p a l I = (j) i 0 ; 

(ii) {y e R | I y = 0 } = D ; 

(iii) R / D e s t un c o r p s ; 

(iv) Si d e D , , d 4 I , i l ex i s t e c e R tel que de = j . 

La d é m o n s t r a t i o n e s t e s s e n t i e l l e m e n t ce l le de McCoy. Rappe lons 
ic i (voir [3]) qu 'un s o u s - e n s e m b l e K non-v ide d 'un anneau R es t dit 
complexe d ' i n t e r v e r s i o n à d r o i t e s i abK - baK, quels que so ien t 
a , b e R. La r éun ion T de tous ces complexes e s t le noyau d ' i n t e r v e r s i o n 
à d r o i t e de R . Le r é s u l t a t su ivant e s t le pendant du t h é o r è m e 4, e t la 
d é m o n s t r a t i o n en e s t ana logue . 

THÉORÈME 9. Soit R un anneau p r imi t i f et so i t T le noyau 
d ' i n t e r v e r s i o n à d ro i t e de R . A l o r s T = (0) £ u T = R _et_ R e s t un 
c o r p s . 

T H É O R È M E 10. Soit R un anneau s e m i - s i m p l e a r t i n i e n à d r o i t e , 
et so i t T le noyau d ' i n t e r v e r s i o n à d r o i t e de R . A l o r s T = (0) £ u 
T e s t s o m m e d i r e c t e de c o r p s . 

D é m o n s t r a t i o n . On sa i t que R = G, 0 . . . 0 G , où les G. sont ^ 1 n i 
s i m p l e s . Soit x e T , x = S x. , x . e G. . 

Si a , b G R , a l o r s abx = S abx. , abx. e G. . Il ex i s t e donc 
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x f € T t e l que abx = bax ' . Done bax ' = D bax! £ G. . P u i s q u e la 

somme est directe, abx. = bax!, et x. e T D G. . Donc 
1 1 1 l 

T C T n G G . . . G T H G . Si m a i n t e n a n t x e T O G, G . . . G T Pi G , 
— I n I n 

a l o r s -x. = x + . . . + x et a l o r s x = x J + . . . + x 
1 

abx = ab(x, + . . . + x ) 
1 n 

= abx, + . . . + abx 
1 n 

= bax* + . . . + b a x ' 
1 n 

bax 1 , et x G T . 

Donc T = T H G, G . . . G T H G . Mais T O G e s t un i d é a l 
1 n 2 

de G , donc T H G. = (0) où T O G = G . . P u i s q u e G e s t s i m p l e 
î î î i i 

et i n t e r v e r s i f a d r o i t e , G. e s t un c o r p s . Il suffit en effet pour le vo i r 

d f a d a p t e r la p r e u v e du t h é o r è m e 3 . 

Défini t ion 5 . Nous d i r o n s qu 'un idéa l à d r o i t e A d 'un anneau R 
e s t un i déa l à d ro i t e i n t e r v e r s i f à d r o i t e s i abA - b a A , que ls que 
so ient , a , b G A . 

PROPOSITION 2 . Tout i déa l à d r o i t e m i n i m a l A d 'un anneau R 
e s t i n t e r v e r s i f à d r o i t e . 

La r é c i p r o q u e , qui n ' e s t é v i d e m m e n t pas v r a i e en g é n é r a l , l ' e s t 
pour la c l a s s e des anneaux p r i m i t i f s . 

THEOREME 1 1 . _Si_ R e s t un anneau pr imi t i f , un i déa l a d r o i t e 
A j3_e R e s t m i n i m a l s i et s e u l e m e n t s i A e s t un idéa l à d r o i t e i n t e r v e r s i f 
à d r o i t e . 

D é m o n s t r a t i o n . La condi t ion e s t n é c e s s a i r e se lon la p r o p o s i t i o n 1. 
Soit donc A un idéa l à d r o i t e i n t e r v e r s i f à d r o i t e de R , et so i t S le 
r a d i c a l (de Jacobson) de A. D ' a p r è s [ 1 , page 34] S = {s e A | sA = 0} , 
et A / S es t p r imi t i f . Ma i s A e s t un idéa l i n t e r v e r s i f à d r o i t e , donc 
A = A / S e s t p r imi t i f et i n t e r v e r s i f à d r o i t e . Donc A e s t un c o r p s . 

3 9 6 

https://doi.org/10.4153/CMB-1969-049-7 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.4153/CMB-1969-049-7


S es t un n i l - i d é a l de A , donc A e s t un anneau SBI . Soit 
- 2 

û l ' é l é m e n t unité de A ; il ex i s te a l o r s e e A , te l que e = e , et 
ë = û . De là sui t ex - x e S » pour tout x e A ; donc 

(ex - x)y = 0 pour tout y e A ; 

donc 

exy = xy . 

En p a r t i c u l i e r , eae = ae , et eAe = Ae . 

Mon t rons m a i n t e n a n t que A( 1 - e) = S . De ù = ë (û é l é m e n t 
uni té de Â) sui t x - xe e S , pour tout x G A . Donc A( 1 - e) C S . 
i n v e r s e m e n t soi t a e S . A lo r s aA = 0 . Mais a = ae + a - ae = 
a - ae e A(l - e ) . Donc S C A ( l - e) . Donc A( 1 - e) = S e s t un idéa l 
de A , et A /A( l - e) = Ae , pu isque A = Ae 0 A ( l - e ) . 

Donc A = A / S = Ae , et Ae es t un c o r p s , de m ê m e que eAe (= Ae), 
et e e s t l ' é l é m e n t unité de ce c o r p s . De p lus , eA C eR C A , donc 
eAe C eRe ^ A e = eAe, d 'où eAe = eRe = Ae = c o r p s . 

R é tan t pr imit i f , n ' a pas d ' idéaux à d ro i t e n i lpotents ^ 0 . Selon 
[ 1 , page 65] eR es t idéa l m i n i m a l à d ro i t e si et s e u l e m e n t s i eRe es t 
un c o r p s . Donc eR es t idéa l à d ro i t e m i n i m a l . Or eA es t idéa l à 
d r o i t e , eA C_ eR , donc eA = eR. 

Mon t rons que eA - A . On a A = eA 0 (1 - e)A . 

D ' a p r è s c i - d e s s u s , a - ea e S, d 'où (1 - e)A C_ S . ( 1 - e)A es t 
donc un n i l - i d é a l à d ro i t e de R . Donc (1 - e)A = 0 pu isque R e s t 
p r imi t i f . Donc A = eA = eR . A e s t donc idéa l à d ro i t e m i n i m a l de R . 

Soit R un anneau et ft son r a d i c a l de Jacobson . On d i r a que ft 
e s t un anneau SBI [ 1 , page 53] s i et s e u l e m e n t s i 

2 
1. L ' équa t ion x - x = z, z e ft a une solut ion z e ft t e l le que . 

2 . Le s o u s - a n n e a u de R f o r m é des é l é m e n t s qui c o m m u t e n t avec 
z coincide avec le s o u s - a n n e a u fo rmé des é l é m e n t s qui 
co inc ident avec zt . 

1 
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Définition 6. Nous dirons d'un anneau R qu'il est un anneau 

(T-interversif à droite s'il est somme d'idéaux à droite interversifs à 

droite. Le théorème 10 nous donne alors les très intéressants 

corollaires suivants: 

COROLLAIRE 1. Soit R un anneau c - intervers if à droite 
primitif. Alors R est simple et coincide avec son socle à droite 
(somme des idéaux à droite minimaux). 

COROLLAIRE 2. Un anneau à élément unité R est l'anneau de 
toutes les matrices sur un corps si et seulement si R est un anneau 
(T-interversif à droite primitif. 

COROLLAIRE 3. Tout anneau (T-interversif à droite semi-simple 
avec élément unité R est somme sous-directe d'anneaux de matrices 
sur un corps. 

THEOREME 11. Soit R un anneau sous-directement irréductible 
sans éléments nilpotents \ 0. Soit G \ 0 un idéal interversif à droite 
de R . Alors Cl est un corps, et Q. = R . 

Démonstration. Soit M l'idéal minima 1^0 de R. Soit a e Û , 

a \ 0. Nous allons montrer que 

1) a G est idéal f 0 de G ; 

2) a G est idéal \ 0 de R . 

En effet, 

2 2 2 2 2 
1) a G G C a G e t G a G = a G C C a G ; 

2 2 2 
2) soit x £ R . Alors a G x ÇL a G et xa G = xaa G = axa G = 

2 
aax G CI a G • 

Soit maintenant B j 0 un idéal quelconque de G. On voit que si 

b e B, b ^ 0 , b G est idéal =f 0 de G et de R, donc 

2 
M C b G C 8 . 

M est donc idéal minimal de G, qui est donc sous-directement 
irréductible et sans nilpotents £ 0 , donc un corps. 

Montrons que Q = R. Remarquons d'abord que G. est idéal à 

droite minimal de R , car si I C G (I }0) est idéal à droite de R , 

I est aussi idéal à droite de G, ce qui est impossible. Donc G - eR 
2 

où e = e. eR est donc idéal de R, et 
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R = eR 0 ( 1 - e)R, avec e R f l ( l - e)R = 0 . 

Puisque eR ^ 0, il vient R = eR , d'où l'on conclut que R - G est 
un corps . 
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