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Abstract. We study the ergodic properties of a class of dynamical systems with
infinite invariant measure. This class contains skew-products of Anosov systems
with Ud. The results are applied to the K property of skew-products and also to the
ergodicity of the geodesic flow on abelian coverings of compact manifolds with
constant negative curvature.

0. Introduction
On considere ici des systemes dynamiques ayant de fortes proprietes stochastiques
comme c'est le cas des diffeomorphismes d'Anosov ou du flot geodesique en courbure
negative sur une variete compacte V. On etudie des systemes dynamiques fibres
au-dessus de ces systemes de base, la fibre etant le groupe Rd ou Zd; ces systemes
commutent done avec l'action de Ud ou Zd, le quotient etant le systeme de base.
Du point de vue mesurable, ces systemes s'ecrivent comme produits croises a l'aide
d'une fonction / a valeurs dans Ud et les proprietes etudiees sont done proches de
celles des sommes de Birkhoff. Ce cadre permet d'englober diverses situations
concretes comme les marches aleatoires sur Ud avec memoire [9] ou les flots
geodesiques sur un revetement abelien d'une variete compacte. Le modele du gaz
de Lorentz plan [5] appartient aussi a cette famille puisqu'il peut se presenter comme
un flot geodesique (avec reflexion) sur un revetement a fibre Z2 d'un tore plat
bidimensionnel muni d'un obstacle circulaire reflechissant. Les techniques develop-
pees ici ne permettent pas d'etudier cet exemple mais plutot des situations beaucoup
plus regulieres a potential Z2-periodique et differentiable conduisant a des flots
d'Anosov ou verifiant l'axiome A de Smale [4].

Les proprietes etudiees correspondent dans le cas des marches aleatoires a des
proprietes de theorie du potentiel comme la Constance des harmoniques boraees
[6] ou la finitude de la mesure potentiel et les preuves en sont inspirees; elles se
relient ici a la propriete d'ergodicite en mesure infinie. Ces methodes prolongent
celles de [8] ou sont etudies les theoremes limites du calcul des probabilites pour
les systemes envisages ici.

Les resultats obtenus permettent de retrouver simplement des theoremes etablis
en [18] concernant l'ergodicite de flots geodesiques, en restriction aux points non
errants, sur des quotients non compacts de l'espace hyperbolique par des sous-
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groupes discrets. Us permettent aussi d'etablir la propriete K pour des produits
croises en mesure finie, ameliorant ainsi des resultats de [13]. Enfin, une application
est donnee a l'etude des series lacunaires du type £ °̂ z2\

Ces conclusions reposent sur l'etude prealable de la 'propriete K' ou de l'ergodicite
pour des transformations fibrees au-dessus d'un sous-shift et la methode du codage
[2]. Par exemple le cas des systemes d'Anosov s'en deduit rapidement.

La partie A decrit un certain nombre de notions prealables simples tandis que la
partie B est consacree aux applications. Enfin, on justifie brievement, en appendice
le theoreme limite local [8] qui intervient dans l'etude de l'ergodicite des systemes
cylindriques. Ce theoreme limite local est aussi le point de depart des estimations
de S. Kalikow [12] qui permettent de construire un exemple simple de transformation
possedant la propriete K mais non celle de Bernoulli. On discute la validite de
telles estimations, dans un cadre plus general, qui pourrait permettre la construction
d'exemples differentiables, construction qui a ete effectuee par D. J. Rudolph [20]
par une methode n'utilisant pas toute la force des estimations de S. Kalikow.

Nous remercions vivement J.-P. Conze et J.-P. Thouvenot dont l'aide et les
questions nous ont ete tres precieuses au cours de ce travail.

1. Proprietes d'ergodicite
1.1. Definitions. On considere un espace mesure E, une mesure o--finie m, une
transformation T preservant m. L'espace des fonctions m-integrables sera note
Ll(m) et sera suppose separable. Les mesures finies ayant une densite par rapport
a m seront identifiees aux elements de L'Cm) et, par exemple, l'ensemble des mesures
de ce type ayant une masse nulle sera note Lj(m); la variation totale d'une telle
mesure a sera notee ||a||,. La transformed de a par T sera notee aT. La mesure
de Lebesgue sur Ud (ou Zd) sera notee /; une partition a de E sera dite mesurable
si la tribu naturelle sur l'espace quotient E/a separe les points de E/a. La tribu
engendree par a sera encore notee a. L'image de a par T, notee Ta est formee des
images reciproques T~1(A) avec Aea. On dira que a est propre si le sature, par
rapport a a,, de tout ensemble de mesure finie est encore de mesure finie. En ce cas
on peut trouver des probabilites mx(xe E) portees par les elements de a telle que
m se desintegre sous la forme

m = mxdm{x)= mxdm(x)
J B J E

ou m est la mesure image de m sur E = E/a. Si T preserve a, c'est-a-dire Ta<=a
une transformation quotient T se trouve definie sur E.

Enfin, si T est un automorphisme, la partition a sera dite generatrice si les T"a
(n € Z) engendrent la tribu canonique de E. Ces definitions doivent etre interpretees
modulo la mesure m.

Definition 1. Soit T un automorphisme de l'espace mesure (E, m), a une partition
generatrice propre de E qui est preservee par T. On dit que le systeme dynamique
(E, m, T) possede la propriete K par rapport a a si la tribu On^0 T"a est triviale.
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Definition 2. Soit T un endomorphisme de (E, m). On dit que le systeme (E, m, T)
est exact si pour tout a € lj(m) on a limn HaT"!!, =0.

Si 08 est la tribu canonique sur E, l'exactitude de (E, m, T) equivaut a la trivialite
de la tribu asymptotique Pln a 0 T"9&. En effet, si la fonction bornee F est
asymptotique, elle s'ecrit pour tout n >0: F = Fn ° T". Pour a e Li(m) on a:

et l'hypothese d'exactitude donne a(F) = 0, F = cte.
Inversement, si limn ||a7"'l||I>0 pour un certain a de I_i(m), on peut trouver des

Fn avec ||Fn|U = l et | ( « r ) ( F n ) | > e > 0 .
Soit \a(Fn° T") |>e>0. On peut trouver une sous-suite d'entiers n telle que,

pour tout k Fn° T"~k converge vers Fk faiblement dans la dualite entre L1 et l°°.
Alors on a F°= Fk ° Tk par passage a la limite faible a partir de (Fn ° T"~k) ° Tk =
Fn» T". De plus F° est non constante car |a(F°)| = limn \a(Frt ° T")\>e. La tribu
asymptotique est done non triviale.

Ceci montre que si T est un automorphisme de (E, m) respectant la partition a,
la propriete K pour (E, m, T) relativement a a equivaut a l'exactitude du systeme
quotient {Ela, f, m). Pour une situation voisine, on pourra consulter [16].

Exemple. Considerons une suite Xn{n € Z) de variables aleatoires independantes de
meme loi p portees par une partie finie S de Z. Rappelons [23] que si les elements
de S ne sont pas en progression arithmetique, les puissances de convolutions p"
satisfont la propriete des suites moyennantes:

lim I \pn(k+l)-pn(k)\ = 0.
n keZ

Ceci s'ecrit encore limn\\p" * (Sl-So)\\1=0 et on supposera ici cette propriete
realisee. Considerons le mesure produit ir = pz sur Sz et l'espace produit E = 5Z x Z
muni de la mesure produit n x /. Le decalage naturel sur Sz sera note 6, de sorte
que Xk = Xo° 6k. A la marche aleatoire sn =So ' -** ^e 1°> P s u r ^ e s t associee la
transformation 6 sur E definie par 6{w, t) = (0<o, t + X0(a>)) et preservant la mesure
7T x /. La decomposition d'une suite <w = (iok)keZ e Sz en u>~ x w+ avec u>~ = ((ok)k<0

et a>+ = (a)k)ks0 fournit une decomposition 5 z = S"x2 + et une partition a en
ensembles de la forme 2~x{a>+}. Le systeme dynamique quotient de (E, 0,7rxl)
sera defini par:

0[co+,t] = [da>+, t + Xo(a>+)]

et la mesure naturelle sur 2 + x Z sera encore notee v x /. Montrons l'exactitude de
ce dernier systeme, e'est-a-dire la propriete K pour (E, 6,-n-xl) par rapport a a.
Soit F une fonction asymptotique bornee: F = Fn°d" et posons fn(t) =
J2+ Fn(w, f) dir(<o). Observons alors que

E[F/t, X0 = x0, Xn = xn] = I F(x0 . . . xnu, t) dir{w) = I FB+1[»,

"(y).D'ou en particulier/0(0 = }/„
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Notons aussi que, puisque BE est de mesure pleine on a Fn = Fn+, ° 6 et done
comme plus haut:

Ecrivons alors:

(81 - So)(/o) = («i - So)( V * / . ) = [/>" * (*i - «o)](/»),

Soit/0(0)=/o(l) et plus generalement/o(fc)=/o(fc+l) (fceZ). Ceci donne/0 = cte
et plus generalement /„ = cte=/0. On a alors, puisque F est bornee, par definition
de / n :

On va dans la partie 2 generaliser ce type de situation et 6tudier des analogues
geometriques. La notion d'exactitude peut etre relativisee comme suit:

Definition 3. Soit a une partition mesurable de E. On dira que T est exacte
relativement a a, si pour tout element a de L^m), de projection nulle sur E/a on
a limn Har"!^ = 0. On notera J-I(m) le noyau de la projection de E sur E/a.

La proposition suivante decoule alors des definitions:

PROPOSITION 1. Soit a une partition mesurable de (£, T, m) telle que Ta<=-a. On
suppose T exacte relativement a a et la transformation quotient T sur E/a exacte.
Alors T est exacte.

1.2. Consequences. On va considerer dans la suite des extensions d'un systeme
dynamique (X, 6, IT) par un groupe abelien que Ton prendra en general egal a Rd.

Definition 4. Soit (X, 0, IT) un systeme dynamique, IT etant une mesure 0-invariante
finie. Soit/ une fonction mesurable de X dans Ud. On appelle systeme cylindrique
(X, 6, / ) l e systeme dynamique defini sur XxRd par 6{x, t) = [0x, t+f(x)], la mesure
invariante etant n x I.

Pour un systeme cylindrique, la propriete, d'exactitude va se traduire sur / ou
plutot les sommes Sn(x) = Zo~'/° 0k(x).

Definition 5. Soit fin une suite de probabilites sur Ud. On dit que /u,n verifie la
propriete de moyenne si pour tout (t>elj(/) on a

Definition 6. Soit (X, 6,f) un systeme cylindrique. On dira que/verifie la propriete
de moyenne si pout tout ye. X et toute probabilite a e L'(TT) la loi n/t£ de Sn(x) =
So f° 8k(x) conditionnellement a 0"x = y (x etant distribue suivant a) verifie la
propriete de moyenne. On peut alors enoncer la

PROPOSITION 2. Soit (X, 6,f) un systeme cylindrique et supposons que f verifie la
propriete de moyenne. Alors 6 est exacte relativement a la partition en 'verticales'
{x}xUd.
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Preuve. Si v est la partition en verticales il suffit de voir que pour un ensemble de
mesures /? dense dans tl(vx /) on a

Hm||/30"|I,=O.

Soit f e l i ( / ) et a une probabilite a densite bornee de 1\TT). On a alors:

et

D'oii par convergence dominee et en raison de la propriete de moyenne:

\im\\(axg)0"\\l=O.
n

Justifions la propriete de totalite des elements de la forme axg dans i.l(irXp):
soit g e L°°(ir x p) avec <g, a x f) = 0 ou

g(x,t)a(x)€(t)dv(x)dp(t) = O.

L'arbitraire de £ dans Lo(l) donne

g(x, t)a(x)dTr(x) = cte=c(a)

et enfin

g(x,t) = c(x)

avec

c(a)= a(x)c(x) dir(x).

Le sous-espace des (2 € L1(T7- X /) defini par (g, fi) -0 avec g du type precedent n'est
autre que i-l(ir x I), et ceci donne la conclusion voulue. •

PROPOSITION 3. Soit (X, 6,f) un systeme cylindrique exact. Soit (Y, Rd, v) un systeme
dynamique ergodique, la mesure v etant Ud-invariante. Alors le produit croise X xfY
est exact.

Preuve. Elle est analogue a celle de la Proposition 2.
Soit aeL'(7r)i f et-o('), pel\i>). Notons le prolongement de Faction de Ud sur

Y a l l ( / ) etH'Cf) par*.
Ainsi:

ax(p*£)0"= Syx(p * "fiy
a * (\d(adn)(y)

"II, < | |V«*^ | | d(a<

et

| | ax (p*
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Comme (X,d,f) est exact, on a bien limn ||a x(p * £)0"||, =0. L'ergodicite de
Faction de Rd sur Y implique, comme plus haut, la densite des elements de la forme
p * £ dans Lj(j') et on en conclut l'exactitude du produit croise X xfY relativement
a la partition en verticales {x}x Y. D'autre part l'exactitude de (X, 0,f) contient
celle du facteur (X, 0, v) et la proposition 1 implique l'exactitude du produit croise
XxfY. •
On a alors trivialement le

COROLLAIRE. Supposons que le systeme (X, 0, IT) possede la propriete K relativement
a la partition a, quefsoit une application a-mesurable de X dans Ud, que le systeme
cylindrique (X, 0,f) possede la propriete K par rapport a la partition en 'horizontals'
A x {t} (A e a, t € R). Soit (Y, Ud, v) un systeme dynamique ergodique. Alors le produit
croise X x fYpossede la propriete K par rapport a la partition en horizontales A x {y}
(Aea,yeY).

Remarque. Des que la propriete de moyenne est vraie pour f definie sur XIa, la
conclusion du corollaire est done valable. Le resultat suivant correspond au theoreme
de Choquet-Deny [6].

PROPOSITION 4. Supposons que (E,T,m) verifie la propriete K par rapport a la partition
a. Alors les fonctions bornees a-mesurable et T-invariantes sont constantes.

Preuve. F etant invariante est egalement mesurable par rapport a la tribu f~]ns.o T"a,
done constante d'apres la propriete K. •

1.3. Propriete de recurrence. On rappelle qu'un systeme dynamique (E,T,m) est
dit recurrent si pour tout ensemble non negligeable A, il existe k>0 avec
m(AnT~kA)>0. On montre aisement que la recurrence equivaut a l'absence
d'ensembles errants, c-est-a-dire d'ensembles D verifiant m(D) > 0, T~kD nD = 0
Vfc>0. Elle equivaut aussi a la propriete: si le borelien B satisfait T~lB<^ B, on a
T~XB = B. Enfin rappelons que si T est inversible et m non atomique, l'ergodicite
implique la recurrence.

PROPOSITION 5. Supposons que le systeme dynamique (E, T, m) possede la propriete
K par rapport a la partition a et que la systeme quotient (E/a, T, m) soit recurrent.
Alors le systeme (E, T, m) est ergodique.

LEMME. Soit (X, S, p) un systeme dynamique oii p est finie, a une sous-tribu des
boreliens de X par rapport a laquelle S est mesurable, f un element S-invariant de
L2(X, p). Alors Vesperance conditionnelle f'= E[f/a] est S-invariante.

Preuve. Soit & le sous-espace ferme de L2(X, p) engendre par a. Puisque S est une
isometrie, la projection Sf de 5/ sur S& est l'image par 5 de la projection / de /
sur &: f=Sf=Sf. Par ailleurs, puisque S&<=&, f est la projection de / sur S&.
Comme la norme de / est egale a celle de Sf, done a celle de / , on en conclut:
f=f=Sf •
Preuve de la proposition. On se ramene a des transformations induites sur des
ensembles de mesure finie. Soit A un borelien de mesure finie dans E/a; la propriete
de recurrence permet de definir la transformation induite f > et on va montrer son
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ergodicite. Si C<= A est 7^-invariant, on a en posant
OO

B = {JT~kC: T~xBcB, BnA = C.
o

La propriete de recurrence donne f~lB = B et la Proposition 4 donne que si
m{C)>0, on a: B = E/a, A = C. Soit maintenant A l'image reciproque de A dans
E. Si rA(x) est le temps de retour de x e A dans A, il est clair que TA est ^-mesurable
puisque T et A le sont; la transformation induite TA par T sur A est bien definie
et correspond a fA. Montrons l'ergodicite de TA; soit C <= A un ensemble TA-
invariant et / = E[\c/a\, le lemme montre que / est T^-invariante done constante
et egale a m(C). Le meme argument vaut pour /„ = E[lc/T~"a~\ (n>0) et donne
/„ = m{C) et comme a est generatrice on en conclut l c =lim/n = m(C), soit C = A
ou 0 . D'autre part Fensemble B = U " ^ ^ appartient a la tribu a et verifie
r ' f l c B; la propriete de recurrence dans E/a jointe a la propriete K donne alors
E = U™ T'kA. Notons que ces proprietes d'etre ergodique et de generer E valent
pour T~PA aussi bien que A (/>>0). Si maintenant D c £ est un ensemble T-
invariant negligeable on a m ( D n r M ) > 0 pour un p au moins, par exemple
m(DnA)>0. L'ensemble DnA est TA-invariant et par ergodicite de TA on en
conclut D(^A = AetD = U * T k° = U " T~kA = E. D

II sera commode dans la suite d'etudier la recurrence d'un systeme, en general
non inversible, a l'aide de l'operateur adjoint T* de T qui est une contraction de
L°°(m). On considere alors le noyau potentiel de T*: G(x, B)=Y.™ (T*)klB(x) =
GlB(x).

PROPOSITION 6

(a) S'il existe une partie B de E de mesure finie telle que G(x, B) = +oo pp, alors
(E, T, m) est recurrent.

(b) Si pour une partie B non negligeable de E, G(x, B) est bornee, le systeme (E, T, m)
n'est pas recurrent.

Preuve.
(a) Soit D un ensemble errant, done tel que T~kDnD = 0 Vfc>0. Alors

l " l D » r k < l et: m ( B ) > l " < l D o T \ l B ) = <lD, G1B>. Done G(x, B) est finie
sur D, ce qui montre d'apres l'hypothese que m(D) = 0.

(b) Posons h = £ " 1B ° Tk et observons que {h, 1B> = (1B, GlB)<+oo. On a d'autre
part h°T + lB = heth°T<h. On en deduit que l'ensemble C = {h > c} verifie
T~*Cc C avec inegalite stricte pour un certain c>0. On ne peut done avoir
la recurrence.

2. Systemes cylindriques et applications
2.1. Proprietes de periodicite. Soit (X, 6, TT) un systeme dynamique, avec v mesure
0-invariante finie, L'(w, Rd) l'espace des fonction integrables a valeurs dans Rd.

Definition 1. On dira que/e t g fonctions de Ll(n,Ud) sont equivalentes s'il existe

Si / est equivalente a o elle sera dite triviale, et ceci correspond au fair que les
deux systemes cylindriques (X, 0,/)et(X, d, g)s'identifientpar(x, t)-*[x, t + <p(x)~\.
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Des notions de periodicite analogues a celles intervenant pour les marches aleatoires
s'introduisent ici.

Definition 2. On dira que fel1(ir,Md) est arithmetique si elle est equivalente a
geLl(TT,Ud) telle que g(X) soit contenu dans un sous-groupe ferme strict de Ud.

Definition 3. On dira q u e / e l 1 ^ , Ud) est strictement aperiodique s'il n'existe pas
de constante c telle que/— c soit arithmetique.

Remarques. (1) Les systemes cylindriques que Ton va considerer seront des deux
types suivants: (a) Le couple (X, 6) sera un sous-shift de type fini note (2, 0),
suppose topologiquement transitif [2],/sera une fonction Holderienne et le mesure
IT sera un etat d'equilibre [2] associe a une fonction holderienne que Ton atppellera
ici mesure de Gibbs. On utilisera essentiellement les resultats de [2] et [4]. Dans
ce cas l'equivalence entre/et g holderienne permet de trouver <p holderienne ([2,8])
a v e c / - g = <p ° 8-<p. (b) Le couple (X, 6) sera un ensemble basique hyperbolique
(ft, M) [2] pour un diffeomorphisme u d'une variete V, / sera holderienne comme
en a) et IT de Gibbs egalement. Le meme conclusion qu'en (a) vaut pour
l'equivalence: <p sera holderienne sur ft ([2,15]).

(2) Les conditions d'arithmeticite et de stride aperiodicite se formuleront mieux
en termes de caracteres de Rd, pour une fonction / holderienne sur 2 ou ft. (a) /
sera arithmetique [resp. non strictement aperiodique] s'il existe un caractere non
trivial de Rd ou Zd: eA(x) = el<Ax>(A €Ud) et une fonction <p holderienne de 2 dans
T [8] avec el{AJ) = ( r 9 ) / i p [resp. e

i(Kf) = eia[(<p ° 6)/<p~\ avec aeR] . (b) Le
remplacement de 2 par l'ensemble basique hyperbolique ft n'affecte pas le resultat
precedent: <p est holderienne sur ft. II suflit clairement d'examiner le premier cas
et Ton code (ft, w) par un sous-shift de type fini (2, $), les images reciproques par
le codage 17 d'un point de ft etant en nombre borne par N < +00: d'apres (a) on
obtient une fonction P̂ holderienne sur 2 et A e Ud avec

ei(Kf) = {V°e)/V ou/'=/0

si alors x est un point periodique de periode n de ft, tout point 10 e 1 avec T){U>) = x
sera periodique de periode Nn au plus. On en deduit:

FT"' e><^,/'<•»*(«')> = "FT' *

k=0 k=O

On peut alors montrer que

avec <p holderienne sur ft. II suffit pour cela d'etendre le theoreme 3 de [15] ou de
repeter en termes multiplicatifs l'argument de [2] pp. 93-94 qui permet de construire
une fonction holderienne <p verifiant/= <p ° u - (p des que les sommes Zo / ° "*(*)
s'annulent sur les trajectoires periodiques de periode n, la fonction/etant remplacee
par ei(x-Nf\

(3) Dans le cas d'un sous-shift on peut remplacer/par une fonction holderienne
equivalente / ' ne dependent que des coordonnees positives et done definie sur 2+.
Le systeme cylindrique (2, $,f) possede done une partition mesurable 0-invariante
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qui est formee des ensembles du type 2T x {&>+ x t} ou o>+ e 2+, t e R. Par l'isomor-
phisme (a>, t)-*[<o,t + <p° 6(<o) -<p(«)], le systeme (2, 0,/') s'identifie a (2, 0,/) et
la partition invariante precedente se transforme en une nouvelle partition que Ton
dira 'partition naturelle'.

Definition. Soit (E, d) un espace metrique muni d'une transformation continue T.
On appellera feuille stable de xeE l'ensemble V{x) = {y: lim d(T"y, T"x) = 0}.

Consequences. L'ensemble E est done reunion disjointe de ses feuilles stables; dans
le cas des systemes cylindriques examines plut haut, les feuilles stables se decrivent
aisement et des partitions naturelles leur sont associees.

Pour le systeme (1,6, f) la feuille stable de (o>, t)e1xUd n'est autre que
l'ensemble des (a; t) avec crel ayant le meme bout gauche que w; chaque feuille
stable est reunion disjointe d'elements de la partition naturelle. Les memes proprietes
valent pour (1, 0,f): les feuilles stables de 2 se relevent naturellement dans 1xUd

en feuilles stables. Pour le systeme (ft, «,/) associe a un ensemble basique hyper-
bolique le codage 77:1 -* ft transforme les feuilles stables de 2 en varietes stables
de ft. Les feuilles stables du systeme cylindrique (1, 6,f° rj) ont alors pour images
dans (ft, u,f) les feuilles stables de ce dernier systeme; les varietes stables de (ft, u)
se relevent done naturellement dans ft x Ud en varietes stables. On peut considerer
sur ft x Rd la mesure produit de la mesure Gibbs n sur ft par la mesure de Lebesgue
/ sur Rd; la partition naturelle de £ x Ud se transporte alors en une partition invariante
que Ton dira egalement canonique. Chaque variete stable est reunion disjointe
(modulo 77- x /) d'elements de la partition canonique.

2.2. Proprietes de moyenne. On est done ramene par ce qui precede, en ce qui
concerne la propriete K par exemple, a l'etude d'un systeme cylindrique (S+, 6,f)
ou / est holderienne sur S+ et strictement aperiodique. Afin d'etablir la propriete
de moyenne pour / justifions deux lemmes.

LEMME 1. Soit fin une suite de probabilites sur Rd, portees par des compacts Kn. On
suppose que limnp(Kn)

1/n = 1 et que, pour tout caractere X.^0 de Rd on a
limn |/ln(A)| < 1. Alors fin possede la propriete de moyenne.

Preuve. On sait que les elements (peLl(l) dont la transformee de Fourier est a
support compact sont denses dans $-1(1). II suffit done de voir que, pour de tels <p
on a:

lim ||Mn*<P||=0.
n

Examinons d'abord ||/tn *>||2 puisque <pel2(/):

comme ^(A) est bornee et a support compact on a

||/*n*,p||2<Cp"

pour un certain C et un p tel que limn |/2n(A)|1/n <p < 1. Par ailleurs l'inegalite de
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Schwarz donne:

d'ou la conclusion puisque l(Kn) est a croissance non exponentielle. •

Considerons l'action de § sur les fonctions de la forme <p(x)e^(x) avec <p e L1(ir+)
et ek(x) = ei<x'x> caractere de Rd. La formule 6(<p • ex) = (6x<p) • eK oil dK(p =

e'<Kf){q> ° 6) definit une contraction de L1(TT+) dont on notera l'adjoint sur V°{TT+)

par PA. En particulier Po = P est l'adjoint de 0 et Ton a:

On a vu en [8] que la restriction de PA a l'espace de Banach Ha des fonctions
holderiennes d'ordre a est bien definie et quasi-compacte. De plus la condition de
stricte aperiodicite de / equivaut a l'absence de valeurs propres de module 1 pour
PK (A^O).

Onadonclimn ||PA||1/n < 1(A #0).

LEMME 2. Soil a un element de L1(ir+) et considerons la disintegration verticale de
la mesure (air+)en: (a- TT+)(9" = J 5 , X > £ dir+(y).

Alors

Preuve. II suffit de voir >?(A) = PKa(y).
Or:

[(a- ir+)8](<p- eA) = [a- T T + ] ( ^ - eA) = [a- T T + ] ( ^ ) = j P,a(y)<p(y) dn+{y).

Aussi:

D'oii:

Q ( A ) = PAa(y). D

On a alors le:

THEOREME. Soil f une fonction holderienne a valeurs dans Rd definie sur le sous-shift
S+. On suppose f strictement aperiodique. Alors f possede la propriete de moyenne.

Preuve. II suffit d'observer que "ny
n possede la propriete de moyenne car les

hypotheses du Lemme 1 sont satisfaites: d'apres la stricte aperiodicite de /

155 |>*(A)| s l IS ||PAaII1"1 <1
n n

et d'autre part le support de "/*n a au plus pour diametre 2n||/||0O. •

2.3. Sous-shifts et systemes d'Anosov. Considerons d'abord un sous-shift 2 de type
fini muni d'une mesure de Gibbs v et -reprenons les notations deja introduites. Le
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theoreme suivant et ses deux premiers corollaires decoulent immediatement du
paragraphe precedent et de la partie A.

THEOREME. Soit f une fonction holderienne a valeurs dans Ud, definie sur le sous-shift
2 et supposons f strictement aperiodique. Alors le systeme cylindrique (2, 0,f) possede
la propriete K par rapport a la partition naturelle.

COROLLAIRE 1. Avec les notations du theoreme, considerons de plus une fonction
bomee Fsur 2 x R d qui est continue en restriction aux elements de la partition naturelle.
Alors F = cte.

COROLLAIRE 2. Soit (Y, Rd, v) un systeme dynamique ou v est une mesure finie
Rd-invariante, f une fonction holderienne sur 2 , a valeurs dans Ud, qui est supposee
strictement aperiodique. Alors le produit croise 1 xfYpossede la propriete K.

Remarque. La partition sur 1xfY s'obtient a l'aide de la partition sur 2 , par
l'application (a), t) -»(w, t • y)

COROLLAIRE 3. Avec les notations du theoreme, supposons de plus fd'integrate nulle.
Alors le systeme cylindrique (£, 0,f) est ergodique si et seulement si d = 1 ou 2.

Preuve. On peut supposer / definie sur 1+, et il suffit d'etablire la recurrence ou la
non-recurrence suivant d<2 ou d>2, ceci d'apres la Proposition 5 de 1. Si P
designe le noyau adjoint de 6, le theoreme local de [8], applique a la chaine de
noyau P et a la fonction / donne [cf Appendice]:

P"[(x, t),Z+xB]~cte/nd/2

pour tous (x, t) et toute boule B. On en conclut G[(x, t),1+x B] = oo si d < 2 et
G[(x, t), 2 + x B] bornee sinon. II suffit done d'appliquer la Proposition 6 de A.

On peut maintenant grace aux remarques de la partie 1 donner des resultats
analogues aux precedents en remplacant 2) par un ensemble basique hyperbolique
fl en vertu des isomorphismes mesurables notes plus haut. •

THEOREME. Soit V une variete compacte, u un diffeomorphisme de V, f une fonction
holderienne sur V a valeurs dans Ud, ft un ensemble basique hyperbolique pour u et
Von considere le systeme cylindrique (ft, u,f) muni de la mesure irxl ou IT est une
mesure de Gibbs, f strictement aperiodique, e'est-a-dire qu'il n'existepas <p holderienne
de ft dans T, A eRd et aeU avec (sur ft)

Alors le systeme cylindrique (ft, u,f) possede la propriete K vis-a-vis de la partition
naturelle.

COROLLAIRE 1. Avec les notations du theoreme, considerons de plus une fonction
bornee Fsur ft x Ud qui est continue en restriction aux elements de la partition naturelle.
Alors F = cte.
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Remarque. En particulier si F est continue en restriction aux varietes stables de
ft x Ud, on a F = cte.

COROLLAIRE 2. Avec les notations du theoreme, soit (Y, Ud, v) un systeme dynamique
ergodique ou v est une mesurefinie Rd-invariante, f une fonction holderienne sur V, a
valeurs dans Rd qui est supposee strictement aperiodique. Alors le produit croise VXfY
muni de la mesure nxv, possede la propriete K.

Remarques. Un theoreme de ce type a ete obtenue par A. Katok [13] en utilisant
les methodes des systemes partiellement hyperboliques, dans le cas d'un systeme
d'Anosov de base.

Des systemes de ce type ont ete l'objet d'etudes approfondies en theorie ergodique,
en particulier dans le cadre des \T, T"1)-transformations'. Une telle transformation
est definie sur 2 x Y, ou (Y, T, v) est un systeme dynamique ergodique 2 = {-1, \}z

est muni de la mesure produit de parametre \ par:
T{(o,y) = [6io,T^yl

Le cas ou (Y, T, v) est une rotation est etudie en [1] et [17], celui ou (Y, T, v)
est lui-meme un shift de Bernoulli en [12]. Cette derniere situation fournit des
exemples de systemes possedant le propriete K mais non celle de Bernouilli et la
preuve est basee sur les estimations du theoreme local. Un tel theoreme, dans le
cadre general etudie ici, a ete obtenu en [8] [cf Appendice].

COROLLAIRE 3. Avec les notations du theoreme supposons de plus f d'integrate nulle.
Alors le systeme cylindrique (V, u,f) est irxl ergodique si et seulement si d = 1 ou 2.

Remarques
(1) On voit aisement que la condition de stricte aperiodicite dans les Corollaires

1 et 3 des deux theoremes presedents peut etre remplacee par celle de non arith-
meticite, c'est a dire la non existence de A € Ud et d'une fonction holderienne <p a
valeurs dans T avec

(2) Des questions voisines de celles traitees ici ont ete etudiees en [8] et [9].
L'exemple de la transformation dilatante z -* z2 de T dans T et de la fonction/(z) = z
a ete mentionne du point de vue de la recurrence. On obtient done ici l'ergodicite
du systeme cylindrique correspondant (z, t)-*(z2, t + z) qui genere les sommes

Z n — 1 2k j try

0 zz dans C.
2.4. Flots D'Anosov et flots Geodesiques. On retrouve ici comme consequences des
resultats precedents des theoremes d'ergodicite pour certains flots geodesiques en
mesure infinie [18]. En fait ces resultats sont des cas particuliers d'un theoreme
concernant les flots d'Anosov ou plus generalement les flots verifiant l'axiome A de
Smale [4].
(1) Nombre de tours d'un flot. On considere ici une variete riemannienne V, un
revetement abelien W a fibre T isomorphe a Zd, un flot differentiable g' sur V et
on note p la projection de W sur V. On considere aussi un compact invariant A de
V qui est basique hyperbolique pour le flot g'. Le flot g' se releve sur W et sera
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encore note g'. On va definir le nombre de tours du flot g' relativement a une mesure
de Gibbs (portee par A) et au revetement W. On se fixe un isomorphisme du groupe
F dans un espace vectonel Ud tel que l'image de F soit un reseau de Ud. II est connu
qu'un choix canonique pour cet espace vectoriel est un certain quotient du groupe
d'homologie a coefficients reels de V mais ces notions n'interviendront pas ici, grace
a la structure des flots hyperboliques [4]. On se donne aussi un point a e V et une
famille de chemins continus joignant a aux points du support de /J. ; on peut alors
definir pour tout ve A et AeU un chemin ferme en joignant a aux extremites du
chemin t-* g'v (0< t< A) (ve A). Ce chemin se releve dans W et les extremites se
deduisant par l'isometrie yAe F. Le nombre de tours envisage e™ se definit alors
comme la limite (p * p) de (l/A)yA lorsque A tend vers Finfini, limite dont on va
ici justifier l'existence par une analyse du flot g'. II est clair que cette limite ne
depend pas de a ni des chemins joignant a au support de fi. Rappelons [4] que
l'ensemble basique A admet un codage par le flot special C = (2, /i) o i l l est un
sous-shift de type fini topologiquement melangeant et h une fonction holderienne
sur 2 , que le codage r\: C -* A est egalement holderien et que les images reciproques
des points de A ont un cardinal borne par N. Construisons alors le fibre image
reciproque de W qui est encore un fibre holderien D au-dessus de C, les fibres
s'identifiant a F:

D = {(c, w) e C x W; 7](c)=p(w)}.

Le flot g' agit encore sur D en commutant avec F et sera note g'; on notera q la
projection de D sur C. Soit A le sous-fibre de D correspondant a S, c'est-a-dire
A = q~1(S)etposons k(S) = h(<r) pom d = (<r, w)e A c D. II est clair que D s'identifie
a l'ensemble des couples (S, s) avec 5 e A e t O < s < k(S) avec l'equivalence

[S, k(S)] ~ [gkiS)cr, = q[dcr, = 0cr.

On voit done que D s'identifie au flot special [A, k] et que la transformation induite
6 sur A commute avec F, en etant fibree au-dessus de 6. L'analyse du flot g' sur W
ou D va alors se reduire a celle de la transformation fibree 6. En fait l'espace £
admet des partitions finies de diametre arbitrairement petit formees d'ensembles
ouverts et fermes. Le fibre holderien A se reduit done, par le choix d'une section
holderienne a un produit 1 x F et la transformation 8 s'ecrit: &[<r, y] = [0cr,y +/(«•)]
avec une certaine fonction holderienne/ a valeurs dans F, definie a homologie pres.
D'autre part la mesure fi, correspond par le codage -q a une mesure invariante sur
C laquelle induit une mesure 0-invariante sur S que Ton notera TT; d'autre part /J.
s'exprime aisement a partir de IT. Si alors An = £ „ ' ' h ° 8k designe le Mieme temps
de retour du flot g' dans 2 , la quantite (l/A)yA aura une limite quand A tend vers
l'infini si elle en possede une quand A = An et n tend vers l'infini. Or yAnM differe
^ e Xo~ ' / ° Qk(c) par une quantite bornee lorsque v= rj[gso-] [ 0 < 5 < h(cr)]. On en
conclut, d'apres le theoreme ergodique applique a f, h et en tenant compte de
l'ergodicite de n, IT:

lim (\/An)yAn = [ \ f(o-) dir(<r)J / ( | h(cr) CITT^CT) J /x-p.p.

Ceci montre l'existence du nombre de tours e£ pour g' et /n-presque tout v.
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On notera dans la suite (P) la condition que les trajectoires periodiques du flot
g' sur A represented tous les elements de F, c'est-a-dire:
Condition P: V-yeF, 3ve A et reR

avec

gTw = yw si p(w) = v.

(2) Ergodicite de flots en mesure infinie. On peut maintenant enoncer le

THEOREME. Soit (V,g') un flot differentiable sur une variete riemannienne V, A un
compact g'-invariant qui est un ensemble basique hyperbolique, fi une mesure de Gibbs
sur A. Soit W un revetement abelien de V a fibre T~Zd et (L la mesure relevee de p.
sur W; on suppose que les trajectoires periodiques de g' representent tous les elements
de F (condition P). Alors les deux conditions suivantes sont equivalentes.
(1) Le flot (W,g',/l) est ergodique.
(2) e; = 0cld<2.

Preuve. Les considerations precedentes montent que l'ergodicite de (W, g', fi)
equivaut a celle de (A, 0, TT) ou rt est la mesure relevee de -IT dans A. En cas
d'ergodicite, on a done, d'apres le paragraphe precedent: \fd-n = 0, d < 2 done aussi
e™ = 0. Inversement, supposons ces conditions realisees et (A, 6, TT) non ergodique;
ceci implique d'apres le paragraphe precedent l'existence d'une fonction <p hol-
derienne sur 2 et d'un caractere x de F tels que <p • x soit S-invariante. On peut
alors definir i// holderienne sur D avecgV = </', ̂ (y d) = x{y)*l>{d) = V(sR, yeT,
deDAl suffit de poser \fi(d) = (p{8) si d = g'8 (t e R, S e A). Montrons que x(yN) = 1
V-y e T ou N est le cardinal maximum de l'image reciproque par rj d'un point de
A. Soit ve A tel que l'orbite de v soit periodique de periode T et represente y€F,
ceC avec -q(c) = v. On a alors rj(grc) = v, et gT est done une permutation de
l'ensemble fini ^"'{f}; on en deduit grN(c) = c et si d e D se projette sur c, on aura
yNd = gTNd. Cette derniere relation donne x(yN) ~ 1 puisque

On peut maintenant remplacer W et D par des fibres quotients W1 et D, de fibres
finies s'identifiant a F, = T/TN. Considerons dans Wl les ensembles definis par
(/»= cte: ils forment une partition en fermes de Dx et chacun d'eux se projette sur
C en un ferme g' invariant. Done l'une au moins de ces projections fermees est de
mesure pleine par ergodicite; comme les mesures de Gibbs chargent ici tous les
ouverts, on en conclut que l'un des ensembles i/f = cte se projette sur C tout entier;
cet ensemble definit une section de D, puisque >l>(yd) = y(y)tlt(d), section qui
identifie Dt au produit CxT, . On en deduit que Wt s'identifie aussi a un produit
A x F], ce qui contredit la condition P. •

(3) Flot geodesique. On considere ici l'espace hyperbolique H de dimension n dont
le groupe des isometries positives s'identifie au groupe orthogonal SO(«, 1), Fo un
sous-groupe discret operant sans points fixes sur H. On identifiera H a l'interieur
de la sphere unite S"~\

L'exemple classique des groupes de Schottsky est le suivant: on considere 2p
'hemispheres solides'orthogonales a S"~1etdisjointes uls u 2 , . . . , u2p et on considere
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l'isometrie a, ( l < i < p ) transformant l'exterieur de M* en l'interieur de up+k. Le
complementaire de l'union des u, (l<i<2/>) est alors un domaine fondamental
pour le groupe Fo qui est engendre par les a,-, est libre et discret.

On rappelle que l'ensemble L des points limites de Fo est le ferme de S"~x forme
des points d'accumulation d'une orbite Toa (a € H). On considere la partie A de
H qui est l'union des geodesiques de H joignant 2 points distincts de L et A
l'ensemble des vecteurs unitaires correspondants. II est clair que A est un ferme
stable par F et par le not geodesique g' (teU). Considerons le quotient du fibre
tangent unitaire H de H par Fo et en particulier les quotients Fo\A ro\H et
ro\Ac r o \A On verifie aisement que l'ensemble des points non errants de r o \# sous
Faction du not geodesique est egale a ro\i4 et il est classique [7] que g' est
topologiquement transitif sur ro\A comme Fo est topologiquement transitif sur Lx L
prive de sa diagonale. On fera ici l'hypothese que Fo est convexe-cocompact et on
en rappelle la definition [24].

Definition. On dit que Fo est convexe-cocompact s'il existe dans A un compact C
tel que

A= U yC
rer0

Cette condition est par exemple realisee pour les groupes de Schottsky et plus
generalement par les groupes ayant un domaine fondamental a un numbre fini de
faces qui ne rencontre pas L [24].

Dans cette hypothese l'ensemble A = Fo\A est evidemment un ensemble hyper-
bolique de ro\H. Les geodesiques periodiques de r0W correspondent aux
geodesiques laissees invariantes par un element de Fo, et joignent done deux points
de L laisses fixes par un element de Fo. Par densite de ces points fixes dans L, ces
geodesiques sont denses dans ro\^; il en est de meme pour les trajectoires periodiques
du not g' sur Fo\A et l'axiome A de Smale est verifie. En fait l'ensemble ro\A est
basique hyperbolique d'apres le theoreme de decomposition spectrale de Smale [21]
puisqu'il est connexe par transitivite topologique et ne possede pas de point fixe.
C'est egalement un attracteur au sens de [4]. Si F! est un sous-groupe normal de
Fo la variete r , \ ^ est un revetement de r o \^ et Fl\A est fibre au-dessus du compact
ro\A de fibres isomorphes a r,\ro.

Donnons-nous une fonction holderienne F sur ro \^: elle definit un etat d'equilibre
sur ro\v4 qui est une mesure de probabilite maximisant la somme de l'entropie de
g' et de l'integrale J Fd/x. Cette mesure se releve canoniquement dans ri\A en une
mesure /I et le theoreme suivant permet de retrouver les resultats de [18].

THEOREME. Soit Fo un sous-groupe discret d'isometries de Vespace hyperbolique H
qui est convexe-cocompact, F une fonction holderienne sur ro\H et /j, Vetat d'equilibre
correspondant sur ro\^- Soit F, un sous-groupe distingue de Fo telque F0/r, =Zd et
/I la mesure relevee de /u. sur r,\A Alors le flot geodesique g' sur r,\A est ergodique
si et seulement si d < 2.

Preuve. II suffit de verifier les hypotheses du theoreme du paragraphe precedent, la
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variete V etant ici ro\H, A = ro\A, r = r o / r , et W = rt\H. La condition (P) est
evidemment verifiee puisque toute geodesique periodique se releve dans H en une
geodesique dont les extremites sont echangees par un element de F. L'application
de ro\A dans ro\A qui associe a un vecteur unitaire tangent v le vecteur oppose-u
preserve la mesure fi d'apres l'unicite de l'etat d'equilibre correspondant a F et la
relation F(v) = F(-v). La definition du nombre de tours e™ a l'aide d'une trajectoire
du flot montre done que ici: e™ = —e™ done e™ = 0. Des lors la condition necessaire
et suffisante d'ergodicite du flot geodesique relativement a /I sur W = Tl\A se reduit
ad<2. D

Remarques
(1) La mesure d'entropie maximale pour le flot g' est l'etat d'equilibre correspon-

dant a la fonction nulle. Elle verifie done l'hypothese de nullite du nombre de tours
et on a l'ergodicite de g' sur r,\A par rapport a cette mesure. En [24] est construite
une mesure sur Fo\A a partir d'une 'densite conforme' sur L ou 'mesure de Patterson'.
On peut voir d'apres les proprietes d'equidistribution des geodesiques [3] sur rB\A
que cette mesure coincide avec la mesure d'entropie maximale.

(2) II est possible de montrer, grace aux techniques de [10] que si Fo/F) est
remplace par un sous-groupe d'un groupe lineaire, le resultat final est inchange:
FQ/F, doit etre essentiellement isomorphe a Z2 ou Z1. Le resultat de [25] montre
que e'est probablement le seul cas possible d'ergodicite, sans hypothese particuliere
sur la structure de T0/r1.

Appendice
On etablit ici, brievement, le theoreme limite local de [8], qui a ete utilise dans la
preuve du Corollaire 3 au second theoreme du paragraphe 2.4. On discute aussi de
la validite d'estimations voisine en relation avec le proprietes K et 'non-Bernouilli'.

On conserve les notations deja introduites: (£, 0, TT) est un sous-shift de type fini,
de partie positive (2+, 0, ir+), f est une fonction Holderienne a valeur dans Rd que
Ton peut supposer definie sur 2+, P est l'adjoint de 0, P celui de 0 et Pk est defini
par Pxtp(x) = P[eKKf><p] ou A € Ud et <p est definie sur 2+.

THEOREME. Avec les notations precedentes, supposons f strictement aperiodique et
d'integrale nulle. Alors, pour tous (x, t)e1+x Ud, la suite de mesures nd/2P"[(x, t), • ]
converge vaguement vers une multiple de la mesure v+ x 1.

Preuve. On peut tester la convergence vague sur les fonctions de la forme <p • ip ou
q> est holderienne sur Ud et telle que sa transformee de Fourier soit a support
compact. Alors: P"[(x, t), cp- i/»] = Ex[(p(xn)i/j(t + Sn)] ou (xn, Sn) est la position a
l'instant n de la trajectoire de la chaine de Markov de noyau P. De plus:

et: Ex[(p{xn)\j)(t + Sn)] = \ ei(Kt)P"K(p{x)4i{\) d\. Comme PK est quasi-compact [8],
il admet une decomposition spectrale:
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ou TTX est un projecteur qui commute avec rA, lequel est de norme spectrale inferieure
a 1 [cf 8].

k(k) etant de module strictement inferieur a 1 pour A ?*0. On obtient alors:

nd/2Ex[<p(xn)ip(t + Sn)]= ei<KNnX

et la decomposition precedente donne:

d\

ou cr2 est un nombre strictement positif. On a done la convergence de nd/2P"[(x, t),
<p • i/r] vers 77-+(<p)i/KO) { e-

(<T2/2)x2 dX, e'est-a-dire v+((p)l(il>)(2iro-2)d/2.

On a alors le corollaire suivant qui donne la premiere estimation (2.1) du travail
de S. Kalikow [12]. •

COROLLAIRE. Soit f une fonction holderienne de 1 dans U qui est strictement
aperiodique, d'integrate nulle et posons:

alors il existe u n e c o n s t a n t e c > 0 telle q u e p o u r t o u s n e N et I e U :

Preuve. On se ramene comme dans [8] a une fonction / definie sur 2+. On peut
majorer l'indicateur de [-5,5] par une fonction i/> dont la transformee de Fourier
est a support compact et on observe alors que pour tout /€R:

•n\ - L <+5]}s J P"[(x, t),

-lt+$}^] (x)\ d\ dn+(x)

et ceci donne d'apres la preuve precedente l'estimation independente de t:

Enfin, recouvrant l'intervalle [-/, / ] par 2/+1 intervalles de la forme [k-\, k + \]
(keZ) on obtient:

La relation: limn l/« J|Sn(w)|2 dn(a)) = o-2> 0 est classique dans la preuve du
theoreme central limite laquelle est en fait contenue dans celle du theoreme local
[cf 8]. On en deduit aisement l'estimation (2.2) de [12] d'apres l'inegalite de
Tchebitcheff:

77-{|Sn(a>)|>/}<2C'n//2 avec C"> a2.

L'inegalite (2.3) de [12]:

sup |
Lls/csn

D
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peut etre egalement obtenue ici en suivant la methode de [14] et ses estimations
qui permettent d'obtenir le principe d'invariance et des theoremes limites locaux
renforces pour des produits de matrices aleatoires.

On obtient done ainsi, grace a ces trois inegalites, les estimations basiques 2.5 et
2.6 de [12].

On peut enfin, suivant les methodes de [8], etablir une loi des grands ecarts du
type (2.4) qui est generalement necessaire pour suivre la preuve de [12], mais son
utilisation parait moins aisee.

Etablissons, en particulier, l'inegalite (2.3) de [12]:

l l
•n\ sup \SkKo>)\>

Modifiant quelque peu les notations, on considere un espace compact X, un noyau
Markovien P(x, dy) sur X, de trajectoires = (xk)keN, une fonction continue/ sur X
et les sommes de Birkhoff:

Sn(H) = £/(**) = LXk.

On suppose fixee une mesure invariante TT pour le noyau P, \fdv = 0 et Ton note:

S*(Z) = ^ sup |5k(H)|.

On a alors le:

THEOREME. Supposons que la fonction f satisfasse uniformement le theoreme central
limite avec reste: il existe une constant C telle que pour tous xeX, teR, ne N on ait:

'-IT

Alors, il existe un reel d > 0 tel que pour tous x e X, b > 0, n e N on ait:

La preuve s'appuie sur le lemme.

LEMME. Soient y et a deux reels donnes. Alors on a pour tous x de X, n entier:

S*n^y + a) Inf P,{\Sk\<a).

Afin de prouver le lemme, introduisons les ensembles:

On a clairement:

(J (AknBk) et Px(Cn)^ I Px(AknBk),
(csn iksn
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Px(AknBk) = j lAk(~.)lBk(E.) dPx(Z),

Px(AknBk) =

451

n Bk) a Inf Px{|Sn_fc(H)|

d'ou la relation voulue puisque:

Preuve du theoreme. On prend a - dVn dans le lemme et on va trouver d:

= I Px{Ak).
Jcsn

D

au~Vk
d'apres l'hypothese du theoreme. Pour k>n0, le terme C/yfk est majore par \.
Fixons d de fagon que:

La derniere condition assure que:

V z e X Pz{|Sfc|<d>/«} = l pour /c<« 0 .

On a done finalement, pour tout k et tout z de X:

Le lemme donne alors, avec a = d\fn

Px{S*>b}<4Px{\Sn\>b-dVJi}

COROLLAIRE 1. Supposons que, avec les hypotheses du theoreme, il existe c > 0
avec Ex ( |Sn|2)s en. Alors il existe C > 0 tel que pour tous xeX, beR+, n € TV:

Px{S*>fc}sC^.
b

Preuve. II suffit de justifier l'inegalite pour n/b2 assez petit; le cas general s'obtient
en modifiant la constante C.

On prend ici n/b2< l/4d2 ou d est defini au theoreme precedent. Ce theoreme
donne:

PX{S* > fc} ̂  4Px{|Sn| > b - rfv^} < 4 nc
(b-dVn~)2

en
Or

appliquant
ici:

l'inegalite de Tchebitcheff.

n

(b-dVn~)2~ I.
n

. bV
An
b1'

Au total:

n

"b2 •
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COROLLAIRE 2. Soit (1, 6, IT) un sous-shift de type fini, f une fonction holderienne
reelle, strictement aperiodique et d'integrate nulle et posons:

$.(») = £/• **(»).
I

Alors il existe une constante C telle que tous us Net /€R+, on ait:

Preuve. II suffit encore de prouver l'estimation pour n/12 assez petit.

La fonction / s'ecrit avec u Holderienne:

f=g+u ° 6-u.

Notant Tn(o)) = Y." g° 0k{w), la loi de Tn est la meme que celle d'une somme de
Birkhoff pour le noyau adjoint P sur X = 2 + et la fonction g.

Les hypotheses du Corollaire 1 etant satisfaites pour la fonction g en raison
d'estimations analogues a celles du Theoreme 1, developpees en [8] et fournissant
le theoreme central limite avec reste, on a:

v{ T*{(O ) > b} < Cj 72 pour une certaine constante C.
b

Ici, on a clairement \S*- r*|<2||u||0O= a. On prendra ici n / / 2 < l /4a 2 , de sorte
que, en particulier I a 2a et:
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