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SUR LES NOYAUX DE DIRICHLET CONTINUS
MASAYUKI ITO

1. Introduction et préliminaires

Soit X un espace localement compact et dénombrable & l’infini, et
supposons qu’il existe une mesure de Radon positive & partout dense dans
X. Dans toute la suite X et & seront fixés.

Une noyau-fonction continue (relatif & X et a &) est, par définition,
une fonction non-négative G continue au sens large, localement & X é&-
sommable dans 1’espace produit X X X et finie en dehors de 1’ensemble
diagonal de X X X. On dit que G est symétrique si, quels que soient
z et yde X, on a G(x,y) = G(y,x). Quelques principes pour les potentiels
par rapport & une noyau-fonction continue ont été étudiés (voir, par
exemple, [5] et [6]).

On se propose ici d’étudier les conditions pour qu’une noyau-fonction
continue G soit un noyau de Dirichlet (relatif & X et & &); c’est-a-dire,
il existe un espace de Dirichlet D (relatif & X et & &) tel que, quelle que
soit f de Mg, le potentiel de f& dans D soit égal au potentiel Gf de
f& par rapport au noyau G. My désigne I’ensemble des fonctions é&-
mesurables, bornées dans X, & valeurs réelles et & support compact.

Pour une measure de Radon réelle » dans X, le potentiel G, de g
par rapport au noyau G est défini par

G,) = jG(x, W)

dés que l’intégrale a un sens pour tout z de X.

On note M la totalité de fonctions réelles et localement &-sommables
dans X, et la relation d’équivalence f ~ g est définie par f = g &p.p.
sur X. On désigne par M = M /~, et un élément de M sera souvent
écrit par son élément représentatif.

Un espace fonctionnel H (relatif & X et & &) est, par définition, un
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espace hilbertien dont tout I’élément est de M et qui vérifie la condition
suivante:

(a) A un compact K de X, on peut associer une constante C(K) > 0
telle que, quelle que soit » de H,

[ Juide < cayul

Un espace de Dirichlet D est, par définition, un espace fonctionnel
qui vérifie les deux conditions suivantes:

(b) Cx N D est dense dans Cx et dans D. :

(¢) Quelles que soient v de D et T une contraction normale de la
droite réelle B, T-u appartient & D et on a |T.-u| < ||u|.

Ceux sont les définitions de A. Beurling et J. Deny [1]. On note
|l#] la norme de u et (u, v) le produit scalaire associé. Cx désigne I’espace
des fonctions finies, continues dans X et a support compact. On dit
qu’une transformation de R & elle-méme est une contraction normale si
Pon a T(0) =0 et |T(a,) — T(a,))| < |, — a,] (@, 0, € R).

D’aprés le théoréeme de Riesz, & une fonction f de My, on associe
un élément u, de H, et un seul tel que, quelle que soit v de H,

Uz v) = Ivfds,

et u, s’appelle le potentiel de f¢ dans H. Si, pour une mesure de
Radon réelle ¢ dans X, il existe un élément u, dans D tel que, quelle
que soit ¢ de Cx N D,

(w,, ) = J?dﬂ ,

il est alors unique et s’appelle le potentiel de x dans D.

On introduira les deux principes suivants pour les potentiels par
rapport a une noyau-fonction continue G.

Principe complet du maximum: G satisfait au principe complet du
maximum si, quelles que soient x,v mesures de Radon positives dans X,
I’inégalité G,(x) < G,() + 1 est satisfaite partout sur X dés que
J‘G,,(x)d,u(x) < 400 et que G,(x) = G,(x) + 1 sur le support S, de p.

Principe d’énergie: G satisfait au principe d’énergie si, quelle que
soit ¢ une mesure de Radon réelle dans X, jG,,(a:)d,u(x) =0 des que
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jG,,,.(x)dex) < 4o, et si l'on a jG,,(x)dg(x) — 0 p=0.

On dira qu’une noyau-fonction continue G est faiblement réguliere
si, quels que soit « de X et a > 0,

inf cap, (¥ e ¢K; G(z,y) > a}) = 0.
K

oll K est compact. Pour un ensemble capacitable A, on note cap; (4) la
capacité de A relative au noyau G.

2. Le théoreme principal
Commencons avec notre résultat principal.

THEOREME. Pour qu’une noyou-fonction continue G soit un noyou
de Dirichlet, il faut et il suffit que G vérifie les trois conditions sutvantes:

(1) G est symétrique.

(2) G satisfait au principe complet du maximum et aw Principe
d’énergie.

(B) G est faiblement réguliere.

On connait bien que si une noyau-fonction continue symétrique G
satisfait au principe complet du maximum, G est de type positif; c’est-

a-dire, quelle que soit z une mesure de Radon réelle dans X, jG,,(x)dp(x)

= 0 dés que J‘G“,‘(x)d[,u((x) < 4 oo (cf. [3], [6]). Supposons que G est

symétrique et de type positif. Alors, en complétant ’ensemble {Gf;
feMg} par la norme

1671 = ([er@rwaem)”,

on obtient un espace fonctionnel, que s’appelle celui associé au noyau G
et s’écrit H(G). 1l est, d’autre part, caractérisé par ’espace fonctionnel
tel que, quelle que soit f de Mg, u, = Gf.

LEMME 1. On suppose que D = H(G) est un espace de Dirichlet.
On a alors:

(a) Quels que soient x de X et a > 0, inf (Ge,,a) € H(G), on e, est
la mesure de Dirac au point x.

(b) Si, pour une mesure de Radon positive p dans X, u, o un sens,

alors IG,,(x)d;;(x) < 4o et u, =G,
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En effet, soient (V,), une famille fitrante & gauche d’ouverts relative-
ment compacts avec (V, = {z}, et f, une fonction de M} portée par

V, et avec J f.d& =1, o M; est le sous-ensemble des fonctions non-
négatives dans M. Alors, pour a > 0, il existe une mesure de Radon
positive v7 dans X telle que inf (Gf,, @) = u,, et Idvg < 1 (cf. [1]). Donec
il existe une mesure de Radon positive v dans X telle que inf (Ge,, a) =
Uy et Idug <1, dot (a).

Pour une fonction f de M3, la fonction

Gof(2) = j inf (G(z, ), @) f()dEW)

appartient & D. On peut supposer ici que la mesure p dans 1’énoncé
(b) est a support compact. On a donc

(U, Gof) = j Gof (@)dp(z) .

La famille (G,f).>, converge fortement vers Gf dans H(G) avec @ — 4+ oo,
et elle converge d’une maniére croissante vers Gf dans X. Donc

Wy G1) = [GF@)du(a) .
Considérons I’application
(Gf eD; f e Mx}3 G — [G,@ @@ .
Alors, d’aprés
[e.0r@ade@)| =| [er@du| < e,
cette application peut étre prolongée sur D, et ce prolongement est

linéaire et borné sur D. Le théoréme de Riesz implique G,eD. On a
donc

@,y G,) = lim (&, Gop) = lim jGa/,edy - jG,,d/.t < too
et, quelle que soit f de Mg, (Gf,G) = (Gf,u,), d'ou u, = G,.

Soit D un espace de Dirichlet. Pour un ouvert o de X, la capacité
cap, (0) de o relative a D est définie par
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cap, (w) = inf {|u|f; ueD,u = 1 &p.p. dans o}

ou cap, (w) = +oo d’accord avec {ueD;u =1 &p.p. dans w} #= 0 ou =0
(cf. [1]). La capacité extérieure d’un ensemble quelconque est définie de
la maniére usuelle. On dit qu’une propriété a lieu D-q.p. sur un ensemble
A si elle a lieu sur A excepté & un ensemble de capacité extérieure nulle.

On connait bien qu’a # de D, on associe une fonction quasi-continue
dans X et qui est égale &p.p. & u. Elle s’appelle un raffinement de u
(cf. [1]), et s’écrit u*.

COROLLAIRE 1. Soit H(G) le méme que dans le lemme 1. Si, pour
une mesure de Radon positive pu,u, e H(G), alors, quelle que soit v une
mesure de Radon positive dans X,

Juj‘dn - j G, dv
des que u, € H(G).
On peut supposer que S, est compact. On a, quel que soit a > 0,
Uy, Gopt) = j Gapedy
car G,y est continue. Faisant a¢ — oo, on arrive a
Iuj}‘dv = () = Tim (Gapt, ) = IGde .

COROLLAIRE 2. Sous les mémes hypothéses que dans le lemme 1,
Vapplication X 5 x — 12 est vaguement continue pour tout a > 0.

En effet, on a d’abord |u,.|| < a'* et, quelle que soit f de Mk,

lim (u,4, Gf) = lim | inf (G(z, ¥), @) f(¥)dEY)

Fad 4] T To

[ int (GG, 1), @ @)AEW) = (us, G

L’ensemble {G f € H(G) ; f € Mg} étant dense dans H(G), I’application z —u,,
est faiblement continue dans H(G), d’ou notre corollaire.

LEMME 2. Soit H(G) le méme que ci-dessus. Si, pour une mesure

de Radon positive p dans X, IGde < 400, alors u, a un sens et u, = G,.
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On le montrera en séparant aux parties suivantes:

(1) 1II existe une mesure de Radon positive v dans X telle que u, ait
un sens et u, = G,.

En effet ’application

(GfeH®); feMg)sGf — jG,,(x) F(@)de@)
est bornée, car, quelle que soit @ une constante >0,

| Gap(x)f(x)dé(x)i < (|Gl GSIl

et
1Ganlf = [[[ int (6, v), DAu@dBEE )
< [[e.@ds@auw = ([[66 nar@du@uw
< [[ nt 6@, ), 0dp@dpw) < [[6.@adut) ,
d’olt

[ | G0 @@ = ([6,@du@) ([6r@s@ads) -

Done cette application peut étre prolongée sur H(G), et ce prolongement
est linéaire et borné. En vertu du théoréeme de Riesz, G, appartient a
H(G) et G, converge fortement vers G, dans H(G) avec & — +oco. Par
conséquent, y, = Iugdy(ac) converge vaguement vers une mesure de Radon
positive v dans X avec ¢ — 4 oo, et alors %, a un sens et G, = u,.

(2) Les supports de 4 et de v sont égaux, et, quel que soit A un
ensemble p-mesurable de X, si la capacité intérieure de A relative & H(G)
est nulle, alors p(4) = 0.

En effet, G,u(x) converge d’une maniére croissante vers G, (x) et
done, quelle que soit 2 une mesure de Radon positive dans X telle que
u, ait un sens dans H(G),

jG,,(x)dz(x) - f wH@)dA@) .

Supposons S, # S,. Alors il existe une mesure de Radon positive 2 dans
X et un ouvert v de X tels que u, ait un sens et que ’on ait
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j (Gy(@) — Gr(@))du) + j (GA(@) — Ga(@)du(@) ,

N

ol 2 est la mesure balayée de 1 sur %w relativement & I’espace de
Dirichlet H(G)®, mais cela est une contradiction.

Supposons ensuite p(4) # 0. Alors il existe un compact K C A tel
que p(K) > 0. On a évidemment jGﬂxdﬂK < 4 o0, ou pg est la restriction

de g sur K, et donc il existe une mesure de Radon positive vz portée
par K et telle que »,_ ait un sens et G, = u,, mais cela est en contra-
diction avec capy,(K) = 0.

B p=wv

Pour cela, il suffit de montrer que u, a un sens dans H(G). Soit
¢ une fonction de Cx N H(G). Alors il existe une mesure de Radon
positive 1 dans X telle que %, ait un sens dans H(G) et que 'on ait

lo(@)| < u(x) &-p.p. sur X et |lo| = |lu.

(voir [2]). On a donc |¢p| < uf D-q.p. sur X, et par suite, d’aprés (2),

Jlso|du = ju;*dﬂ :

On a ensuite
furan = [G.dn = [G,02 = [G.d2 < Nl o) < Nl
et donc, ’application
0eCx N D — Igod/z

est linéaire et bornée dans H(G), et elle est prolongée sur H(G). En
vertu du théoréme de Riesz, u, a un sens dans H(G), d’oit x=v. La
démonstration du lemme 2 est ainsi complete.

On obtient, en méme temps, que si, quelle que soit g une mesure de

Radon positive dans X, JGde < 4o, alors

M Soit D un espace de Dirichlet. Pour une mesure de Radon positive # dans X
telle que u, ait un sens et pour un fermé F de X, il existe une mesure de Radon
positive g/ portée par F', et une seule telle que l’on ait uj‘ guj‘, D-q.p. sur X et

u,’f‘ = u;“, D-q.p. sur F. On dit que ¢ est la mesure balayée de g sur F relativement
a D.
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Yo = Ividﬂ(x)

converge vaguement vers p avec ¢ — +oo. Cela indique aussi que la
capacité intérieure d’ensemble {x € X ; v% 4 ¢,} est nulle, ol ¢, est la mesure
de Dirac au point z.

Mais on ne connait pas si, pour une mesure de Radon réelle ¢ dans

X telle que IG,,d,u < +o0,u, 2 un sens.

Considérons les noyau-fonctions continues qui satisfont au principe
complet du maximum.

LEMME 3. Soit G une noyau-fonction continue, symétrique et satis-
faisant au principe du maximum. Si, pour une mesure de Radon positive

u dans X,_[Gydy < +o0,G, appartient & H(G) et on a
16, = [G,@dpt) .

En effet, on peut supposer évidemment que S, est compact. On
remarque ici que G satisfait au principe de continuité®, et donc on peut
supposer que G, est finie et continue dans X. Donec, quelle que soit f
de My,

j G, )i g — FE| W] — [E[@) < +o0o .
Considérons ’application
(GF3 J e Me2 GF = [G,@F @)dst@) .

Alors, G étant de type positif, cette application est bornée et par suite,
de la méme maniére que dans le lemme 2, G, appartient & H(G) et on a

IG,IF < j G (@) du(x) .

Remarque. En ce moment, on ne connait pas s’il existe une mesure
de Radon positive p dans X telle que

16, < [G.@dp@) .
@  Cela signifie’ que, quelle que soit # une mesure de Radon positive dans X a

support compact, G, est finie et continue dés que la restriction de G, sur S, I’est aussi.
(cf. [5].)
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LEMME 4. Soit H un espace fonctionnel qui vérifie la condition (c)
dans Uintroduction. Si H N My est dense dans H et si H N Cx est dense
dans Cg, H est alors un espace de Dirichlet.

En effet, H, désigne I’adhérent de Cr N H dans H, et alors H, est
évidemment un espace fonctionnel qui vérifie la condition (b) dans ’intro-
duction. Pour une fonction # de H,, il existe une suite (¢,) de Cx N H
(=Cx N H)) qui converge fortement vers # dans H avec n-— +oco. On
a, quelle que soit 7 une contraction normale de R,T-¢0,€Cyx N H et
IT-¢ull < ll@ell. Donc la suite (T-¢,) est bornée dans H,. D’autre part,
on peut supposer que (¢,) converge &-p.p. vers u dans X avec n — + o,
et done (T-¢,) converge aussi &-p.p. vers T-u dans X. Pour une fonction

f de Mg, u, et u® désignent le potentiel de f dans H et le potentiel de
f dans H,. On a alors

lim (T-¢@u,u;) = lim u®, T-¢,) = lim _[T -, () f()d&(x)
—o0 n—§

- j T u(x) f (2)dé(x) |

et done (T-¢,) converge faiblement vers 7.u dans H avec n — + oo, d’oll
T-wueH, et ||T-u|| <|u|. Par conséquent, H, est un espace de Dirichlet.

Montrons ensuite H = H,. Soit H® (resp. H{) I’espace fonctionnel
obtenu par la complété de I’ensemble {u; + f; fe Mg} (resp. {u + f;
feMg} par la norme

s + 51 = ([, + 07 ag)
(resp. 1 + b = ([ + 117 ag)") .
Alors

HY ={u+f,ueH, feL¥(5},

ol L* &) est l’espace hilbertien des fonctions dont les carrés sont é&-

sommables et muni de la norme usuelle. On a, quelles que soient % de
H et f de L* 9,

o+ 71 < (lulF + [ 77de) "

Les mémes énoncés pour H" ont lieu. Par conséquent, H est dense
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dans H®, car HP D My et My est dense dans H. Pour une fonction
u + f de H®, la norme de u dans H® est évidemment égale & la norme
de u dans H{", et par suite, H{ est un sous-espace fermé de H®. Par
conséquent H® = H® et donec, quelle que soit f de Mg,

[ups g+ [17rae = fu,r az + [ rraz
d’ott 4 = u;. Cela implique H, = H.

Remarque. Au lieu de la premiére hypothése dans le lemme, il suffit
de supposer que H N L? est dense dans H. Cela résulte du fait que la
“résolvante” associée & H est égale & celle associée & H,. Voir [4].

Démonstration du théoréme. On suppose d’abord que G vérifie les
conditions (1), (2), (3). D’apres (1), (2), G est de type positif, et done
il existe l’espace fonctionnel H(G) associé au noyau G. Montrons que
H(G) vérifie la condition (c) dans I'introduction. Pour cela, il suffit de
montrer que, quelles que soient f,9 de M%, Gf < Gg + 1 &p.p. sur X
dés que Gf < Gg + 1 &-p.p. sur 'ensemble {x e X; f(x) > 0}. Cela est
un résultat de [2]. On choisit une suite croissante (K,) des compacts de
X telle que l'on ait

K,C{xeX; f®) >0,Ggx) + 1= Gf(®)}
et

lim §(K,) = é({z e X; f(x) > 0]) .

n—co

On a alors Gf,(x) £ Gg(x) + 1 partout sur S, , ou f, est la restriction
de f sur K,, et done, d’apres le principe complet du maximum pour
G,Gf.(x) £ Gg(x) + 1 partout sur X. Faisant n — 4co, on obtient
immédiatement Gf(x) < Gg(x) + 1 partout sur X.

Soient ¢ une mesure de Radon positive dans X, & support compact
et avec jG,,(x)dy(x) < 4o, et F un fermé de X. On prend une suite

crois sante (K,) des compacts de X et avee | s, K, = F, et alors, il existe
une mesure de Radon positive 4, portée par K,, et une seule telle que
Pon ait

G (x) = G,(x)  partout sur X
et
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G, (x) = G, (%) G-p.p.p. sur K,®

(voir [5] et [6]). L’unicité de y, résulte du principe d’énergie pour G.
On dit. que g, est la mesure balayée de p sur K, relativement au noyau
G. En ce moment, si » < m, on a Sd/,z;, < Id/,z;n < jd/,z et uh =, sur
K,, car p), est aussi la mesure balayée de p}, sur K, relativement au
noyau G. Pour une mesure de Radon positive v dans X, a support
compact et telle que G, soit finie et continue dans X, on a, quelle que
soit ¢ une constante >0,

inf cap; (x e ¢K; G, () = ¢}) =0,
K

ol K est compact, et on a G,(x) < C sur X, ou C est une autre constante
> 0. Pour deux nombres ¢ > 0 et § > 0 donnés, il existe un compact K
de X tel que

cap; (x e ¢K; G(x) = c}) < & .

On a alors
[6.0ut@ = [ 6oahw + | @i
< [ 6.@idw@ + cfdp + c([e@au@) 5.

Faisant n — 4 o, on obtient

GO @) £ lim (6@ < T (6@

n—o

= [ 6@ @ + efau + c([6.@duw) "3,

car (¢,)n-,, converge d’une maniere décroissante vers p sur K avec
n— +co, o KNF CK,,. Faisant 6 — 0 et ensuite ¢ — 0, on arrive a

lim [G,(2)du, (2) = j G(2)d () .

On a évidemment G, (%) = G,(x) partout sur X. On montrera G, (x) =
G,.() G-p.p.p. sur F. Pour une mesure de Radon positive v portée par
F, a support compact et avec IG,(x)dv(ac) < 4 o0, il existe un compact

® TUne propriété a lieu G-p.p.p. sur un ensemble A de X si, quelle que soit 2 une

measure de Radon positive dans X telle que 1’on ait JGZ(w)dz(m) < 4+ et S; C A, elle
a lieu presque partout pour A.
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K, de X tel que W(¥K,) < 1/n et que G,, soit fini et continu dans X, ou
v, est la restriction de v sur K,. On a donc

IG,,(x) dvn(2) = I G, () dva(2)

Faisant n — 4 oo, on arrive a
‘[G#(x)du(x) - j G (@) du(z) ,

d’ou G, (%) = G,(x) G-p.p.p. sur F. Une telle mesure y est uniquement
déterminée, qui résulte du principe d’énergie pour G. La mesure p/
s’appelle aussi la mesure balayée de p sur F relativement au noyau G.
On a évidemment G, + G, dés que S, Z F.

Montrons ensuite que Cr N H(G) est dense dans Cz. Pour cela, il
suffit de voir que, quels que soient z, de X et V un voisinage de x,, il
existe une fonction non-négative et non-zéro de Cr N H(G) et portée par
V. Soit G(x,, x,) = + 0. Pour un voisinage V ouvert et relativement
compact de z,, il existe une mesure de Radon positive v, (#0) dans X,
a support C V et telle que G,, soit finie et continue dans X et que

G, (x) — Gyl > max G, () — Gy(2)) ,

ou v, est la mesure balayée de v, sur CV relativement au noyau G et
V* est la frontiére de V. Posons

G.,(x) — G(x) — inf (G, () — Gy (®),m;) zeV,

or@) =1, e ¥V,

oll My = MaXyep+ (Gu () — Gyy()). Alors ¢, appartient & Cx N H(G) et
on a S,, C V¥, car H(G) vérifie la condition (¢) dans l’introduction.
Soit G(x,, z,) < +oo. Alors il existe un ouvert wos x, tel que, quel que
soit (x,y) de o X 0,G(x,y) < +oo. Quels que soient V un voisinage
ouvert, relativement compact de x, et avec V C w, et v, une mesure de
Radon positive (#£ 0) dans X et a support C V,

G, () — G, () zeV

xr) =
or(®) 0 xebV

®  La continuité de Gv;, dans V résulte du fait que, quel que soit a >0, J.G»‘;rdvy(y)
est continue.
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appartient 3 Cx N H(G) et on a S,, C V, car G, est finie et continue
dans w. On obtient ainsi que Cx N H(G) est dense dans Cg.

Montrons finalement que H(G) N My est dense dans H(G). D’apres
le principe de continuité et le principe complet du maximum pour G,
I’ensemble {Gf; fe Mg,Gf est fini et continu} est dense dans H(G®), et
Gf est borné. Donc il suffit de montrer que 'on a, quelles que soient
¢ une mesure de Radon positive dans X, & support compact et telle que
G, soit continu et borné, et (»,) une suite croissante d’ouverts relative-
ment compacts de X et aveec s 0, = X,

lim IG%(x)dp;(x) ~0,

ou y, est la mesure balayée de p sur %o, relativement au noyau G (cf.
le lemme 3). Soient ¢ > 0 et § > 0 deux nombres donnés. Alors il existe
un compact K de X tel que

caps {re¢K; G, (x) = c}) < .
Pour un entier n tel que w, D K, on a
[G@d@ = [6,@du@
= cydp; + C(IGF;,(x)dﬂ;(x))mB
= CIdp + C(.[GF(x)dﬂ(x)) ",

ou C est une contante > 0 telle que C = G, (x) sur X. Par conséquent,
on a

lim jG%(x)d,,;(x) ~0,

d’ott H(G) N My est dense dans H(G). En utilisant le lemme 4, on
obtient que H(G) est un espace de Dirichlet.

Réciproquement, soit G un noyau de Dirichlet. D désigne 1’espace
de Dirichlet au noyau G. G est évidemment symétrique. On suppose
que, pour deux mesures de Radon positives p,» dans X et & support
compact, G, (x) < G,(x) + 1 sur S, et IG,,(x)dy(x) < 4o00. On prend un
nombre d > 0 fixé. On désigne par p, la restriction de p sur
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foeX;Gu@ + 1+ 0= [inf (G, m),mdbs) + 1+ 02 G .
Alors on a
G () < Gu(®) +1+06  sur S, et j G, (@)dvn(x) < + oo ,

ol vy, est la mesure définie dans le lemme 2. D’aprés le corollaire 1, on
a, quelle que soit 2 une mesure de Radon positive dans X et telle que
u, ait un sens,

jGM(x) da(z) = Ju;"n(x)dz(x) et IGvn(a:)d,Z(x) - fGn,(x),dz(x) - ju:«,,dz(x) .

En utilisant les mesures balayées relativement a D, on obtient G, ()
<G.(@ + 1+ é&p.p. sur X. La fonction G,, + (1 + ) — G,, étant con-
tinue dans ¢S,,, on a

G, (0) = Gp@) +1+06=G@) + 1+

partout sur X. La suite (z,) converge d’une maniére croissante vers p
dans X avec n— +oo, et donec G, (x) < G,(x) + 1+ § partout sur X.
Faisant 6 — 0, on arrive & la conclusion que G, (x) < G,(®) + 1 partout
sur X, d’out G satisfait au principe complet du maximum.

Si I'on a, pour une mesure de Radon réelle 4 dans X, IG,P,(x)d| ¢l (@)
< +o0, alors G, appartient & D et

[e@auw =16, = 0

(cf. le lemme 2). Si jG#(x)d;z(x) =0, alors G,=0, dou pg=0, car

Cx N D est dense dans D. Cela implique ce que G satisfait au principe
d’énergie.

Montrons finalement que G est faiblement réguliére. Supposons qu’il
existe un point x, de X et un nombre ¢, > 0 tels que

ir}{f caps {(y e €K ; Gz, v) > c}) > 0.

Pour un nombre ¢ > ¢, on a
{ye €K ; Gy, y) > ¢} = {y e €K ; Ge., (¥) = inf (G(x,, ), €) > ¢} .

G..,, appartenant & D, il existe une suite (¢,) de Cx N D qui converge
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fortement vers Gw“ dans D avec n — +co. Soit (K,) une suite croissante
de compacts de X telle que 'on ait ;. K, =X et K, DS,
D’aprés notre hypothése, il existe une mesure de Radon positive y, dans
X, & support compact et telle que ’on ait

S,. C{yebK,; G, (1) > ¢}
et

0 =[G @du(@) = [dpm <D,

ol a,b sont constantes positives. On peut supposer que la suite (G,,)
converge faiblement vers une fonction u de D dans D aveec n — + oo, et
done

(u’ GCexo) = lim (uy", GCeIo) = lim Gc%(?/)dﬁn(y) > ac, >0.

D’autre part, on a

O == lim (SDn, ul‘n) = (GCExo’ 'LL) ’

n—c0

d’oll une contradiction. Par conséquent, G est faiblement réguliere. La
démonstration est ainsi compléte.

Remarque. Lorsque G est symétrique, faiblement réguliére et
satisfait au principe complet du maximum, on ne peut pas toujours
affirmer que G satisfait au principe d’énergie. Si X est connexe et si
G # 0, le présent énoncé a-t-il lieu?

PROPOSITION. Soit G une noyau-fonction continue qui vérifie les
conditions (1), (2) et (3) dans le théoréeme. Alors pour que G soit un
noyau d’algebre de Dirichlet, il faut et il suffit que G soit bornée.

On dit qu’un espace de Dirichlet D est une algébre de Dirichlet si,
quelles que soient # et v de D, uv appartient & D et s’il existe une
constante C(D) > 0 telle que |uv| < C(D)||ul|l||v]|.

Démonstration de la proposition. On désigne par D D’espace de
Dirichlet au noyau G. On suppose d’abord que D est une algébre de
Dirichlet. Pour un point & de X, on choisit une famille (V, ), filtrante
a gauche d’ouverts relativement compacts de X telle que ﬂ V,= ﬂ v,

= {x}. Il existe une mesure de Radon positive v, portée par v, telle
que
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j dy, = j G..(2)dv () = cap, (V)

(cf. [1] et le lemme 1). On a donc

cap, (V) = f (Gool@))’dv, < C(D) (capp (V)2 ,

d’ou

cap, (V) = (TID)“) "

Par conséquent, tout le point vaguement adhérent de (v,), n’est pas égal
a 0, et il est portée par {x}. Cela implique G(z,x) < (C(D))?, d’ou G est
bornée sur X x X.

On suppose réciproquement que G est bornée, et alors, quel que soit
x de X, u,, a un sens et il existe une constante C telle que |u,|| < C.
On a done, quelle que soit ¢ de Cx N D,

ggglso(x)l = iggl(u;,, o= sup I, el = Cllell,

et par suite, toute la fonction u de D est continue et bornée dans X et
on a

sup |u(@)| = Cllull .
Quelles que soient u et v deux fonctions de D,
lu@)v(@)| = (§g§3 lu(@)D]v(@)| + (ggg [v(@) )| u(@)]
et

[u(@)v(x) — u(yvy)| < (sg;g [w@)D|v(x) — v(Y)| + (fg; [v@)D]uw(x) — u(y)| .

Done, en utilisant un théoréme de A. Beurling et J. Deny (cf. [1]), on
auveD et

luv|f = (SEE [uCx)Dllv]l + (516119 lv@)D]lul < 2C|ulllv] ,
d’oll D est une algébra de Dirichlet. La démonstration est ainsi compléte.

COROLLAIRE 3. Soit G une noyau-fonction continue qui vérifie les
conditions (1), (2) et (8) dans le théoréme. Alors, pour que G soit finie
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dans X X X, il faut et il suffit que, quel que soit o un ouvert relative-
ment compact de X, le sous-espace fermé H, (G) obtenu par la complété
de {pe-Cx N H(G); S, C o} soit une algeébre de Dirichlet relatif d o et
a &.

Cela peut étre montré immédiatement de la présente proposition.
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