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SUR LES NOYAUX DE DIRICHLET CONTINUS

MASAYUKI ITO

1. Introduction et preliminaires

Soit X un espace localement compact et denombrable a Γinfini, et
supposons qu'il existe une mesure de Radon positive ξ partout dense dans
X. Dans toute la suite X et ξ seront fixes.

Une noyau-fonction continue (relatif a X et a ξ) est, par definition,
une fonction non-negative G continue au sens large, localement ξ X ξ-
sommable dans Γespace produit X x X et finie en dehors de Γensemble
diagonal de X x X. On dit que G est symetrique si, quels que soient
x et y de X, on a G(x, y) — G(y, x). Quelques principes pour les potentiels
par rapport a une noyau-fonction continue ont ete etudies (voir, par
exemple, [5] et [6]).

On se propose ici d'etudier les conditions pour qu'une noyau-fonction
continue G soit un noyau de Dirichlet (relatif a X et a f); c'est-a-dire,
il existe un espace de Dirichlet D (relatif a X et a ξ) tel que, quelle que
soit / de Mκ, le potentiel de fξ dans D soit egal au potentiel Gf de
fξ par rapport au noyau G. Mκ designe Γensemble des fonctions f-
mesurables, bornees dans Z, a valeurs reelles et a support compact.

Pour une measure de Radon reelle μ dans X, le potentiel Gμ de μ
par rapport au noyau G est defini par

des que Γintegrale a un sens pour tout x de X.
On note M la totalite de fonctions reelles et localement ί-sommables

dans X, et la relation d'equivalence f ~ g est definie par /' = g f-p.p.
sur X. On designe par M = Mj~, et un element de M sera souvent
ecrit par son element representatif.

Un espace fonctionnel H (relatif a X et a ξ) est, par definition, un
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60 MASAYUKI ITO

espace hilbertien dont tout Γ element est de M et qui verifie la condition
suivante:

(a) A un compact K de X, on peut associer une constante C(K) > 0
telle que, quelle que soit u de H,

^ C(K)\\u\\ .

Un espace de Dirichlet D est, par definition, un espace fonctionnel
qui verifie les deux conditions suivantes:

(b) Cκ Π D est dense dans Cκ et dans D.
(c) Queues que soient u de D et T une contraction nor male de la

droite reelle R, Tu appartient a D et on a \\T-u\\ ^ \\u\\.

Ceux sont les definitions de A. Beurling et J. Deny [1]. On note
\\u\\ la norme de u et (u, v) le produit scalaire associe. Cκ designe Γespace
des fonctions finies, continues dans I et a support compact. On dit
qu'une transformation de R a elle-meme est une contraction normale si
Γon a Γ(0) = 0 et \T{aλ) - T(a2)\ ^ \ax - α2| (a19a2eR).

D'apres le theoreme de Riesz, a une fonction / de Mκ, on associe
un element uf de H, et un seul tel que, quelle que soit v de H,

(uf9 v) =

et uf s'appelle le potentiel de fξ dans H. Si, pour une mesure de
Radon reelle μ dans X, il existe un element uμ dans D tel que, quelle
que soit φ de Cκ Π D,

μ> ψ) = faμ >
il est alors unique et s'appelle le potentiel de μ dans D.

On introduira les deux principes suivants pour les potentiels par

rapport a une noyau-fonction continue G.

Principe complet du maximum: G satisfait au principe complet du

maximum si, queues que soient μ, v mesures de Radon positives dans Z,

Γinegalite Gμ(x) ^ Gv(x) + 1 est satisfaite partout sur Z des que

I Gμ(x)dμ(x) < + oo et que Gμ(x) <; Gv(x) + 1 sur le support Sμ de μ.

Principe d'energie: G satisfait au principe d'energie si, quelle que

soit μ une mesure de Radon reelle dans Z, \Gμ(x)dμ(x) ^ 0 des que
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ΪGlμ](x)d\μ\(x) < +00, et si Γon a ^Gμ(x)dμ(x) = O φ μ = 0.

On dira qu'une noyau-fonction continue G est faiblement reguliere

si, quels que soit x de X et a > 0,

inf caps ({y e VK G(x, y) > a}) = 0 .

oύ K est compact. Pour un ensemble capacitable A, on note capG (A) la

capacite de A relative au noyau G.

2. Le theoreme principal

Commenςons avec notre resultat principal.

THEOREME. Pour qu'une noyau-fonction continue G soit un noyau

de Dirichlet, il faut et il suffit que G verifie les trois conditions suivantes:

(1) G est symetrique.

(2) G satisfait au prίncίpe complet du maximum et au principe

d'energίe.

(3) G est faiblement reguliere.

On connaϊt bien que si une noyau-fonction continue symetrique G

satisfait au principe complet du maximum, G est de type positif c'est-

a-dire, quelle que soit μ une mesure de Radon reelle dans Z, Gμ(x)dμ(x)

^ 0 des que \G\μ\(x)d\μ\(x) < +oo (cf. [3], [6]). Supposons que G est

symetrique et de type positif. Alors, en completant Γensemble {Gf;

f e Mκ] par la norme

on obtient un espace fonctionnel, que s'appelle celui associe au noyau G

et s'ecrit H(G). II est, d'autre part, caracterise par Γespace fonctionnel

tel que, quelle que soit / de Mκ, uf = Gf.

LEMME 1. On suppose que D = H(G) est un espace de Dirichlet.

On a alors:

(a) Quels que soίent x de X et a > 0, inf (Gεx, a) e H(G), oύ εx est

la mesure de Dίrac au point x.

(b) Si, pour une mesure de Radon positive μ dans X, uμ a un sens,

alors \Gμ(x)dμ(x) < +oo et uμ — Gμ.
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En effet, soient (Va)a une famille fitrante a gauche d'ouverts relative-
ment compacts avec Π Va = {x}, et fa une fonction de Mi portee par

Va et avec \fadξ = 1, oύ Mi est le sous-ensemble des fonctions non-

negatives dans Mκ. Alors, pour a > 0, il existe une mesure de Radon

positive va

a dans X telle que inf (G/α, a) = uv% et ίdva

a <: 1 (cf. [1]). Done

il existe une mesure de Radon positive v% dans X telle que inf (GεX9 a) =

uva et \dv% <; 1, d'oύ (a).

Pour une fonction / de Mi, la fonction

Gaf{x) = ί inf (G(x, y), a)f(y)dξ(y)

appartient a D. On peut supposer ici que la mesure μ dans Γenonce
(b) est a support compact. On a done

(Uμ, Gaf) =

La famille (Gaf)a>o converge fortement vers Gf dans H(G) avec a —> +oo,
et elle converge d'une maniere croissante vers Gf dans X. Done

(Uμ, Gf) = JGf(x)dμ(x) .

Considerons Γapplication

{Gf e D / e Mκ) a Gf -> Jσ/a?)/(α?)df(α?) .

Alors, d'apres

cette application peut etre prolongee sur D, et ce prolongement est
lineaire et borne sur D. Le theoreme de Riesz implique Gμ e D. On a
done

μ> Gμ) — lim (uμ> Gαμ) — lim \Gαμdμ = oo

et, quelle que soit / de MKf(Gf,Gμ) = (Gf,uμ), d'oύ ^ = G .̂
Soit D un espace de Dirichlet. Pour un ouvert ω de X, la capacite
(ω) de ω relative a D est definie par
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(ω) = inf {\\u\\2;ueD,u ^> 1 f-p.p. dans ω}

ou capz, (ω) = +00 d'accord avec {weΰ; u ^ 1 f-p.p. dans ω} Φ 0 ou = 0

(cf. [1]). La capacite exterieure d'un ensemble quelconque est definie de

la maniere usuelle. On dit qu'une propriete a lieu D-q.p. sur un ensemble

A si elle a lieu sur A excepte a un ensemble de capacite exterieure nulle.

On connaϊt bien qu'a u de D, on associe une fonction quasi-continue

dans X et qui est egale f-p.p. a u. Elle s'appelle un raffinement de u

(cf. [1]), et s'ecrit w*.

COROLLAIRE 1. Soit H{G) le meme que dans le lemme 1. Si, pour

une mesure de Radon positive μ,uμeH(G), alors, quelle que soit v une

mesure de Radon positive dans X,

J«?Λ, = J.GΛv" μ

des que uv e H(G).

On peut supposer que Sv est compact. On a, quel que soit a > 0,

(uv, Gaμ) =

car Gaμ est continue. Faisant α—> 00, on arrive a

\u*dv = (uμ,uv) = lim(Gaμ,u9) = [G

COROLLAIRE 2. So^s Zes memes hypotheses que dans le lemme 1,

Vapplication X 3 x —> v% est vaguement continue pour tout a > 0.

En effet, on a d'abord \\uva\\ <̂  α1/2 et, quelle que soit / de MKy

lim (uva, Gf) - lim ί inf (G(x, y), a)f(y)dξ(y)
X-+X0 X-*XQJ

= J inf (G(α0,2/), a)f(y)dξ(y) = iu^ Gf) .

L'ensemble {G/ e Jϊ(G) / e Mκ) etant dense dans H(G), Γapplication x-*uva

est faiblement continue dans H(G), d'oύ notre corollaire.

LEMME 2. Soiί ίί(G) le meme que ci-dessus. Si, pour une mesure

de Radon positive μ dans X, \Gμdμ < +00, alors uμ a un sens et uμ — Gμ.

https://doi.org/10.1017/S0027763000014914 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S0027763000014914


64 MASAYUKI ITO

On le montrera en separant aux parties suivantes:
(1) II existe une mesure de Radon positive υ dans X telle que uv ait

un sens et uv = Gμ.
En effet Γapplication

{Gf e H(G) ;feMκ}sGf

est bornee, car, quelle que soit a une constante >0,

\JGaμ(x)f(x)dξ(x)^\\Gaμ\\\\Gf\\

et

Gaμ\\2 = J j J inf (G(z, y), a)dμ{y)dv%{z)dμ(x)

rg j j inf (G(x, y)9 a)dμ(x)dμ(y) ^

d'oύ

Done cette application peut etre prolongee sur H(G), et ce prolongement

est lineaire et borne. En vertu du theoreme de Riesz, Gμ appartient a

H(G) et Gaμ converge fortement vers Gμ dans H(G) avec α-» +oo. Par

consequent, μa — v%dμ(x) converge vaguement vers une mesure de Radon

positive v dans X avec α—> +oo, et alors uv a un sens et Gμ — uv.
(2) Les supports de μ et de v sont egaux, et, quel que soit A un

ensemble μ-mesurable de X, si la capacite interieure de A relative a H(G)
est nulle, alors μ(A) = 0.

En effet, Gaμ{x) converge d'une maniere croissante vers Gμ(x) et
done, quelle que soit λ une mesure de Radon positive dans X telle que
uλ ait un sens dans H(G),

ΪGμ(x)dλ(x) = ϊu*(x)dλ(x) .

Supposons Sμ Φ Sυ. Alors il existe une mesure de Radon positive λ dans
X et un ouvert ω de X tels que uλ ait un sens et que Γon ait
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oύ λf est la mesure balayee de λ sur tfω relativement a Γespace de
Dirichlet H(G)ω

9 mais cela est une contradiction.

Supposons ensuite μ(A) Φ 0. Alors il existe un compact K c A tel

que μ(K) > 0. On a evidemment \Gμκdμκ < +00, oύ μκ est la restriction

de μ sur K, et done il existe une mesure de Radon positive vκ portee

par K et telle que uv ait un sens et Gμ = uv , mais cela est en contra-

diction avec capHiβ)(K) = 0.

(3) μ = v.

Pour cela, il suffit de montrer que uμ a un sens dans H(G). Soit
ψ une fonction de Cκ Π H(G). Alors il existe une mesure de Radon
positive λ dans X telle que uλ ait un sens dans H(G) et que Γon ait

\φ(x)\ ^ φ ) ? - p . p . sur Z et ||^|| ^ | |^ | |

(voir [2]). On a done |^| ^ w? #-q.p. sur Z, et par suite, d'apres (2),

On a ensuite

^ = JGλdμ = ̂ Gμdλ = JGvdλ ^ \\uλ\\\\u,\\ ^ \

et done, Γapplication

φβ Cκ Π D —> \φdμ

est lineaire et bornee dans H(G), et elle est prolongee sur H(G). En
vertu du theoreme de Riesz, uμ a un sens dans H(G), d'oύ μ — v. La
demonstration du lemme 2 est ainsi complete.

On obtient, en meme temps, que si, quelle que soit μ une mesure de

Radon positive dans X, \Gμdμ < +00, alors

(1) Soit D un espace de Dirichlet. Pour une mesure de Radon positive μ dans X
telle que uμ ait un sens et pour un ferme F de Z, il existe une mesure de Radon
positive μ' portee par F, et une seule telle que Γon ait uf ^ up D-q. p. sur X et
u* — up D-q. p. sur F. On dit que μr est la mesure balayee de μ sur F relativement
a D.
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μa =

converge vaguement vers μ avec a—> +00. Cela indique aussi que la
capacite interieure d'ensemble {xeX;v%-/> εx} est nulle, oύ εx est la mesure
de Dirac au point x.

Mais on ne connait pas si, pour une mesure de Radon reelle μ dans

X telle que \Gμdμ < + 0 0 , ^ a u n sens.

Considerons les noyau-fonctions continues qui satisfont au principe
complet du maximum.

LEMME 3. Soit G une noyau-fonction continue, symetrique et satis-

faίsant au principe du maximum. Si, pour une mesure de Radon positive

μ dans X, \Gμdμ < + oo,Gμ appartient a H(G) et on a

I | G > | | 2 ^

En effet, on peut supposer evidemment que Sμ est compact. On
remarque ici que G satisfait au principe de continuite(2), et done on peut
supposer que Gμ est finie et continue dans X. Done, quelle que soit /
de Mκ,

\G(x,y)d\μ - fξ\(y)d\μ - fξ\(x) < +00 .

Considerons Γapplication

{Gf fe Mκ) 9G/

Alors, G etant de type positif, cette application est bornee et par suite,
de la meme maniere que dans le lemme 2, Gμ appartient a H(G) et on a

\\Gμ\\2 <i \Gμ(x)dμ(x) .

Remarque. En ce moment, on ne connait pas s'il existe une mesure
de Radon positive μ dans X telle que

\\GJ
(2) Cela signifie que, quelle que soit μ une mesure de Radon positive dans X a

support compact, Gμ est finie et continue des que la restriction de Gμ sur Sμ Test aussi.
(cf. [5].)
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LEMME 4. Soit H un espace fonctionnel qui verifie la condition (c)
dans Vintroduction. Si H Π Mκ est dense dans H et si H Π Cκ est dense
dans CK,H est alors un espace de Dirichlet.

En effet, Ho designe Γ adherent de Cκ Π H dans H, et alors Ho est
evidemment un espace fonctionnel qui verifie la condition (b) dans Γintro-
duction. Pour une fonction u de HQ, il existe une suite (φn) de Cκ Π H
(=CK Π HQ) qui converge fortement vers u dans H avec n—> +00. On
a, quelle que soit T une contraction normale de R, T φn e Cκ Π H et
||Γ pn | | ^ ||pn | |. Done la suite (T-φn) est bornee dans fl*0 D'autre part,
on peut supposer que (φn) converge f-p.p. vers u dans X avec n-> +00,
et done (T φn) converge aussi f-p.p. vers T-u dans X. Pour une fonction
/ de Mκ,uf et uf designent le potentiel de / dans H et le potentiel de
/ dans Ho. On a alors

]im(T φn,uf) - lim(uf,T φn) = lim ϊτ>φn(x)f(x)dξ(x)
n—>oo n-»oo w-*8 J

et done (T-φn) converge faiblement vers T-u dans H avec n—> +00, d'oύ
T ueHo et ||Γ w|| ^ ||^||. Par consequent, ίί0 est un espace de Dirichlet.

Montrons ensuite H = Ho. Soit Hω (resp. H^) Γespace fonctionnel
obtenu par la complete de Γensemble {% + / ; / € Mκ) (resp. {uf + f
f e Mκ}) par la norme

1/2

(resp.

Alors

ίί(1)
 = { M + / ; M e fl,/ 6 L2(f)},

ou L2(|) est Γespace hilbertien des functions dont les carres sont ξ-
sommables et muni de la norme usuelle. On a, queues que soient u de
H et / de L\ξ),

Les memes enonces pour H^ ont lieu. Par consequent, H^ est dense
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dans Ha\ car Htf* ID Mκ et Mκ est dense dans H. Pour une fonction
u + / de H$\ la norme de u dans Ha) est evidemment egale a la norme
de u dans H^\ et par suite, Htf* est un sous-espace ferme de Hω. Par
consequent H^ = Zf(1) et done, quelle que soit / de Mκ,

f dξ + J|/|2d? = juff dξ

d'oϋ uf = uf. Cela implique Ho = # .

Remarque. Au lieu de la premiere hypothese dans le lemme, il suffit
de supposer que H Π L2 est dense dans H. Cela resulte du fait que la
"resolvante" associee a H est egale a celle associee a HQ. Voir [4].

Demonstration du theoreme. On suppose d'abord que G verifie les
conditions (1), (2), (3). D'apres (1), (2), G est de type positif, et done
il existe Γespace fonctionnel H(G) associe au noyau G. Montrons que
H(G) verifie la condition (c) dans Γintroduction. Pour cela, il suffit de
montrer que, queues que soient /, g de Mi, Gf ^ Gg + 1 f-p.p. sur X
des que Gf ^ Gg + 1 f-p.p. sur Γensemble {xeX; f(x) > 0}. Cela est
un resultat de [2], On choisit une suite croissante (Kn) des compacts de
X telle que Γon ait

Kn(Z{xeX; f(x) > 0,Gg(x) + 1 ^ Gf(x)}

et

limξ(Kn) = ξ({xeX; fix) > 0}) .
n-*o°

On a alors Gfn(x) ^ Gg{x) + 1 partout sur Sfn, oύ fn est la restriction
de / sur Kn, et done, d'apres le principe complet du maximum pour
G, Gfn(x) ^ Ggix) + 1 partout sur Z. Faisant n—>+oo, on obtient
immediatement Gf(x) ^ Gg(x) + 1 partout sur X.

Soient μ une mesure de Radon positive dans X, a support compact

et avec \Gμ(x)dμ(x) < +oo, et F un ferme de X. On prend une suite

crois sante (Kn) des compacts de X et avec ljn=i Kn = F, et alors, il existe

une mesure de Radon positive μ'n portee par Knf et une seule telle que

Γon ait

Gμ(x) ^ Gμk(x) partout sur X

et
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Gμ(x) = Gμ,(x) G-p.p.p. sur Kn™

(voir [5] et [6]). L'unicite de μ'n resulte du principe d'energie pour G.

On dit que μ'n est la mesure balayee de μ sur Kn relativement au noyau

G. En ce moment, si n ^ m, on a \dμf

n ^ \dμ'm ^ \dμ et μ'n ^ μίm sur

Kn, car μ'n est aussi la mesure balayee de μ'm sur Kn relativement au

noyau G. Pour une mesure de Radon positive v dans Z, a support

compact et telle que Gv soit finie et continue dans Z, on a, quelle que

soit c une constante >0,

inf capG ({x e VK Gv(a0 ^ c}) = 0 ,

oύ ίC est compact, et on a Gv(x) ^ C sur Z, oύ C est une autre constante

> 0. Pour deux nombres c > 0 et δ > 0 donnes, il existe un compact K

de Z tel que

caps ({α e ^K G£x) ^ c}) < <52 .

On a alors

= f G£x)dμ'n{x) + ί GXx)d//n(x)
J K JVK

Faisant %—> +00, on obtient

\GXx)dμ'(x) ^ lim \

£ ί GXx)dμ'(x)

£ Πm
ri — 00

cϊdμ

car (^)n=no converge d'une maniere decroissante vers μ' sur K avec
n - > + o o , oxx K Π F a KnQ. Faisant δ —> 0 et ensuite c —> 0, on arrive a

lim \Gv{x)dμ'n(x) = [G£x)dμ\x) .

On a evidemment Gμ(x) ^ G^^x) partout sur Z. On montrera G^O) —

Gμ,(x) G-p.p.p. sur F. Pour une mesure de Radon positive v portee par

F, a support compact et avec \G£x)dv(x) < +<χ>, il existe un compact

(3) Une propriete a lieu G-p.p.p. sur un ensemble A de X si, quelle que soit λ une
measure de Radon positive dans X telle que Ton ait \Gλ(x)dλ(x) < +00 et Sx c.A, elle
a lieu presque partout pour λ.
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Kn de Z tel que v($Kn) < 1/n et que GVn soit ίini et continu dans Z, oύ
vn est la restriction de v sur Kn. On a done

Faisant n—> +co, on arrive a

[G/aOcMaO - \Gμ,{x)dv(x) ,

d'oύ Gμ(α0 = Gμ,(x) G-p.p.p. sur F. Une telle mesure μ' est uniquement
determinee, qui resulte du principe d'energie pour G. La mesure //
s'appelle aussi la mesure balayee de μ sur F relativement au noyau G.
On a evidemment Ĝ  ̂  Gμ> des que Ŝ  ςzί F.

Montrons ensuite que Cκ Π H{G) est dense dans Cκ. Pour cela, il
suffit de voir que, quels que soient x0 de X et V un voisinage de 0̂> ϋ
existe une f onction non-negative et non-zero de C^ Π H(G) et portee par
F. Soit G(xo,xo)= +00. Pour un voisinage V ouvert et relativement
compact de xOf il existe une mesure de Radon positive vv (Φθ) dans Z,
a support c V et telle que GVγ soit ίinie et continue dans Z et que

GVr(x0) — G^Oo) > max (GVv(x) — G^{x)) ,
a;6F*

oύ vy est la mesure balayee de vv sur C 7 relativement au noyau G et

F * est la frontiere de V. Posons

^ίa?) - Gφί) - inf (G^(a?) - G^(x),mv) xeV ,

oύ mv = max^p (G^O) — Gvf(̂ )). Alors ^F appartient a Cκ Π jff(G) et
on a S^ C F(4), car iϊ(G) verifie la condition (c) dans Γintroduction.
Soit G(xo,xo) < +00. Alors il existe un ouvert w B xQ tel que, quel que
soit (x,y) de ω x ω, G(x,y) < +00. Quels que soient V un voisinage
ouvert, relativement compact de x0 et avec V c ω, et iγ une mesure de
Radon positive (=£0) dans Z et a support c F,

GVγ{x) - G^x) xeV

(4) La continuite de Gvγ dans V resulte du fait que, quel que soit a > 0, J G»$

est continue.
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appartient h Cκ f) H(G) et on a SΨr c V, car Gv>v est finie et continue

dans ω. On obtient ainsi que Cκ Π H(G) est dense dans Cκ.

Montrons finalement que H(G) Π Mκ est dense dans H(G). D'apres

le priήcipe de continuity et le principe complet du maximum pour G,

Γensemble {Gf / e Mκ, Gf est fini et continu} est dense dans H(G), et

Gf est borne. Done il suffit de montrer que Γon a, queues que soient

μ une mesure de Radon positive dans X, a support compact et telle que

Gμ soit continu et borne, et (ωn) une suite croissante d'ouverts relative-

ment compacts de X et avec U«=i ωn — ^>

lim \Gμ,n{x)dμ'n{x) = 0 ,

oύ μ'n est la mesure balayee de μ sur %>ωn relativement au noyau G (cf.

le lemme 3). Soient c > 0 et δ > 0 deux nombres donnes. Alors il existe

un compact K de X tel que

capG ({x 6 VK (?,(&) ^ c}) <

Pour un entier n tel que ωn z> K, on a

ς + c(^Gμ,n{x)dμ'n(x)y2δ

I +

oύ C est une contante > 0 telle que C Ξ> Gμ(x) sur X. Par consequent,

on a

lim [Gμk(x)dt/n(x) - 0 ,

d'ou JΪ(G) Π Mκ est dense dans ίί(G). En utilisant le lemme 4, on

obtient que H(G) est un espace de Dirichlet.

Reciproquement, soit G un noyau de Dirichlet. D designe Γespace

de Dirichlet au noyau G. G est evidemment symetrique. On suppose

que, pour deux mesures de Radon positives μ,v dans I et a support

compact, Gμ(x) ^ Gv(x) + 1 sur Sμ et \Gμ(x)dμ(x) < +oo. On prend un

nombre δ > 0 fixe. On designe par μTO la restriction de μ sur
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\x e X GnXx) + 1 + δ = J inf (G(tf, j/), n)ώ(2/) + 1 + δ ^

Alors on a

G ί̂αO ^ Gnv{x) + 1 + δ sur S,, et ^GVn(x)dvn(x) < +co ,

oύ vTO est la mesure deίinie dans le lemme 2. D'apres le corollaire 1, on

a, quelle que soit λ une mesure de Radon positive dans Z et telle que

uλ ait un sens,

ΪGμn(x) dλ(x) = ju*Λ(x)dλ(x) et jGVn(α;)^(x) - ^Gnv(x\dλ(x) = \u*Λdλ(x) .

En utilisant les mesures balayees relativement a D, on obtient Gμn(x)

^ Gnv(x) + 1 + δ f-p.p. sur Z. La fonction Gny + (1 + δ) — Gμn etant con-

tinue dans ^Sμny on a

Gμn(x) ^ Gnυ(α;) + 1 + δ ^ Gυ(α;) + 1 + δ

partout sur X. La suite (μn) converge d'une maniere croissante vers μ

dans X avec n-> +oo, et done G^O) ^ Gv(x) + 1 + δ partout sur X.

Faisant δ -> 0, on arrive a la conclusion que Gμ{x) ^ Gv(x) + 1 partout

sur Z, d'oϋ G satisfait au principe complet du maximum.

Si Γon a, pour une mesure de Radon reelle μ dans Z, G

< +oo, alors Gμ appartient a D et

(cf. le lemme 2). Si ΪGμ(x)dμ(x) = 0, alors Gμ - 0, d'ou μ = 0, car

Cκ Π D est dense dans D. Cela implique ce que G satisfait au principe

d'energie.

Montrons finalement que G est faiblement reguiiere. Supposons qu'il

existe un point x0 de Z et un nombre c0 > 0 tels que

inf caps ({y e VK G(x0, y) > c0}) > 0 .
K

Pour un nombre c > c0, on a

{y e VK G(tf0, T/) > c0} - {y e ^K Gβf,o(2/) = inf (G(x0, ?/), c) > c0} .

GCeα;o appartenant a D, il existe une suite (y>n) de C z n ί ) qui converge
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fortement vers GCεχo dans D avec n -» + oo. Soit (Kn) une suite croissante
de compacts de X telle que Γon ait (Jϊ=i ^» = X e^ #n ^ Uί-i £*>*•
D'apres notre hypothese, il existe une mesure de Radon positive μn dans
X, a support compact et telle que Γon ait

Sμn c {y e VKn Gc.,β(2/) > c0}

et

α ^ Gμn(x)dμn(x) = \dμn ^ b ,

oύ α, δ sont constantes positives. On peut supposer que la suite (GμJ
converge faiblement vers une fonction u de D dans D avec n-+ +00, et
done

(u, Gc ) = lim (^n, GC£;ro) = lim \Get (y)dμn(y) > ac0 > 0 .

D'autre part, on a

0 = lim(φn,uμn) = (Gc ,%) ,

d'oύ une contradiction. Par consequent, G est faiblement reguliere. La
demonstration est ainsi complete.

Remarque. Lorsque G est symetrique, faiblement reguliere et
satisfait au principe complet du maximum, on ne peut pas toujours
affirmer que G satisfait au principe d'energie. Si X est connexe et si
G Φ 0, le present enonce a-t-il lieu?

PROPOSITION. Soit G une noyau-fonction continue qui verifie les
conditions (1), (2) et (3) dans le theoreme. Alors pour que G soit un
noyau d'algebre de Dirichlet, il faut et il suffit que G soit bornέe.

On dit qu'un espace de Dirichlet D est une algebre de Dirichlet si,
queues que soient u et v de D, uv appartient a D et s'il existe une
constante C(D) > 0 telle que \\uv\\ ^ C(D)\\u\\\\v\\.

Demonstration de la proposition. On designe par D Γespace de
Dirichlet au noyau G. On suppose d'abord que D est une algebre de
Dirichlet. Pour un point x de X, on choisit une famille (Va)a filtrante
a gauche d'ouverts relativement compacts de X telle que Π Va = Π Va

a a

= {x}. II existe une mesure de Radon positive va portee par Va telle
que
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J<fc,β = \GVa(x)dκ(x) = cap* ( F J

(cf. [1] et le lemme 1). On a done

cap* (FJ = ϊ(GVa(x))2dva ^ C(D) (cap* (FJ)3/2 ,

d'oύ

cap* (FJ > ( 1

Par consequent, tout le point vaguement adherent de (va)a n'est pas egal
a 0, et il est portee par {x}. Cela implique G(x, x) ^ (Cφ))2, d'oύ G est
bornee sur X x X.

On suppose reciproquement que G est bornee, et alors, quel que soit
x de X, uεχ a un sens et il existe une constante C telle que \\uεχ\\ <̂  C.
On a done, quelle que soit φ de Cκ Π D,

sup|p(»)| = sup | ( ^ , 0 | ^ sup ||uεχ\\\\φ|i ^ C||^|| ,

et par suite, toute la fonction u de D est continue et bornee dans X et
on a

sup |w(#)| ^ C||w||

Queues que soient u et v deux fonctions de D,

I %(#)#(x) I ̂  (sup I ̂ (x) |) I v(x) I + (sup | v(x) |) | ̂ (α;) |
xex xex

et

(w(ίc)ι (ίi?) — u(y)v(y)\ ^ (sup |^(α;)|)|t;(x) — v(y)\ + (sup |t;(ίc)|)|tfc(a;) — u(y)\ .

Done, en utilisant un theoreme de A. Beurling et J. Deny (cf. [1]), on
a uv e D et

II^H2 <; (sup|w(aj)|)||v|| + (sup|t;(ίiθ|)||tt|| ^ 2C||%||||i;|| ,
xex xex

d'oύ D est une algebra de Dirichlet. La demonstration est ainsi complete.

COROLLAIRE 3. Soit G une noyau-fonction continue qui verίfie les
conditions (1), (2) et (3) dans le theoreme. Alors, pour que G soit finίe
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dans X x X, il faut et il suffit que, quel que soit ω un ouvert relative-

ment compact de X, le sous-espace ferine Hω(G) obtenu par la complete

de {φe Cκ Π H(G);Sφ c ω] soit une algebre de Dirίchlet relatif a ω et

a ς.

Cela peut etre montre immediatement de la presente proposition.
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