UN THEOREME DE REGULARITE POUR UNE
EQUATION DIFFERENTIELLE ABSTRAITE

PAUL ARMIN]JON

I. Introduction. Soit ¥ un espace localement convexe complet, la topologie
étant définie par une famille de semi-normes {p,}. Soit A un opérateur fermé
de domaine D (4 ) dense dans Y. Nous considérons dans cet article des fonctions
u de la variable réelle ¢ & valeurs dans V. On dit que u(¢) € C'[(a, b); Y] est
une solution au sens classique de l'équation différentielle abstraite (ou
opérationnelle)

1du
0 fa A=
si pour tout ¢t € (a,b), u(t) € D(A), et satisfait la relation

1du
PO = Au® = 5,

élément de Y, f étant une fonction continue a valeurs dans Y.

Dans leur important mémoire [1], Agmon et Nirenberg ont étudié en
détail les propriétés des solutions d’une telle équation dans le cas ot ¥ est un
espace de Banach. Nous nous inspirons ici de leur étude pour examiner,
dans le cas ot Y est localement convexe, des conditions suffisantes assurant
la régularité des solutions.

Je remercie le professeur S. Zaidman pour les encouragements et les conseils
qu’il m’a prodigués au cours de la rédaction de ma thése [2], dont ce travail
est un extrait.

II. Le théoreme de régularité.

THEOREME. Sott A un opérateur fermé de domaine dense et satisfaisant les
conditions sutvantes:
(1) La résolvante R(\, A) = (\I — A)™! exisie et est holomorphe dans la
région
D ={N=nu+1v;p] £ (1/c) log |u| et |\ = No}
oul ¢ et N sont des constantes positives;
(i1) La famille d’opérateurs {|\| exp(—Aly|)R(\, A), N\ € D} est équicontinue
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en N\ sur 9, c.-a-d. que pour toute semi-norme p, il existe ume semi-norme pg
et une constante Cy,5 positive telles que

(2)  tall\ exp(=APNR(, 4) ()] < Capps(x)
pour tout x € Y et tout N\ € 9,

ou Cy 5 me dépend pas de x, et on A est une constante positive.

Soit alors u une solution classique de I'équation (1) dans Uintervalle |t < a,
avec f € C*1[(—a, a); Y] pour k entier = 2. Alors si o/ =a — A — ck est
positif, on a u € C¥[(—da’,d’); Y.

Démonstration. Soit a” tel que 0 < a” < a’; il suffit de montrer que
u € C*[(—a",a"); Y]. La démonstration exige plusieurs considérations et
résultats préliminaires. On commence par montrer que # (¢) peut s’écrire comme
la transformée de Fourier inverse d’'une somme de fonctions faisant intervenir
la résolvante. On déforme ensuite le contour de 'intégration correspondante
pour obtenir plus commodément les majorations dont on déduira la régularité
de #. Cette derniére résultera de la régularité correspondante de chacune des
intégrales intervenant dans la représentation de u obtenue.

Posons § = a’ — a’’ et soit 2(¢) une fonction scalaire indéfiniment dérivable
telle que z(¢t) = 1 pour || < @ — § et 2(t) = O pour |t| > @« — 35. Posons

{v(t) = z()u(t) pour |t| < a,
=0 pour |¢| > a.

On voit que v est une fonction de classe C!(R, Y) telle que v(t) € D(4)
pour tout ¢ réel et v = u pour |¢| < a — §, avec

Ly = %% — Av = % [2()u’(t) + 2" Out)] — 2()Au(t),

c.-a-d.
3) Ly = zf — 42'u pour || < a.
Définissons maintenant fo = zf pour || < a et fo = 0 st |{| > a, et
B {iz'u pour —a =t < —a 4+,
&~ o ailleurs,

_ {iz’u poura — 8 £t = a,
- 0 ailleurs.
Il vient ainsi

4) Lv = fo+ g+ + g-

sur toute la droite réelle. Puisque ces fonctions sont & support compact et
au moins une fois dérivables, on peut passer aux transformées de Fourier:

1 o a1, " . .
vend. © [2”@—Av<f>]dt=fo<k>+g+<x>+g_(x>.
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A étant fermé, on obtient finalement

(6) (N — A% = Foh) + 2.0 + 2-0);

ces transformées étant des fonctions entiéres & valeurs dans YV, I'équation
(6) est valable dans tout le plan complexe. Par suite, pour tout X € & on «

(7) d(\) = ROWFo) + RONE () + RO\E-(N).

Pour || £ a” < d’ — 8, nous avons v = u, et en passant aux transformées
de Fourier inverses nous obtenons
<) . N O )
(8) v @mu@t) = f e™ 9N\ d\ = f e™ 9(\) dr
vV —xn —No
—No N n © A n
£ M RO+ g+ gdan+ [ eMROIG+ 24 + 2]
— No

Nous pouvons appliquer le théoréme d’'inversion de Fourier sous sa forme
vectorielle parce que v est de classe C! et & support compact, et chacune des
intégrales impliquées est pg-absolument convergente.f Par exemple, on voit
d’aprés (2) que

ST pude®™ ROVE OO < Cos [N pal2 1,
No No

mais . (\) = O(1/A) lorsque A — o comme on peut le vérifier en intégrant
par parties. Par suite,

f pale™ RONE.(\)]dN < 0 pour toute pa.

No

Nous allons montrer que moyennant une transformation appropriée du
contour d’intégration, u(f) peut s'écrire, pour |¢| < a’’:

) V@mu = uo + uy + ue + urt + urm + ust 4wy

avec

N0 ;
uo(t) = f e™ H(\) dn,
—No

i (t) = f_Noe"“ RO\ AN, ust) = L:m e™ R(\)fo(N) dn

—oo

et

wFO = [ LM RO G=1,2),

J

oll toutes ces intégrales sont ps,-absolument convergentes comme nous le
verrons plus loin. I';T est la branche infinie de la courbe » = (1/¢) log (u/Ny)

tUne fonction f Y-valuée est dite d’intégrale p,-absolument convergente si [ p.f < o pour
toute semi-norme p,.
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avec p = N, située dans le premier quadrant, ¢ étant la constante de 1'énoncé.
I'y* est la branche symétrique de I';t par rapport a l'axe vertical, T';~ et
I';~ sont les symétriques de I';* et T'st par rapport a ’axe horizontal. Toutes
ces courbes sont orientées positivement de gauche a droite.

Introduisons, pour justifier les déformations de contour, une fonction
“multiplicateur”: pour r > 1 fixé, définissons g(\) pour tout A € G sauf les
\ imaginaires purs, par

exp(—\") pour Re A > 0,
g(\) = q(—N) pour Re A < 0,
q(0) =1,

ol nous prenons la valeur principale de A" pour Re A > 0. ¢(\) est une fonction
analytique dans chaque demi-plan ouvert Re A < 0, Re A > 0.

Sur I'axe réel, g est une fois continiment différentiable, méme a l'origine;
de plus, d?g/d\? est absolument intégrable sur ’axe réel. Considérons la
fonction

. _ _1_ ® it

i) =5- e g(\) dx
pour ¢ réel. Elle est indéfiniment dérivable, et on peut vérifier que j(¢) = O(:72)
si |t| — 0. Pour € > 0 arbitraire, soit

50 =25(1);

alors ]A}()\) = g(e\), d’aprés le théoréme d’inversion de Fourier classique. On
peut vérifier que j. est une fonction régularisante, c.-a-d. que les convolutions
2. = je * v de je avec une fonction v p,-absolument intégrable sont des fonctions
indéfiniment dérivables qui convergent vers v dans le sens suivant lorsque

e—0:

fm Paljexv(t) —v(t)]dt — 0 sie— 0 pour toute p,.

On a de plus 9.(\) = q(e\)d(\) en vertu des propriétés mutuelles de la
transformation de Fourier et de la convolution.
Nous voulons montrer que l'intégrale

it (1) = fN " ROV

est égale &

wit@ = [ e ROOEO) ax
afin d’obtenir la représentation (9).

Nous commencerons pour cela par régulariser ces fonctions de ¢ a I'aide de
g, en formant les convolutions des ces intégrales avec j..
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LeEMME 1. La régularisée de wy peut se mettre sous la forme:

(10) jorwt® = | e a(@) RO

Démonstration. La convergence de toutes les intégrales impliquées résultant
du fait que g(e\) décroit plus vite que toute exponentielle e=* si [\| — o0,
il suffit de montrer que les transformées de Fourier des deux membres de
(10) sont les mémes. Nous avons a gauche

F (Jexwit)(\) = g(eN) @it (\) = g(eN)R(MN)EL (M),

d’aprés le théoréme d’inversion de Fourier. Il vient de méme a droite

J7< JN ™ g(eN) R(NE+(N) d>\> = g(ed) R(N)E+(N).
L’égalité (10) résulte alors du théoréme d’inversion de Fourier, c.q.f.d.
LEMME 2. Soit A(N) le segment vertical joignant (N,0) ¢ (N, (1/¢) log (N/Ny))

sur U'arc T+, Alors

lim e™ g(eN)R(N)g+(\) d\ = 0.

Noowo AN)

Démonstration. Pour toute semi-norme p,, en prenant r = 2 dans g(e)),
I'inégalité (2) donne ici:

S ple™ g@rE )
A
(1/¢) log(N/N0) . y
< Clj; exp(—ut) exp[—€ (N + iv)*] exp (Av) | A| 7 'pslg (V)] X

*(1/¢) 1og(N/N0)
= ng exp[(A — t)y — eV — PN dy

0

en intégrant g, (\) par parties pour la majorer. On peut alors majorer le
membre de droite par un terme de la forme

Cslog N - N&- 1) /e—2+(e/c)2 log (N /No) exp (— e2N?)
qui tend vers 0, grice a I’exponentielle, si N — o0, c.q.f.d.
LEMME 3. La déformation de contour annoncée est valide pour les régularisées:

(11) j:e"“g<ex>ze<x>§+<x> D= [ ™ g@IRMEO) an

1

Démonstration. Soit T'(N) l'arc de T';* joignant les points (N, 0) a
(V, (1/¢) log (N/Ny)). Sur le parcours d’intégration

[No, NV A(N) U { =T (V)},
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on applique le théoréme de Cauchy sous sa forme vectorielle & la fonction
eMg(eN)R(N\)2+(\), qui est analytique dans le domaine de définition de R()\).
Le lemme 2 entraine I'égalité annoncée lorsqu’on fait tendre N vers l'infini,
c.q.f.d.

Nous allons maintenant montrer que

f em R()\)§+()\) d\ = f ei)\t R()\)§+()\) d)\,
No i

1

en faisant tendre e vers 0 dans (11).

LeMME 4. Pour ¢ > —d'/, on a:

12) lim J; e™ g(NRMN)EL(N) dX = fr

€0

e™ R\ () d.
1+

Démonstration. Sur Tyt ona Im A = v = (1/¢) log (u/Ny) avec u = Ny, et
puisque g(e\) = exp[— (e)\)?], nous avons |g(eN)| £ M < «© sur l'intervalle
[Ny, 0 ) ainsi que sur I';T. En effet,

lg(eN)| = |exp[—e2(u + (¢/¢) log (u/No))?]|

< exp(—e2u?) < exp(—e2No?) < M < 0.
Nous verrons (lemme 8) que l’intégralef ri+MR(N)E(\) dX\ est p-absolument
convergente pourvu que ¢ > —a'’. La majoration précédente pour |g(e)\)]
entraine que pour tout e > 0 la fonction e?g(eA)R(N\)g,(\) est intégrable.
Nous pouvons donc appliquer aux intégrales de 'énoncé le théoréme de la
convergence dominée de Lebesgue sous sa forme généralisée pour obtenir
I’égalité annoncée, puisque lim.,o g(eN) = 1, c.q.f.d.

Ce lemme montre, d’aprés (11), que

le<)

lim e™ g(eNRM) gL (N) dx

€50 No

existe, égale & [ p,+¢™R(\)g+ (M) dA.
Il reste donc, pour justifier la déformation de contour, & montrer le lemme
suivant.
LEMME 5. On a
13) lim e™ g(NR(M)EL(\) d\ = f e™ R(\)EL(N) dA,
>0 No No
la seconde intégrale étant po-absolument convergente pour tout t réel.

Démonstration. Lorsque e tend vers 0, g(e\) tend vers 1 en croissant de
maniére monotone pour A réel. Nous avons donc

(14)  pale™g(N)R(N)E (V)] = pale™R(N)E+ (V)]
S N Cas - psl8+ (V)] = CiN2
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Par suite, fNOw DPale™MR(N)g (\)] dX est finie pour chaque semi-norme p,, et
comme les intégrales fNom eMg(eN)R(N)g+(N\) d\ sont ps-absolument conver-
gentes d’aprés (14), le théoréme de Lebesgue entraine 1'égalité (13), c.q.f.d.

En réunissant (11), (12), et (13) nous obtenons finalement

f e™ RM\)gL(\) d = f e™ ROVEL () dx
No T+

pourvu que ¢ > —a'’. On démontrerait de méme les relations analogues
concernant les parcours I';™, T'»*, T's~ et les fonctions correspondantes
respectivement pour ¢ < a¢'’,t > —d’’, et t < a’’. Par conséquent, u () admet
bien la représentation annoncée en (9).

Il nous reste a vérifier que pour |t| < @’ = o’ — §, chacune des sept fonctions
figurant a droite de (9) est k fois continfiment dérivable.

LEMME 6. La fonction uo(t) = [Yor, e (\) d\ est indéfiniment dérivable sur
la droite, et & fortiori de classe C*[(—da', a’); Y.

La démonstration est immédiate.

LEMME 7. Les fonctions

wa(t) = fﬁNoe’“ ROV AN et us(t) = fme"“ ROVF(V) d)

—» No

sont k fois contindment dérivables sur (—o0, ).
Démonstration. Considérons par exemple u,(t). Par hypothése nous avons
PalR(NFoM)] = Ca |\~ exp (ATm N)ps[fo(M)].
Or on peut écrire (cf. [6, p. 18]), puisque fo € C*1([—a,a]; V):

FoQ) = NFLF (f D) ().
Mais

pslF (FF)Y )] = i Dol O] dt < 20 max gy [TV O] = G

puisque fo € C*1[(—a,a); Y]. Il vient ainsi la majoration suivante sur
I'axe réel:

Pa[RO\)]?‘o(/\)] < Czl)\l—k_g
ou encore

PINROVFo(N)] £ CN2,

ce qui montre que us(¢) est p,-absolument convergente ainsi que chacune
des intégrales

(@)? f e™ NMR(M\)fo(\) dh G=1,2,...,%k) pour tréel.
No
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La convergence de ces intégrales étant uniforme sur tout compact, elles
représentent les dérivées d’ordre 7 = 1, 2, ..., k de la fonction u,(¢), et sont
continues pour ¢ € [—o0, ©], c.q.f.d.

LEMME 8. Les fonctions urt(t) = [r,+ eMR(\)g4(\) AN, ur™, us™, et us~
définies plus haut sont k fois contindment dérivables sur 'intervalle (—a’, d’),
avec a’ = a — A — ck.

Démonstration. Nous avons

) —a+98
2.\ = f Mg (1) dt = ¢f e S (D (t) di

d’ol, sur T';* ol » est positif, la majoration suivante:

pslg+(N)] = Crexp[(—a + 5)V]Pﬁ< f_:“ u(t)s' () dt) = Ceexp[(6 — a)v],
puisque # € C[(—a, a); V] et 2’ est continue. En appliquant ceci dans (2)
il vient
D NeMR(N)EL(N)] = Ci\*1exp[—vt 4+ Av 4+ (6 — a)v] £ Cypl1H@ti—i=ayc
compte tenu de la définition de I';*. Par suite, 'intégrale

S oy NeMR(N) g1 (N) dX

obtenue par k dérivations formelles de u1+(t), sera p,-absolument convergente,
uniformément en ¢ sur tout compact, pourvu que

E—1l4=———< -1

c.-a-d. pour ¢ > —a’ + 6 = —da’’ en posant ¢’ = ¢ — A — ck. Les dérivées
formelles sont donc effectivement les dérivées de u;, et sont continues (puisque
la convergence est uniforme) sur (—a'’, 0). On montrerait de méme que
ur(t) = [r,- e™R(\)E-(\) d\ est de classe C* pour ¢ < a'”, et que
ust € C¥(—d’, o) ainsi que us~ € C*(—0,d"), c.q.f.d.

L’équation (9) montre maintenant que % (¢) est k fois continiment dérivable
sur l'intervalle (—a'/,a’’), et puisque @'’ a été choisi arbitrairement entre
0 et @', nous obtenons finalement u € C*¥[(—d’,a’); Y], ce qui achéve la
démonstration du théoréme.

COROLLAIRE. Supposons que pour tout € > 0 1l existe un nombre No(e) > 0
tel que R(X\) existe, holomorphe, dans le domaine

9= {)\: [Im A| < lgg_llj_ell pour |\| = No(e)}

et que la famille d’opérateurs

{]\ exp(—A|Im A)R(\), N € D
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soit équicontinue em N. Alors toute solution u de classe C'(—a,a); V] de
Véquation (1), avec f € C”[(—a,a); Y], est elle aussi indéfiniment dérivable
dans le sous intervalle |t| < a — A.

Démonstration. Choisissons k arbitraire entier = 2. Pour ¢ > 0, il existe
No(e) tel que R(\) existe dans le domaine &, mentionné et y satisfasse les
majorations analogues & (2). En prenant e suffisamment petit, on peut rendre
al = a — A — ¢k arbitrairement proche de ¢’ = @ — A. D’aprés le théoréme,
on aura # € C¥[(—a/,a’); Y], et comme a/ est arbitrairement proche de «’,

onau € C*[(—d,a"); Y], c.qf.d.

Remarques. (i) On peut également généraliser le théoréme d’Agmon-
Nirenberg sur l'analyticité des solutions % au cas de fonctions a valeurs dans
un espace localement convexe.

(ii) Nous nous sommes appuyés, dans cette étude, sur un certain nombre
de généralisations de théoréme classiques au cas d’espaces localement convexes;
un certain nombre d’entre elles se trouvent dans [3; 4; 5]. D’autres ont été
présentées dans [2], notamment le théoréme de Lebesgue sous la forme
suivante:

St {fa} est une suite de fonctions Y-valuées Bochmer-intégrables qui converge
en mesure (ou presque partout) vers une fonction f, et st g est une fonction Y-valuée
Bochner-intégrable telle que pour toute semi-norme P, on ait pafn < Pag
(n=1,2,...), alors f est Bochner-intégrable et {f,} converge en moyenne vers f;
en particulier, f fa —>f f dans la topologie de V.
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