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APPROXIMATION HOLOMORPHE GLOBALE SUR L’UNION
DE DEUX SOUS-ESPACES TOTALEMENT REELS
MAXIMAUX DE C"

EL MOSTAPHA FRIH

ABSTRACT.  Let E and F be real subspaces of C” which contain no non trivial com-
plex subspace of C" and intersecting only at the origin. We prove in a special case that
every continuous function on EU F can be asymptotically approximated on EU F by
an entire function.

1. Introduction et résultat. Un sous-espace vectoriel réel E de C” est dit totale-
ment réel s’il ne contient pas de droite complexe, ce qui équivaut a dire que ENiE = {0} .
I1 est facile de voir que la dimension de E ne peut excéder n et que 1’image de E par une
transformation linéaire complexe non-singuliére est un sous-espace totalement réel de
C". 11 a été aussi prouvé dans [4] que toute fonction continue sur E peut étre approchée
sur E par la réstriction d’une fonction entiére.

Soient E et F deux sous-espaces réels de C" de dimension n. Nous supposons dans
toute la suite que E et F sont des sous-espaces totalement réels de C" et EN F = {0}.
Dans [6], Weinstock obtient une condition nécessaire et suffisante pour que tout compact
de EU F soit polyndmialement convexe et que toute fonction continue sur K soit limite
uniforme sur K de polynomes.

Dans ce travail, nous nous intéressons a I’approximation holomorphe globale sur le
sous-ensemble non borné E'U F dans un cas particulier. Nous donnons une démonstra-
tion simple dans ce cas de 1’approximation polyndmiale sur tout compact de E U F et
nous établirons un théoreme d’approximation holomorphe globale sur EU F.

Plus précisément, soit E un sous-espace réel de dimension n de C" qui est totalement
réel. Soit (e;) <<, une base de E. Du fait que EN iE = { 0}, il s’en suit que les vecteurs

e, i = 1,...,n sont linéairement indépendants sur C. Donc, il existe une transforma-
tion linéaire complexe non-singuliére qui transforme EenR" = {z € C"; Im z; =
0,j = 1,...,n}.Comme la convexité polyndmiale et I’approximation holomorphe sont

invariantes par les transformations linéaires complexes non-singulieres, nous pouvons
supposer que E = R”.

Soit F un deuxiéme sous-espace réel de dimension n de C" tel que FN R" = {0}.
Soit (a;j + ib;)1<j<n, une base de F, Comme FN R" = {0}, les vecteurs (b;);<;<, sont
linéairement indépendants dans R". Donc il existe une matrice unique réelle A telle que
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Ab; = gjpour 1 = j = n. Donc F peut étre représenté d’une fagon unique comme
F=A+DR".

Par des arguments élémentaires d’algébre linéaire il a été montré dans [6], que (A+i))R"
est un sous-espace totalement réel de C" si et seulement si i n’est pas valeur propre de A.

Comme la convexité polyndmiale et I’approximation holomorphe sont invariantes par
les transformations linéaires complexes non-singulieres, nous pouvons supposer que les
deux sous-espaces totalement réels de C”" se réduisent a R” et (A + i)R" ol A est une
matrice réelle n’ayant pas i pour valeur propre.

Le principal résultat de ce chapitre est le suivant.

THEOREME. Soit A une matrice réelle d’ordre n diagonalisable sur R et soit M =
R"U (A + )R". Alors pour toute fonction continue sur M et toute fonction € continue et
positive sur M, il existe une fonction g holomorphe dans C" telle que | f(2) —g(2)| < €(2)
pour tout z € M.

2. Préliminaires. Si K est un compact de C", C(K) désignera I’algébre des fonc-
tions continues sur K a valeurs complexes munie de la norme usuelle qui sera notée
I llx et A(K,C") sera la fermeture dans C(K) des polyndmes. L’enveloppe convexe
polynomiale K" de K est

{z € C"; |h(z)| £ ||h||k, pour tout polyndme h}

et K est dit polyndmialement convexe si K" = K.
Dans la suite, nous nous servirons du résultat suivant.

THEOREME(2.1). (Mergelyan, [2]). Soit K un compact de C. Alors toute fonction con-
tinue sur K et holomorphe dans l'intérieur de K est limite uniforme sur K de polynomes
si et seulement si C \ K est connexe.

Pour la preuve du théoréme, nous aurons besoin du lemme suivant qui est un cas
particulier des résultats de [6], mais dans le cas oll nous nous plagcons nous pouvons
donner une preuve trés simple

LEMME(2.2). Supposons les hypotheses du théoréme satisfaites, alors pour tout com-
pact K de M, nous avons C(K) = A(K, C") et par suite K est polynémialement convexe.

PREUVE. Si S est une matrice réelle d’ordre n non singuliére, alors S transforme
R"U (A + )HR" en R" U (SAS™! + i)R". Nous pouvons donc supposer que A est une
matrice diagonale réelle et si on note «; les €léments diagonaux de A nous pouvons
supposer que M = R"U (Hle (o + DR). Soit K un compact de M. alors K C (Dg)" o
Dg = {z € C; |z] < R}.Posons Ix = [—R,R] et M} = Dg N ((a; + i)R). Alors nous
avons K C (Ip)" U (IT, M]R). Soit f € C(K). Prolongeons f continument partout et
comme K C I, (IrU M}R), f est limite uniforme sur HJ’-'=1 IrU Mf) de combinaisons
linéaires finies de fonctions de la forme [T\, f; ot chaque f; est continue sur /g U MJR .
Comme chaque Iz U Mf est d’intérieur vide dans C et C \ (Ig U M]R) est connexe, les
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fonctions f; sont limites uniformes sur Iz U MJR de polyndmes par le théoreme (2.1).
Donc f est aussi limite uniforme sur [T, (/rU M]R ) et par conséquent sur K polynomes.
Comme le spectre de 1’algébre uniforme C(K) est K (voir [1]), et celui de A(K, C") est
K" (voir [3]), il s’en suit que K est polyndmialement convexe. (]

Le lemme suivant est une modification d’un résultat dans [5], mais la preuve est la
méme.

LEMME(2.3). Soient K;,j = 1,...,n des compacts de C et ry, ..., r, des réels positifs.
On suppose que les compacts K; sont d’intérieurs vides et que les ensembles C \ K;
et C\ (l_),j U Kj) pour j = 1,...,n sont connexes. Alors toute fonction continue sur
K = (II., D,j) U (IT; K;) et holomorphe dans I1;_, D, est limite uniforme sur K de
polynomes.

PREUVE. Soit u une mesure sur K orthogonale aux polyndmes. Par le théoréme de
Hahn-Banach, il suffit de montrer que p est orthogonale a I’espace des fonctions con-
tinues sur K et holomorphes dans [T._; Dy, Pour cela il suffit de montrer que le support
de p est contenu dans HJ’.’=1 Dy, car toute fonction continue sur I’IJ’.’=l Dy, et holomorphe
dans son intérieur est limite uniforme sur T, D,j de polyndmes. Soit ¢ une fonction

continue sur K, dont le support ne rencontre pas [I._; D,, nous devons montrer que

n(¢) = 0.

Pourj = 1,...,n, soit ; la fonction définie sur C" par

0i(z1,. .12, s 2n) = ng’j |z — wl|
soit 4 la fonction qui est égale & ¢ \ Y 0; sur le support de ¢ et qui est nulle ailleurs.
La fonction h est continue et a le méme support que ¢. Comme ¢ = 7, 6;h, il suffit
de montrer que e = Opourk =1,...,n.

Considérée comme fonction de z, 8 s’annulle dans D,, et est continue dans D,k U K,
comme C \ (D,, U Ky) est connexe, par le théoreme (2.1), 6 est limite uniforme de
polyndmes sur D,, U K et donc sur K car 6 ne dépend que de z;. Cette propriété et le fait
que p est orthogonale aux polyndmes implique que ;i est orthogonale aux polyndmes.
De plus le support 0cp est contenu dans T, Kj,car 0 s’annulle dans IT7_, D,j.

Soit f une fonction continue sur IT_; Kj, nous pouvons alors approcher f unifor-
mément sur [T, K; par des combinaisons linéaires finies de fonction de la forme
ITi=; fi(x;) ot chaque f; est continue sur K; Comme K; est d’intérieur vide et C / K; con-
nexe, chaque f; est limite uniforme de polynomes sur K; d’apres le théoréme (2.1). Donc
f est limite uniforme sur [T, K; de polyndmes et comme O est est orthogonale aux
polyndmes nous avons Gy (f) = 0. ]

3. Preuve du théoréeme. Nous allons démontrer le théoréme en premier lieu dans

le cas ol e(x) = 1. Nous pouvons supposer que la fonction a approcher f est continue
dans C". Soit (¢;);= ¢ une suite de nombres positifs vérifiant i €; = 1.
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Posons Dg = {z € C; |z] < R},Ig = [-R,R] et M} = Dr N (@ + i)R) o les
réels o sont les valeurs propres de A.
D’apres le lemme (2.2), il existe un polyndme g tel que

3.1 lf(2) — g0(2)| < €0, pour z € (h)"U (H Mf) :
j=1

Soit oy € C®(C",0 £ oy £ 1,y = 1sur (D))" et a; = 0 a ’extérieur de (Dy)".
Posons f| = aj1g9+(1 —ay)f. Comme f est continue partout et holomorphe dans (D;)" et
comme les ensembles C \ (13U Mj3) etC\ (DiULUM ]3 ) sont connexes, NOUs pouvons
utiliser le lemme (2.3), pour approcher f; uniformément sur (D;)" U (I, (GUM j3)) par
un polyndme g; et en particulier nous avons

3.2) | fi(z) — £1(2)| < €, pour z € (D))" U (I3)" U (ﬁ Mj?)
=i

comme or; = | sur (D;)" nous avons

(3.3) |g0(z) — £1(2)| < €1, pour z € (Dy)"
comme f; = f sur M\ ()" U (IT, sz) et par (3.2), nous avons

(34) |f(2d—g1(2)| < €, pourz € [(13)"U (}ﬁl MJ:”)] \ [(12)"U <,1_£[1 M})] ]
Des inégalités (3.1) et (3.2) et du fait que f{ — f = a;(go —f) on a
(3.5) | f(z) — 81(2)| < €p+€1, pourz € (I)"U <ﬁl Mf) )
j=

Les inégalités (3.4) et (3.5) donnent
(3.6) | f(2) — g1(2)| < €0 +¢€1, pourz € (I3)"U <,~j1 M,-3> .

Supposons qu’on a obtenu des polyndmes go, g1, . . . , gk—1 Vérifiant
3.7) |gi(z) — 8i-1(2)] < €, pourz € (D))" eti=1,....k—1
et

i n .
(3.8 |f(2—gid)| < Y €, pourz € ([2)"U (H M}*z>, i=0,...,k—1.
v=0 Jj=1

Soit oy € C®(C"),0 £ o < 1,04 = 1 sur (Dy)" et ax = 0 a I’extérieur de (Dy,1)".
Soit fy = oxgr—1 + (1 — oy )f . En utilisant le lemme (2.3) de la méme fagon pour obtenir
(3.2), il existe un polyndome g; tel que

| fi(2) — gx(2)| < €k pour z € (D))" U (Iis2)" U <ﬁ MI’,‘+2> )
=1
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Nous avons montré que les inégalités (3.7) et (3.8) sont vérifiées pour k = 0, 1 et laméme
démarche montre que si elles sont satisfaites pour j < k, elles le seront pour j = k.

Comme I’inégalité (3.7) est satisfaite pour tout k, il en résulte que la suite (g;)i>0,
converge uniformément sur les compacts de C”. De plus les compacts (I;)" U (1'[1'.’=l Mj‘.')
forment une exhaustion de R"U (IT-, (a;+i)R). Fixons un indice i. Nous pouvons écrire
pourm > i,gn = gi+X0_;,, (8 — gv—1). Soit g la limite de la suite (g;). Comme (3.7)
et (3.8) sont satisfaites pour tout k, nous avons

80— f@| < X & =1, pourz € ()" U (ﬁ MJ)
j=1

v20

Et comme ceci est vrai pour tout indice i nous avons

|g(z) —f(z)| < 1, pour z € R*"U <ﬁ Mj>.
j=1

Ceci complete la preuve du théoreme dans le cas o €(x) = 1.
Soit € une fonction continue et positive sur M. Comme la conclusion du théoréme est
satisfaite pour € = 1, il existe une fonction g holomorphe dans C" telleque

(3.9) | —1+loge—g| < 1surM.
De (3.9), nous déduisons
(3.10) Re g < log € sur M.

Soit f une fonction continue sur M. Le méme argument utilisé pour montrer (3.9) nous
assure I’existence d’une fonction hy holomorphe dans C" vérifiant

(3.11) | fexp (—g) —ho| < 1sur M.
Posons h = hy exp (g). Alors h est holomorphe dans C" et d’aprés (3.10) et (3.11) nous
avons
| f(p) —h(p)| < €(p), pour tout p dans M. "
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