
Canad. Math. Bull. Vol. 34 (2), 1991 pp. 215-219 

APPROXIMATION HOLOMORPHE GLOBALE SUR L'UNION 
DE DEUX SOUS-ESPACES TOTALEMENT RÉELS 

MAXIMAUX DE Cn 

EL MOSTAPHA FRIH 

ABSTRACT. Let E and F be real subspaces of C" which contain no non trivial com­
plex subspace of Cn and intersecting only at the origin. We prove in a special case that 
every continuous function on E U F can be asymptotically approximated on E U F by 
an entire function. 

1. Introduction et résultat. Un sous-espace vectoriel réel E de Cn est dit totale­
ment réel s'il ne contient pas de droite complexe, ce qui équivaut à dire que ET\ iE = { 0} . 
Il est facile de voir que la dimension de E ne peut excéder n et que l'image de E par une 
transformation linéaire complexe non-singulière est un sous-espace totalement réel de 
Cn. Il a été aussi prouvé dans [4] que toute fonction continue sur E peut être approchée 
sur E par la réstriction d'une fonction entière. 

Soient E et F deux sous-espaces réels de Cn de dimension n. Nous supposons dans 
toute la suite que £ et F sont des sous-espaces totalement réels de C" et E n F = { 0} . 
Dans [6], Weinstock obtient une condition nécessaire et suffisante pour que tout compact 
de E U F soit polynômialement convexe et que toute fonction continue sur K soit limite 
uniforme sur K de polynômes. 

Dans ce travail, nous nous intéressons à l'approximation holomorphe globale sur le 
sous-ensemble non borné EU F dans un cas particulier. Nous donnons une démonstra­
tion simple dans ce cas de l'approximation polynômiale sur tout compact de £ U F et 
nous établirons un théorème d'approximation holomorphe globale sur EU F. 

Plus précisément, soit E un sous-espace réel de dimension n de C" qui est totalement 
réel. Soit 0/) i^^n , une base de E. Du fait que E(l iE = { 0}, il s'en suit que les vecteurs 
eui — 1 , . . . ,n sont linéairement indépendants sur C. Donc, il existe une transforma­
tion linéaire complexe non-singulière qui transforme E en Rn = {z G Cn; Im Zj = 
0J= 1,...,«} . Comme la convexité polynômiale et l'approximation holomorphe sont 
invariantes par les transformations linéaires complexes non-singulières, nous pouvons 
supposer que E = Rn. 

Soit F un deuxième sous-espace réel de dimension n de Cn tel que F H Rn = { 0} . 
Soit (cLj + ibj)i^j^n, une base de F, Comme FP\ Rn — {0} , les vecteurs (bj)i^n sont 
linéairement indépendants dans R". Donc il existe une matrice unique réelle A telle que 
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Abj = cij pour 1 ^ j ^ n. Donc F peut être représenté d'une façon unique comme 

F= (A + /)Rn. 
Par des arguments élémentaires d'algèbre linéaire il a été montré dans [6], que (A+i)Rn 

est un sous-espace totalement réel de Cn si et seulement si i n'est pas valeur propre de A. 
Comme la convexité polynômiale et l'approximation holomorphe sont invariantes par 

les transformations linéaires complexes non-singulières, nous pouvons supposer que les 
deux sous-espaces totalement réels de Cn se réduisent à Rn et (A + i)Rn où A est une 
matrice réelle n'ayant pas / pour valeur propre. 

Le principal résultat de ce chapitre est le suivant. 

THÉORÈME. Soit A une matrice réelle d'ordre n diagonalisable sur R et soit M — 
Rn U (A + i)Rn. Alors pour toute fonction continue sur M et toute fonction e continue et 
positive sur M, il existe une fonction g holomorphe dans Cn telle que \ f(z) — g(z)\ < e(z) 
pour tout z G M. 

2. Préliminaires. Si K est un compact de Crt, C(K) désignera l'algèbre des fonc­
tions continues sur K à valeurs complexes munie de la norme usuelle qui sera notée 
|| ||A- et A(K,Cn) sera la fermeture dans C(K) des polynômes. L'enveloppe convexe 
polynômialeKA deves t 

{z G C"; \h(z)\ ^ \\h\\K, pour tout polynôme h} 

et K est dit polynômialement convexe si KA = K. 
Dans la suite, nous nous servirons du résultat suivant. 

THÉORÈME(2.1). (Mergelyan, [2]). SoitK un compact de C. Alors toute fonction con­
tinue sur K et holomorphe dans l'intérieur de K est limite uniforme sur K de polynômes 
si et seulement si C \ K est connexe. 

Pour la preuve du théorème, nous aurons besoin du lemme suivant qui est un cas 
particulier des résultats de [6], mais dans le cas où nous nous plaçons nous pouvons 
donner une preuve très simple 

LEMME(2.2). Supposons les hypothèses du théorème satisfaites, alors pour tout com­
pact K de M, nous avons C(K) = A(K, Cn) et par suite K est polynômialement convexe. 

PREUVE. Si S est une matrice réelle d'ordre n non singulière, alors S transforme 
Rn U (A + i)Rn en R" U (SAS-1 + /)Rn. Nous pouvons donc supposer que A est une 
matrice diagonale réelle et si on note ay les éléments diagonaux de A nous pouvons 
supposer que M = Rn U (IljLi (aj + OR)- Soit K un compact de M. alors K C (DR)n où 
DR = {z G C; |z| < R}. Posons IR = [~R,R] et Mf = DR n ((a,- + i)R). Alors nous 
avons K C (IR)n U (ECU Mf). Soit/ G C(K). Prolongeons/ continûment partout et 
comme K C ECU (h U Mf),f est limite uniforme sur ETJLi (IR U Mf) de combinaisons 
linéaires finies de fonctions de la forme ECU fj o u chaque/ est continue sur IR U Mf. 
Comme chaque IR U Mf est d'intérieur vide dans C et C \ (//? U Mf) est connexe, les 
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fonctions/ sont limites uniformes sur IR U Mf de polynômes par le théorème (2.1). 
Donc/ est aussi limite uniforme sur njLi (IR U M?) et par conséquent sur K polynômes. 
Comme le spectre de l'algèbre uniforme C(K) est K (voir [1]), et celui de A(K, Cn) est 
KA (voir [3]), il s'en suit que K est polynômialement convexe. • 

Le lemme suivant est une modification d'un résultat dans [5], mais la preuve est la 
même. 

LEMME(2.3). Soient KjJ = 1, . . . , n des compacts de C et r\,..., rn des réels positifs. 
On suppose que les compacts Kj sont d'intérieurs vides et que les ensembles C \ Kj 
et C \ (Drj U Kj) pour j = 1,... ,n sont connexes. Alors toute fonction continue sur 
K := (ITLi Drj) U (nLi Kj) et holomorphe dans FRLi A>- est limite uniforme sur K de 
polynômes. 

PREUVE. Soit p une mesure sur K orthogonale aux polynômes. Par le théorème de 
Hahn-Banach, il suffit de montrer que p est orthogonale à l'espace des fonctions con­
tinues sur K et holomorphes dans njLi Drj. Pour cela il suffit de montrer que le support 
de fi est contenu dans EÇLi Â)> car toute fonction continue sur LÇLi Â> et holomorphe 
dans son intérieur est limite uniforme sur T\J=l Drj de polynômes. Soit <j> une fonction 
continue sur K, dont le support ne rencontre pas EÇLi Â>> nous devons montrer que 
/i(0) = O. 

Pour y = 1, . . . , n, soit Oj la fonction définie sur Cn par 

0j(zu...,Zj9...,Zn)= inf | z / - w | 
weôrj 

soit h la fonction qui est égale à </> \ EJ=1 Oj sur le support de <j> et qui est nulle ailleurs. 
La fonction h est continue et a le même support que <j>. Comme </> = £ L i 6̂ /z, il suffit 
de montrer que QkP = 0 pour k = 1, . . . , n. 

Considérée comme fonction de Zk, @k s'annulle dans Dn et est continue dans Dn U Kk, 
comme C \ (Drk U Kk) est connexe, par le théorème (2.1), 9k est limite uniforme de 
polynômes sur Dn U Kk et donc sur K car 8k ne dépend que de Zk- Cette propriété et le fait 
que fi est orthogonale aux polynômes implique que 8kfi est orthogonale aux polynômes. 
De plus le support 8kfi est contenu dans YIJ=Ï Kj, car 8k s'annulle dans n?=1 Drj. 

Soit/ une fonction continue sur LÇLi /̂» n o u s pouvons alors approcher/ unifor­
mément sur IÇLi Kj par des combinaisons linéaires finies de fonction de la forme 
IIjLi fj(xj) où chaque^ est continue sur Kj Comme Kj est d'intérieur vide et C/ Kj con­
nexe, chaque/ est limite uniforme de polynômes sur Kj d'après le théorème (2.1). Donc 
/ est limite uniforme sur EÇLi Kj de polynômes et comme 8kfi est est orthogonale aux 
polynômes nous avons 8kfi(f) — 0. • 

3. Preuve du théorème. Nous allons démontrer le théorème en premier lieu dans 
le cas où e(x) = 1. Nous pouvons supposer que la fonction à approcher/ est continue 
dans Cn. Soit (c/)i^o u n e s u i t e ^e nombres positifs vérifiant E/^o Q= 1-
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Posons DR = {z € C; \z\ < R},IR = [-#,/?] et Mf = DR H ((a, + /)R) où les 
réels otj sont les valeurs propres de A. 

D'après le lemme (2.2), il existe un polynôme go tel que 

(3.1) \f(z)-go(z)\ < c0, pourz G (I2)
n U ( R MJ 

Soit a! G C°°(Cn),0 ^ en ^ l , a i = 1 sur (Â) n et a! - 0 à l'extérieur de (D2)n. 
Posons/i = oc\go+(1 ~ <*i)/• Comme/ est continue partout et holomorphe dans (D\)n et 
comme les ensembles C \ (I^U Mj) et C\ (D\U I3U M3) sont connexes, nous pouvons 
utiliser le lemme (2.3), pour approcher/! uniformément sur (D\ )n U (IÇL1 (̂ 3 U Mp) par 
un polynôme g 1 et en particulier nous avons 

(3.2) | / i (z ) -* i (z) | < ci, pourz G 0 0 " U (73)
nU n ^ 

7=1 

comme ai = 1 sur (D\)n nous avons 

(3.3) |*o(z)-*i(z)| < ci, pourz G (Â)" 

comme/1 = / sur M \ (h)n U (FÇLi. Mj) et par (3.2), nous avons 

(hru ( n Mj 

\f(z)-gi(z)\ < co + ci, pourz G (72)
nU ( I l ^ / 

(3.4) | / ( z ) -g i (z ) | < ci, pourz G \(h)n U I ^ ^ M \ 

Des inégalités (3.1) et (3.2) et du fait que/i — / = ai (go — / ) on a 

(3.5) 

Les inégalités (3.4) et (3.5) donnent 

(3.6) |/(z) - gi(z)| < c0 + ci, pour z G (h)n U I f[ MJj . 

Supposons qu'on a obtenu des polynômes go,g\,..., gk-\ vérifiant 

(3.7) \gi(z) - gi-i(z)\ < c,-, pour z G (A)" et î = 1 fc — 1 

et 

(3.8) |/(z) - gi(z)\ < £ ev, pour z G (Ii+2)
n U ( f [ ^ + 2 ) , î = 0, . . . , * - 1. 

v=0 7=1 

Soit a* G C°°(C"),0 ^ a* ^ 1, ak = 1 sur (Âûn et ak = 0 à l'extérieur de (At+i)n. 
Soit/fc = ajcgk-i + (1 — ock)f. En utilisant le lemme (2.3) de la même façon pour obtenir 
(3.2), il existe un polynôme gk tel que 

\fk(z)-gk(z)\ < c,, pourz G (Dk)
nU(Ik+2)

nU I n Mj •it+2 
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Nous avons montré que les inégalités (3.7) et (3.8) sont vérifiées pour k = 0,1 et la même 
démarche montre que si elles sont satisfaites pour j < k, elles le seront pour j = k. 

Comme l'inégalité (3.7) est satisfaite pour tout k, il en résulte que la suite (g,-)î o» 
converge uniformément sur les compacts de Cn. De plus les compacts (//)" U (IILi Mj) 
forment une exhaustion de R"U (FÇLi (ûf/+i)R). Fixons un indice /. Nous pouvons écrire 
pour m > i, gm = gi + EJL/+1 (gv - gv-i). Soit g la limite de la suite (gt). Comme (3.7) 
et (3.8) sont satisfaites pour tout k, nous avons 

\g(z)-f(z)\ < £ ÉV = 1, pourz G (ii-ru ( f i Mj) 
v^O \ y = l / 

Et comme ceci est vrai pour tout indice / nous avons 

\g(z)-f(z)\ < 1, pourz G RWU ( ft MA . 

Ceci complète la preuve du théorème dans le cas où e(x) = 1. 
Soit e une fonction continue et positive sur M. Comme la conclusion du théorème est 

satisfaite pour e = 1, il existe une fonction g holomorphe dans Cn telleque 

(3.9) | - 1 + log e - g\ < 1 sur M. 

De (3.9), nous déduisons 

(3.10) R e g < loge sur M. 

Soit/ une fonction continue sur M. Le même argument utilisé pour montrer (3.9) nous 
assure l'existence d'une fonction ho holomorphe dans Cn vérifiant 

(3.11) | / e x p ( - $ ) - / i o | < lsurM. 

Posons h = ho exp (g). Alors h est holomorphe dans Cn et d'après (3.10) et (3.11) nous 
avons 

| f(p) — h(p)\ < e(p), pour tout p dans M. m 
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