
Remarques sur I'int6gration des fonctions
a"cosacfa, a" sina da.

Par M. EDOUARD COLLIGNON,

Insptcteur general des Pants el Chaussdes en retraite.

Lorsqu' on integre successivement les fonctions

cosada, acosarfa, a'COSada, a? cosa da ,

ou le cosinus de Tare a est multiplie par une puissance a exposant
entier de Pare lui-meme,
on reconnait que les integrates sont toutes comprises dans la formule

Fsina + Qcosa,

ou P et Q representent des polynomes entiers en a que l'on determine
dans chaque cas particulier.

On a en effet

1 cosa da = sina,I'
I arfa =asina + cosa,

a2coso da = (a2 — 2)sina + 2o cosa,

L'integration de sina da, a sina da, a-sina da, donnerait lieu
a des relations analogues.

§1
Cherchons d'abord la loi de formation des polynomes P et Q,

et posons d'une maniere generate

a"cosa da = P.sina -(1) a

en mettant en evidence l'exposant n dont depend la forme des
polynomes cherches.
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Differentions ; nous devrons avoir identiquement

a"cosa

et par consequent nous devrons poser

(2)

£•*--•
La premiere Equation montre que Qn est la derivee de PM par

rapport a a. Eliminons Q, entre les deux equations (2). II viendra

(3) da?

Equation differentielle du second ordre, dont nous devrons prendre
seulement la solution particuliere dans laquelle Pn est un polynome
entier en a. Posons, en appelant A]( A,, A3, des coefficients
inde'termines,

Pn = a" + Aja1""1 + Aaa*""2 + ... + An_aas + An-1a + An .

La seconde d^rivee sera egale a

- 3 + ( n - 2 ) ( n -^ ^ n(« - lja"-2 + (n - 1)(» -

+ +2An_J,

et la somme des deux fonctions entieres doit se require a a";

d'ou Ton deduit

A, = 0 et par suite A, = 0,

„ AS n(n-l),

4 + (n-2)(n-3)A a = 0 „ A4 = n(n - l ) (w-2)(n-3) ,
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Les coefficients de rang pair Aj, A3, A5... sont tous nuls, et Ton
a par consequent

An_, = 0 si n est pair, An = 0 si n est impair.

Les signes des coefficients A2, A4, A,., ... sont alternativement
- et +, de sorte qu'on a

A, = ( - l )»x (n ! ) , A ^ ^ O , s i n = 2 m ;

AB_1 = ( - l )»x (» ! ) , A,, =0, s i n - 2 m + l .

Soit par exemple n = 6. On aura

Aj = - 6 . 5 = - 30, A, = A3 = A6 = 0,

A4= + 6 . 5 . 4 . 3 = 360,

A6= - 6 . 5 . 4 . 3 . 2 . 1 = 720;
et pour n = 7

A 2 = - 7 . 6 = - 4 2 , A, = A3 = A, = A7 = 0,

A4 = 840, A, = -5040.

Cette regie suffit a la rigueur pour ecrire immediatement les
facteurs Fn et Qn de sin a et de cosa. Mais on peut encore la
simplifier, grace aux remarques suivantes.
Nous venons de trouver

(4) PK = a" - «(» - l)a»~2 + n(n - l)(n - 2)(n - 3)a—* -

et en prenant la premiere derivee du polynome on en deduit

(5) Qn=^.'=na"-I-w(n-l)(ji-2)a"

En comparant ces deux polynomes terme par terme, on reconnait
que no*-1 est la de"rivee de a"; de sorte que le premier terme de
Q,, s'obtient par derivation du premier terme de Pn ;
que n(n - l)a"-2, second terme de Pn change de signe, est la
derivee de tw""', premier terme de Qn;

que n(n - 1 )(n - 2)a"~s est la derivfe de n(n— l)a"~s, de sorte que
la derivation du second terme de Pn donne le second terme de Qn,

et ainsi de suite alternativement, en ayant soin d'alterner les
signes des termes obtenus, de maniere a prendre n^gativement dans
chaque d^veloppement les termes de rang pair, positivement les
termes de rang impair.
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Pour ope'rer les developpements des deux polynomes, il convient
d'ecrire alternativement les de'rive'es formant chaque terme suivant
deux lignes horizontales, l'une qui donnera le developpement de Pn,
l'autre le deVeloppement de Q,,:

a" w(n-l)a"-2 n(n- l ) (n-2)(n-3)a—«

rca"-1 w(w-l)(n-2)a"-3 n{n - \){n - 2){n - 3)(n~ 4)a"-6

et ainsi de suite ; en mettant le signe - aux termes de rang pair
dans chaque ligne, il vient en definitive

Pn = a" - n(n - l)a"-2 + n(n - l)(n - 2)(n ~ 3)a"~4 -

Qn = na"-y - n(n - l)(n - 2)a"~'* + n(n - \){n - 2)(n - 3)(n - 4)a"-5 - ...

Posons par exemple ra = 7. II viendra

P7 = a1 - 42a5 + 840a3 - 5040a,

Q- = 7a« - 210a4 + 2520a2 - 5040,

et l'on aura par consequent

a'cosa da = (ar - 42a5 + 840a3 - 5040a)sina

+ (7a6 - 210a4 + 2520a2 - 5040)cosa.

Si, au lieu de mettre en facteur les polynomes Pn, Qn qui
multiplient respectivement sina et cosa, on ordonne le second
membre par rapport aux puissances descendantes de a, on ecrira

a'cosa da = a7sina + 7a6cosa - 42a5sina — 210a4cosa

+ 840a3sina + 2520a2cosa - 5040asina - 5040cosa,

et il est clair que pareille disposition est applicable au cas general:

(6) a"cosa da = a"sina + nan~icosa — n(n — l)an~2sina

- n(n - \)(n - 2)an~3cosa +

Or pour passer d'un terme au suivant, il suffit de prendre
se'pare'ment les de'rive'es des deux facteurs qui composent le terme
conside"re, savoir le mondme contenant la puissance de a et le
facteur trigonome'trique qui la multiplie; par exemple, si Ton isole
les facteurs a" et sina

qui forment le premier terme, on obtiendra le second en prenant
leurs de'riv&s respectives

na"~l et cosa,
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ce qui donnera na"-1cosa;

pour passer au suivant, on isolera de :

no"""1 et cosa

et prenant les de'rivees de chacun des facteurs on aura

n ( n - l ) a ~ - 2 et - s ina
dont le produit est

c'est a dire, le troisieme terme.

Le quatrieme sera de

«(n - l)(n - 2)a"-8 x ( - coso)

= - n(n - l)(n - 2)a"-»cosa,

et ainsi de suite, jusqu' a epuisement des de'rivees des puissances
de- a; les facteurs trigonome'triques reglent le signe de chaque terme,
par l'ope'ration meme de la derivation.

Exemple. Ecrire l'inte'grale I a10cosa da.

On pourra disposer les calculs en trois colonnes verticales, l'une
renfermant le mondme a10 et ses d^riv^es successives, l'autre sina et
ses d^riv^es, la troisieme le produit des de'rivees correspondantes
prises dans les deux colonnes.

a10

10a"

90a»

720a7

5040a«

30240a»

151200a4

604800as

1814400a8

3628800a

3628800

sina

COSa

- s ina

-cosa

sina

cosa

— sina

-cosa

sina

cosa

- s i n a

a10cosa da = a10sina

+ 10a* COsa

- 90a" sina

- 720a7 cosa

+ 5040a* sina

+ 30240a» cosa

- 151200a4 sina

- 604800a'cosa

+ 1814400a1 sina

+ 3628800a OOBO

- 3628800sina
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On aurait du m&ne coup P10 et Qlo en ordonnant l'int^grale

obtenue par rapport a sina et a cosa, et en prenant pour Flo le

coefficient de sina, pour Qlo le coefficient de cosa, ce qui revient a

prendre pour F10 les termes inscrits dans la premifere colonne a

gauche, de deux en deux en alternant les signes, et pour Qlo les

autres termes avec signes alternatifs :

P10 = aw - 90a8 + 5040a« - 151200a4 + 1814400a" - 3628800,

Q10 = l0a» - 720a7 + 30240a» - 604800a8 + 3628800a.

§2

On trouverait de mdme l'integrale a"sina da. Posons, par

analogic avec ce que nous avons fait pour l'integrale a"cosa da,

a"sina da = Mcosa + Nsina,

M et N d&ignant des polynomes entiers en a, qu'il s'agit de
determiner.

Nous aurons, en diffe'rentiant et en divisant par da,

. , . XT dll dN .
a"sina = - Msina + Ncosa + -TJ— cosa + -=— sina

da da

d'ou r&uJtent les relations qui assurent l'identite' des deux membres:

"do"
(9)

da

Oomparons le systeme d'equations (9) au systeme (2):

(2)

da
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On ramene le premier systeme au second en posant

N - Q , et M = - P B ,

car la premiere du groupe (9) devient identique a la seconde du

groupe (2), et la seconde du groupe (9) reproduit la premiere du

groupe (2) changee de signe. On aura done, sans nouveaux calculs,

(10) a"sina da = - Pncosa + Qnsina.

Si Ton rapproche cette formule de notre formule (1)

(1) a"cosa da = P,sina + Q ĉoSa,

on pourra les fondre en une seule de deux manieres, soit en posant

(11) cosa
sina

sma
-COSa

+ Q.
COSa

sina

ce qui revient a changer cosa en sina et sina en - cosa pour passer

de liquation (1) a liquation (10), ou en multipliant liquation (10)

par l'unite' imaginaire i= V - 1, et en l'ajoutant ensuite a liquation

(1); il vient en effet

(12) a"(cosa + i sina) da = a"eai da

= P,,(sina - i cosa) + Qn(cosa + i sina)

Nous avons obtenu les relations gen^rales

(4) Pn = a" - n(n - l)a"~2 + n(n - 1)(« - 2)(n - 3)an~4 ,

(5) Qn = na—1-n(n-l)(w-2)an-3+w(n-l)(n-2)(«-3)(«-4)a"-6....

Changeons n en n - 1 dans la premiere Equation; il viendra

(13) PB_, = a""1 _ (w - l)(n - 2)a-3 + (n - l)(n- 2)(n-3)(n -4)a"-»..,
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et cette equation muitipliee par n reproduit la valeur de Qn. On
a done

(14) Qn = nPn_1(

relation ge'ne'rale qui donne, en y changeant n en n — 1,

Q ^ - ( » - l ) P _ « .

On a d'ailleurs

et multipliant par n, il vient

da "~"'

p

Formons "~~1 ; nous aurons en multipliant par n la de'rive'e

de liquation (4)
n^P=^ = nln - l)a—s - n(n - l)(n - 2)(w - S)^"4

da
(w - l)(w - 2)(n - 3)(n - 4)(n - 5)o"-» ,

ce qui reproduit, changes de signes, les termes de Pn a partir du
second. On a done liquation

(15)

qui ^tablit une relation de recurrence reliant entre elles les f onctions
P, de deux en deux.

On prouverait de m@me, et on e'tablirait du reste, soit en deYivant
liquation (15), soit en nous servant de 1'equation (14),

(16) Qn = n a - 1 - « ( n - l ) Q _ ! .

Les relations (15) et (16) permettent de former de proche en
proche les fonctions P et les fonctions Q. On partira de l'integrale

connue cosa da = sina qui montre que Po = 1 et Q, = 0; puis de
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l'integrale I acosa da = asina + cosa, ce qui entratne

et l'on formera les deux suites:

P . - l ,

Pa = a 2 -2 ,

Ps = ae-30(a4-12a8 + 24)

= a" - 30a4 + 360a2-720,

P, = a8 - 5.6(a» - 30a4 + 360a2 - 720)

=» a8 - 56a« + 1680a4 - 20160a2 + 40320,

P3 = a3-6a,

P6 = as - 20(a3 - 6a) = a" - 20a3 + 120a,

P7 = a'-42(a5-20a3+120a)

= a7 - 42aB + 840a* - 5040a,

La s&ie des valeurs de Q« s'obtiendrait de m@me en partant des
relations

Qo = O et Q,= + l

et du premier terme de la formule, toujours egal a na"~'.
II vient

Qs = 2a,

Q4 = 4a> - 12 X 2a = 4a3 - 24a,

Q, = 6a» - 30(4a3 - 24a) = 6a' - 120a» + 720a,

Q, = 3a«-6,

Q, = 5a4 - 20(3a« - 6) = 5a4 - 60aa+120, etc.
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