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SUR LES VARIETES CANONIQUES DE DIMENSION 3

DΊNDICE POSITIF

X. BENVENISTE

Dans tout ce qui suit, les varietes qui interviendront seront definies

sur le corps des nombres complexes C. L'objet de cet article est de

preciser le resultat suivant obtenu dans [B-2] et [K-l]:

THEOREME 0. Soίt X une variete protective normale de dimension 3,

dont les singularites sont canonίques au sens de [R-l]. Soίent e le p.p.c.m.

des indices des points singuliers de X. Soit R un divίseur de Cartier sur

X, tel que le bίdual de ωψ soit isomorphe a ΘX{R). Supposons que R soίt

numeriquement posίtif et que Rz > 0. Alors il existe un entier n0 > 0 tel

que pour tout τi > nQ le systeme lineaire \nR\ soit sans point base; en parti-

culier Γanneau φn>0 H°(X, Θx{nR)) est de type fini sur C.

par le resultat effectif suivant:

TEGEOREME 1. Avec les hypotheses du theoreme 0, pour tout entier n >

34e + 3, le systeme lineaire \nR\ est sans point base.

Si e = 1, on peut etre plus precis:

THEOREME 2. Avec les hypotheses du theoreme 0, supposons que e = 1.

Alors pour tout entier #ι > 34, le systeme lineaire \mR\ est sans point base

et dέfinίt un morphisme bίratίonnel sur son image.

Pour montrer ces deux theoremes, nous aurons besoin du resultat

suivant:

PROPOSITION 1. Soit X une variete normale et protective, dont les

singularites sont canoniques au sens de [R-l]. Soient e le p.p.c.m. des

indices des points singuliers de X, R un divίseur de Cartier sur X, tels

que le bίdual de ωψ soit isomorphe a ΘX{R). Soit D un diviseur de Cartier

sur X tel que les diviseurs D et (eD — R) soίent numeriquement positifs et
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138 X. BENVENISTE

que (eD — i?)3 > 0. Supposons |4D| Φ 0 et |5D| Φ 0 eί soiί m wra eraser

> 17. Si le systeme lineaire \mD\ n'est pas compose d'un pinceau, Velement

general de \mD\ est reduit, irreductίble et n'a que des singularites isolees.

Nous consacrons le premier chapitre de cet article a la demonstra-

tion de la proposition. Ensuite nous interessons aux surfaces Q-Gorenstein

de type general. Enίin nous demontrons les theoremes 1 et 2.

Designons par k Γun des deux corps Q ou R. Pour toute variete V

lisse et projective, nous notons NSk(V) le £-espace vectoriel obtenu a

partir de NS(V) par extension des scalaires a k.

Etant donne une variete projective quelconque X, nous notons Sing (X)

le lieu singulier de X.

Pour tout nombre reel x, nous notons [x] et {x} respectivement la

partie entiere de X et le plus petit entier > x.

Qu'il nous soit permis ici de remercier A. Beauville pour ses precieux

conseils lors de la redaction de cet article.

Quelques rappels et notations

Rappelons le theoreme suivant dύ a Kawamata et Viehweg ([K] et [V]):

THEOREME 0-1 (Kawamata, Viehweg). Soient V une variete lisse et

projective de dimension d, (Eι)ieI une famille finie de dίviseurs lisses a

croίsements normaux, (ai)ίel une famille de nombres rationnels de [0, 1[,

D un element de Pic(V), L un element de NSQ(V) numeriquement positίf

vέrίfiant Ld > 0, tels que Von ait dans NSQ(V): D = L + Σ ί e 7 α ^ . Alors

pour tout p < d - 1, on a: HP(V, Φr(—D)) = 0.

Donnons le resultat de [E] et [S]:

THEOREME 0-2 (Elkik, Shepherd-Barron). Soit X une variete normale

et projective de dimension 3, n9ayant que des singularites canoniques au

sens de [R-l]. Soient Y un modele lisse de X, f: Y-+X un morphίsme

biratίonnel; alors on a Έtvf%Θγ — 0 pour p > 0, et f%Θγ = Φx.

Rappelons aussi le resultat de Reid [R-2]:

THEOREME 0-3 (Reid). Soit X une variete normale et projective de di-

mension 3 n'ayant que des singularites canoniques. Notons ωx le faisceau

dualisant de X. Alors ίl exίste deux modeles bίrationnels Y et X\ deux

morphismes birationnels g: Xf -+X et h: Y->X\ une famille finie (Wi)ieτ

de dίvίseurs Hsses a croisements normaux sur Y, une famille (pi)iel de
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VARIETES CANONIQUES 139

nombres entίers > 0, vέrίfiant les conditions suivantes:

( i ) Y est lisse et X' n'a que des singularites terminales au sens de

[R-2]. Notons r le p.p.cm. des indices des points singuliers de X'.

(ii) Notons ωγ et ωx, les faίsceaux dualίsants de Y et Xf respective-

ment, ωψ et ωι

x) les biduaux des faίsceaux ωψ et ωψ. Alors on a:

ωψ = g*{ωψ)9 et ωψ = h*(ωφ)(Σ PtWt) .
iei

(iii) Pour tout iei, h(Wτ) est un point singulier de Xf.

Le theoreme 0 entraine:

PROPOSITION 0-1. Soίt X une variέtέ de dimension 3 vέrifiant les hypo-

theses du theoreme 0. Posons Xc = Proj (®n>0 H°(X, Θx{nR))). Alors Xc est

une varίέte normale de dimension 3, n'ayant que des singularites canoniques

au sens de [R-l]. Soit ωXc son faίsceau dualίsant; le bidual S£ du faisceau

ωψe est inversible et ample. De plus il exίste un morphίsme bίrationnel

f: X->Xotel que: f*(<?) = ΘX{R).

D'apres la proposition 0-1, quitte a considerer Xc au lieu de X, il

suffit de demontrer le theoreme 1 dans le cas oύ R est ample. Desormais

nous allons considerer une variete normale X de dimension 3, n'ayant que

des singularites canoniques. Nous allons noter r le p.p.c.m. des indices

des points singuliers de X. Soit ωx le faisceau dualisant de X. Soit H

un diviseur de Cartier ample sur X, tel que le bidual de ωψ soit iso-

morphe a ΘX{H). Soient X' et Y les modeles birationnels de X definis

dans le theoreme 0-3. Posons, avec les notations du theoreme 0-3, / =

goh.

PROPOSITION 0-2. On a les assertions suivantes:

( i ) Pour tout entίer n < 0, et tout p e {0,1, 2}, on a:

H>(X, Θx(nH)) = H*(Y, Θγ(nf*(H))) = 0 .

(ii) Pour tout entίer n > 0, et tout p e {1, 2, 3}, si r > 2, on a:

H*>(X, Θx(nH)) = H>(Y9 Θγ{nf*(H))) = 0 .

Demonstration. D'apres la suite spectrale de Leray, et le theoreme

0-2, on a pour p > 0 et tout entier n: HP(X, Θx{nH)) = HP(Y, Θγ{nf*(H))).

Si n < 0 , on d'apres le theoreme 0-1: HP(Y, Θγ(nf*(H))) = 0, pour

p < 3. Cela demontre Γassertion (i).
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140 X. BENVENISTE

Supposons n > 0 et r > 2. Notons Kγ le diviseur canonique de Y et

soient (Wi)iel et {pι)iel les families definies dans le theoreme 0-3. La con-

dition (ii) du theoreme 0-3 montre que: rKγ = /*(ίf) + Σiei PiWi. Posons

R = /*(if). Pour chaque i e I, soit α̂  le plus petit entier > pjr; posons

cί = a ί - (pjr) et W = Σ I 6 J « ι ^ Dans iVSQ (Y) on a:

ΛR = KY + (n -

Posons L(τι) = nR — Kγ + W; par definition on a: nR = Kγ + L(ri) — W.

Dans NSQ(Y), on peut ecrire: L(w) = (n - (1/Γ))JR + Σtez^Wi. Remar-

quons que pour tout i e I, ct est un nombre rationnel de [0,1[. Comme

(n — (l/r)) > 0 le theoreme 0-1 montre que:

(1) H>(Yf ΘY(KY + L(ή))) = 0

pour p > 0. D'apres la condition (iii) du theoreme 0-3, on a pour tout

i e I: R\Wi = 0; comme nR + W = Kγ + L(n), on deduit: ΘW(KY + L(n)) =

&W(W). Puisque les parties mobiles de |τijβ| et \nrKγ\ sont les memes, W

est contenu dans la partie fixe de \nR + W\. On a la suite exacte:

0 > Θγ(nR) > ΘY{KY + L(n)) > ΘW{W) • 0 .

D'apres (1), pour tout entier p > 0, Γhomomorphisme:

est un isomorphisme. D'apres le theoreme d'annulation de Serre sur les

faisceaux amples, il existe un entier nQ > 0 tel que pour tout n > n0, on

ait pour p > 0: HP(X, Θx{nH)) = 0. Par consequence, on a:

Hp(Y, Θγ(nR)) - Hp(X, Θx(nH)) = 0

pour p > 0 et n > n0. Cela implique: Hp-\W, ΘW{W)) = 0, pour p > 0, et

done pour tout n > 0, on a: HP(Y, Θγ(nR)) = 0. Cela termine la demon-

stration de Γassertion (ii).

PROPOSITION 0-3. Pour tout entier n > 4, on a les assertions suivantes:

( i ) On a: h°(X, Θx(nH)) > 7.

(ii) Le systeme lineaire \nH\ n'est pas compose d'un pίnceau.

Demonstration. Soit n un entier > 0. Reprenons les notations du

theoreme 0-3. Posons R = f*(H). D'apres la proposition 0-2, si r > 2,

on a:

h%X, Θx(nH)) =
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VARlέTES CANONIQUES 141

Si r = 1, oh a ωx = ΘX(H). Pour n > 2, d'apres la dualite de Serre, et

Γassertion (i) de la proposition 0-2, on a:

h%X, Θx{nH)) = X(Y, Θγ{nR)) .

Posons Q(n) — 1{Y, Θγ(nR)). Appliquons le theoreme de Riemann-Roch:

Q(ή) = nWlβ) ~ n\{KY-B?)lA) + n{R-(K\ + c2(Y))/12) + X(ΘY) .

D'apres Γassertion (ii) du theoreme 0-3, on a:

rKyΞΞR + ΣpiWi .
iei

D'apres Γassertion (iii) du meme theoreme, on a: R\w. = 0, pour i 6 7. Cela

implique: Kγ R2 = JS3/r, et K2

YR = R3/r\ On deduit pour n > 0 et r > 2

ou bien n > 2 et r > 0:

( 1 ) Q(n) = n(2nr - iχnr - l)(/i3/12r2) + n(c2(Y).B/12) + Z(d?r)

D'apres Γassertion (i) de la proposition 0-2, on a:

Λ°(Y, ^Γ(ϋΓr + R)) = Xψγ{Kγ + R)).

Posons a = hQ(Y, ΘY{KY + R)); en appliquant le theoreme Riemann-Roch

et les remarques precedentes, on obtient:

2) a = (2r + l)(r + l)(//3/12r2) + (c2(Y).B/12) - *(0 r) .

Distinguons maintenant deux cas:

l e r cas: supposons r > 2.

Comme a est entier, r2 divise iί3. Puisque Q(l) > 0, on deduit:

( 3 ) X(&r) > - (c2( Y) -R/12) - (2r - l)(r - l)(ίίVl2r2) .

On a aussi: Q(l) + a > 0, ce qui donne:

( 4) (c2(Y) Λ/12) > - (2r2 + I)(ίί3/12r2) .

En reportant la formule (3) dans la formule (1), on obtient pour n > 2:

Q(n) > (n(2r2(n2 - 1) - 3nr) + (2r2 + 1) - (2r - l)(r - 1)) (#3/12r2)

ce qui implique:

( 5 ) Q(n) > n(n - ΐ)(2r(n + 1) - 3)((#3/12r).

On deduit pour n > 4: Q(n) > 3 4 (10r - 3)(F3/12r). Mais r2 divise if3,

par suite: (H3/12r) > r/12, ce qui implique: Q(n) > (lOr — 3)r > 7. Mon-

trons Γassertion (ii).
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Soit n un entier > 0. Supposons le systeme lineaire \nH\ compose

d'un pinceau. D'apres le theoreme de Bertini, il existe un diviseur irreduc-

tible Fn et un diviseur Zn, un entier f(n) > 0, tels que:

( 6 ) nH ~ f(ή)Fn + Zn ,

( 7 ) FnH
2>l.

Multiplions (6) par H2 et utilisons la formule (7); on obtient:

( 8 ) f(n)<nH3.

D'apres (6), on a: Q(n) < f(n) + 1. En utilisant (8), on obtient:

( 9 ) Q(ή) < r c # 3 + 1.

En appliquant la formule (5), on deduit:

(10) n(2r(n2 - 1) - S(n - 1) - 12r)(iϊ3/12r) < 1 .

Mais pour n > 4, on a: n(2rn2 — Sn — 14r + 3) > 4(18r — 9). Comme on

a: ίί 3/12r> r/12, cela implique:

n(2rn2 - 3n - Ur + 3)(ff8/12r) > (18r - 9)/3 > 3 .

On obtient une contradiction avec (10). Cela acheve la demonstration

du cas r > 2.

2έme cas: supposons r — 1.

Par le theoreme 0-2, on a pour p > 0: # y * 0 r = 0 et f*07 = 0F. La

suite spectrale de Leray donne: X((9Y) = X(ΘX). Par dualite de Serre sur

X, on a: X((PX) = — X(ΘX(H)). A nouveau, la suite spectrale de Leray donne:

X(Θr(f*(E))) = X{ΘX(H)). Par suite on a: X(0T(f*(H)) = - χ(ί?r). Posons

comme precedemment ί? = /*(/f). Appliquons le theoreme de Riemann-

Roch on obtient:

- X{ΘY) = (i?3/6) - (lfr-fiV4) + (i? (#2r + C2(Y))/12) + X(ΘY) .

En utilisant la condition (iii) du theoreme 0-3, on voit que:

KY.R
2 = R* et K2

YR = R\

On deduit:

(11) 2X(ΘY)= -

(Remarque: on aurait pu ecrire aussi: X(ΘY(KY)) = — X(ΘY). On aurait

obtenu: 2X{ΘY) = -(c2(Y) KYll2), ce qui montre que: c2(Y)-ΣieI ptWt = 0)
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La formule (2) donne: a = h°(Y, ΘY(KY + R)) = (H3/2) + (c(Y) 22/12) - χ(0γ).

En utilisant (10), on obtient:

<12) a = (#72) - 3X(0r) .

Par suite 2 divise H3. Pour tout entier M > 2, on a d'apres les formules

<D et (11):

<13) Q{n) = M(2M - 1)(M - l)(H3/12) - (2M - ΐ)X(Θγ) .

Distinguons deux cas:

1) Supposons H* = 2; alors X(ΘY) < 0 par la formule (12). La formule

(13) montre que pour n > 3, on a:

d'oύ on deduit pour n > 4: Q(n) > (4 7 3)/6 > 14 .

2) Supposons ί ί 3 > 4. Alors la formule (11) montre que pour n > 3

•on a:

Pour n > 4, on deduit: Q(τι) > (7/6) 5-4 = (35/3) > 7.

Montrons Γassertion (ii). Supposons que \nH\ soit compose d'un

pinceau. Alors on a la formule (9). Distinguons deux cas:

1) Supposons H3 = 2. Alors X(ΘY) < 0 et on a d'apres la formule

(14):

Mais pour n > 4, on a: (n/S)((2n - 1)(Λ - 1) - 1) > (4/3) (7-3 - 1) > 24,

€e qui contredit la formule precedente.
2) Supposons ff3 > 4. Alors d'apres la formule (15) on obtient:

((2n - ΐ)(n - 1)(Λ/12) - ((2n - l)/6) - τι)iϊ3 < 1 .

Mais on a: (2M - l)(n - 1)(Λ/12) - ((2M - l)/6) - Λ = (M(2M2 - 3M - 15)

+ 2)/12. On deduit pour n > 4: ((2M - 1)(M - 1)(M/12) - (2M - l)/6) - M)iί3

> 4-(11/6) > 7. Cela donne une contradiction avec Γinegalite precedents,

et termine la demonstration de la proposition.

Remarque 0-1. Soient S une surface lisse et protective, A et B deux

•diviseurs numeriquement positifs. Alors on a: (A + Bf > A2.

Nous renvoyons le lecteur au lemme 3-2 de [B-3] pour la demon-

stration de ce resultat.
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PROPOSITION 0-4. Soient S une surface lίsse et projective de type

general, R un dίviseur numέriquement posίtίf verifiant R2 > 0. Notons K

le dίviseur canonique de S. Alors on a: \K + R\ Φ 0.

Demonstration. D'apres la classification des surfaces, on a X(ΘS) > 0.

De plus le theoreme 0-1 implique: HP(S, Θs(—R)) = 0 pour p < 1. Par le

theoreme de Riemann-Roch, on a: h°(S, (PS(K + S)) = 1{ΘS) + (1I2)((K+R) R).

Puisque S est de type general, on a: K-R^O et done: h°(S, ΘS(K + R))

> 0. Cela termine la demonstration de la proposition.

D'apres les resultats de [Ha] sur les eclatements on a:

Remarque 0-2. Soient X et Y deux varietes lisses, /: Y—> X un mor-

phisme birationnel compose d'une suite finie d'eclatements de centres

lisses, (Ei)ieI la famille des diviseurs exceptionnels de /, et L un diviseur

ample sur X. Alors il existe un entier a > 0, et une famille (α*)^/ d'entiers

> 0 tels que le diviseur f*(L) — Σliei aχΈi soit ample sur Y,

D'apres les resultats de [B-l] on a:

PROPOSITION 0-5. Soit Y une variete lisse et projective de dimension

3. Supposons que soient donnes:

a) un diviseur P numeriquement positίf sur Y verifiant Pz > 0,

b) une famille (-Ei)ί6j de diviseurs lisses a croisements normaux,

c) un element oel, une famille (mi)ίΦ0 Rentiers positifs, une famille

(Ci)ίei de nombres rationnels de [0,1[,

d) un Q-diviseur ample L dans NSQ(Y), et un element G de Pic(Y),

tels que dans NSQ(Y) on ait: G = L + ΣiΦo ciEt,

e) un entier m> 0 tel que si D = mP + J^iΦ0 m^t, on ait:

Alors Eo n'est pas partίe fixe du systeme lίneaire \D\.

Nous renvoyons a la proposition 2-1 de [B-l] pour la demonstration

de ce resultat.

Rappelons maintenant les notations suivantes dues a Fujita [F]: Etant

donnes une variete lisse et projective V et un diviseur effectif D sur V,

on note B(D) le lieu fixe du systeme lineaire \D\.
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La demonstration de la proposition 1

1) Une premiere proposition technique

Desormais X designe une variete de dimension 3 normale et projec-

tive dont les singularites sont canoniques au sens de [R-l]. Soient e le

p.p.c.m. des indices des points singuliers de X, H et D deux diviseurs de

Cartier, tels que:

— le bidual de ωψ soit isomorphe a ΘX(H),

— les diviseurs (eD — H) et D sont numeriquement positifs, et on a

(eD - Hf > 0.

Nous allons faire les hypotheses suivantes (nous verrons au para-

graphe 3 que Γon peut toujours les realiser):

Soient Y un modele birationnel lisse de X, f: Y —> X un morphisme

birationnel, (Ei)iel une famille ίinie de diviseurs lisses a croisements

normaux, (pi)iel une famille de nombres rationnels positifs, R = f*(H) et

P = f*(D), et m un entier > 3, verifiant les conditions suivantes:

EQ II existe une famille (Ui)ίeI d'entiers positifs non tous nuls et un

diviseur Mtels que: mP = M + Σter ui^u M est la partie mobile de \mP\,

ΣieI UiEt sa partie fixe; de plus le systeme lineaire |ikf | n'a pas de point

base.

H2) Soit Kγ le diviseur canonique de Y. On a dans NSQ(Y):

Kγ = (fije) + Σ pΛ
iei

Soit ie I tel que pt > 0, alors on a: dim (/(!£*)) < 1 .

H3) II existe une famille (tt)ieI de nombres rationnels de ]0,1[, et un

element τe]0, l[ίΊQ, tels que pour toute famille ( r 4 ) i e / de nombres ration-

nels de [0, τ], le Q-diviseur (P — (R/e)) — £ ] < 6 Z (tt + Ti)Et est ample.

PROPOSITION 1-1. Sous les hypotheses Hu H2 et HZy on a pour tout i e I:

UtKpt + 1) < 1 + (2/(m - 2)) .

Demonstration. Nous allons raisonner par Γabsurde et supposer qu'il

existe a e I tel que: uj(ρa + 1) > 1 + (2/(m — 2)). Nous allons montrer en

plusieurs pas qu'il existe:

— un element o e / ,

— une famille (mi)iΦQ d'entiers positifs,

— une famille de nombres rationnels (Ci)ίΦ0 de nombres rationnels de [0, If,,

— un Q-diviseur ample L,
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tels que si A = mP + 2J**O m>iEi les conditions a), , e) de la proposition
0-5 soient satisfaites. De plus Eo est partie fixe du systeme lineaire \A\.
Cela entraίnera une contradiction avec la proposition 0-5.

ler pas. quelques calculs arithmetiques:
Soit r un nombre rationnel > 0. Posons:

a(r) = max i67 (ut + r(tt + r))/(^ + 1) .

Soit E(r) Γensemble forme des ie I tels que:

α(r) = (K, + r(ίt + τ))l(pt + 1) .

En faisant tendre r vers 0, on voit qu'il existe un nombre rationnel r > 0
tel que les conditions suivantes soient realisees:

( i ) pour tout ί 6 E(r), on a ut Φ 0,

(ii) a(r) > uβl(pa + 1),
(iii) φ(r) < 1.

Soit o6 E(r); posons s0 — t0 + τ et st = tt pour ie I — {o}. II est clair que
si Γon definit pour tout ie I, mt par:

on a m0 = — 1 et pour tout ie I — {o}: 0 < mέ < {̂ J. De plus posons
pour tout iel — {o}, ĉ  = /̂ i + ({ut + rSi)la(r)) — pt. On a: Ci e [0,1[.

2έme pas. Ie diviseur A = ?nP + 2^o î-Ê ί verifie les hypotheses de
la proposition 0-5.

Montrons premierement que A verifie Γhypothese e). Ecrivons dans

NSQ(Y):

A-Kγ-E, = (m- (mla(r)) - 2)P + (P - (R/e)) - (r/α(r)) Σ stEt
iei

+ (M/a(r)) + P + Σ (n»i + ((»i + rβ4)/α(r)) - p,)Et .
iO

Posons dans NSQ(Y):

L = (m- (mla(r)) - 2)P + (P - (R/e)) - (rlφ)) Σ
iei

L est un Q-diviseur ample. En effet par construction on a:

m - (m/a(r)) - 2 > m - ( m ^ + l)/κβ) - 2 > 0 ,

et par Ie choix de r (condition (iii) du l e r pas) on a: rja{r) < 1. Par
Γhypothese Hs, Ie Q-diviseur (P — (R/e)) — Σ ί e J st2?f est ample et Γon peut
ecrire:
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= (m- (mla(r)) - 2)P + (1 - (r/a(r)))(P - Rfc))

Cela montre que L est un Q-diviseur ample. Posons maintenant:

GΞΞA-KY-P-E0.

On a par definition dans NSQ(Y): G = L + ΣiΦQ CiE^ De plus on a:

Cela montre que Γhypothese e) de la proposition 0-5 est verifi.ee. Le

lecteur verifiera sans peine que les conditions restantes sont remplies. Le

2kme pas est done demontre.

3έme pas, Eo est contenu dans la partie fixe du systeme lineaire |A|.

Montrons que les parties mobiles de \mP\ et de \A\ sont les memes.

Ό'apres Γhypothese H2, on a pour tout i e I tel que ρt > 0: dim (f(Et)) < 1.

Par construction, on a pour tout i e I — {o}: 0 < m* < {^J. Par suite, si

Pi = 0, on α rrii = 0. De plus, puisque f*{Θγ) = Θx, on a les isomorphismes

suivants: iϊ°(X, O^rnD)) s JEΓ(y, «r(A)), et Jΐo(X, O^mD)) s fΓ(y, βr(mP)).

€ela demontre le resultat annonce.
Par le choix de r (condition (i) du ler pas) on a w0 ̂  0. Cela demontre

le 3*me pas.
D'apres les considerations du debut, on a done demontre la proposi-

tion.

2) One deuxieme proposition technique.

Dans la section precedente, nous avons considere la variete Y au
dessus de X verifiant les conditions Hl9 H2 et Hs. Nous allons supposer
Γentier m > 12 et des a present considerer la situation obtenue en rempla-

ςsiΏ.t la condition Hx par H[:

Hi) Π existe une famille (Ui)ieI d'entiers positifs non tous nuls, pour

chaque ne{4, 5} une famille (6i(n)) i e/ d'entiers positifs et un diviseur

M(ή) tels que:

( i ) mP = M + 2ί67 wί^i> Λ^ est la partie mobile de \mP\, Σlίei uiEt

sa partie fixe. De plus \M\ est sans point base.

(ii) nP = M(ri)+ Σieτbi(ri)Eu M(ή) est la partie mobile de \nP\9

^Σltei bi(n)Ei sa partie fixe. De plus |M(τz)| est sans point base.

LEMME 1-1. Soίt a el tel que uj(pa + 1) > 1; si pae{0,l}, il existe

n e {4, 5} tel que ba(ή) > 1
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Demonstration. Puisque m > 12, il existe deux entiers positifs p et q

tels que: m = Ap + 5g. Puisque les multiple cites des composantes fixes

des multiples d'un meme diviseur sont sous-additives: ua <p6α(4) + qba(5).

Mais on a: ua > (pa + 1) > 1; on deduit qu'il existe 7i e {4, 5} tel que ba(n}

Nous allons raffiner la proposition 1-1:

PROPOSITION 1-2. Sous les hypotheses H'ί9 H2, et Hz pour tout m^YT

et tout i el tel que ρt e {0, 1}, on a: ui\{pi + 1) < 1.

Demonstration. Nous allons raisonner par Γabsurde et supposer qu'il

existe a el tel que pa e {0, 1} et: ua/(pa + 1) > 1. Remarquons que si

uj(ρa + 1) > 1, on a en fait: uj(pa + 1) > 1 + (1/2). Puisque m > 17, on

a aussi: 1 + (2/(m - 2)) < 1 + (2/15) < 1 + (1/2). Cela contredirait la

proposition 1-1. On peut done supposer: uj(pa + 1) = 1. Nous allons

proceder en plusieurs pas:

lerpas: II existe un entier 7ze{4, 5} et un nombre rationnel £ > 0

verifiant les conditions suivantes: Posons b(t) = max {{ut + tbi(n))l(pi + 1)>

ίel}, et notons F(t) Γensemble forme des ie I tels que:

6(0 = (u< + tbMWi + 1) .

Alors on a:

( i ) m - ((m + tή)lb(t)) - 2 > 0,

(ii) ŵ  Φ 0 pour tout i e F(t).

Remarquons que pour avoir la condition (i), il suffit de trouver t et n

tels que: m — ((m + tή)(ρa + l)l(ua + tba(ή))) — 2 > 0, ce qui equivaut a:

m + tn < (m — 2)(1 + tba(n))l(ρa + 1), ou encore:

(A) t(((m - 2)ba(ή)l(Pa + 1)) - n) > 2 .

La condition (ii) est impliquee par la condition: pour tout iel, on a

tbiinjKpi + 1) < (ua + tba(n))l(ρa + 1) < &(£). Mais d'apres la proposition 1-1,

on a pour tout i e I: bi(n)l(pi + 1) < 1 + (2/(ra — 2)). La condition (ii) sera

realisee des que: ί(l + (2/(n - 2))) < 1 + (tba(ή)/(pa + 1)), e'est a dire:

(B) t(l - (ba(n)l(Pa + 1)) + (2/(Λ - 2))< 1 .

Posons cα(w) = ba(ή)[(ρa + 1); les conditions (A) et (B) sont compatibles si

la condition suivante est realisee:

(C) 1 + (n/2) + (2/(τι - 2)) < mca(ή)l2 et (m - 2)C.(Λ) - n > 0 .

La condition (C) ne depend plus de t. Nous allons montrer que celle-ci
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est satisfaite pour un n e {4, 5} des que m > 17.
Choisissons a Γaide du lemme 1-1 un entier n e {4, 5} tel que ba(ή)

> 1. On peut done supposer ca(n) > 1/2; remarquons que:

((m - 2)/2) - n > (15/2) - 5 = 5/2 > 0 ,

1 + (n/2) + (2/(τι - 2)) < 4 + (1/6) ,

ca(ή)ml2 > m/4 > 4 + (1/4) .

Cela demontre le resultat.

2eme pas. quelques caleuls arithmetiques.
Soient t un nombre rationnel > 0 et n e {4, 5} tels que les conditions

(i) et (ii) du l e r pas soient realisees. Posons avec les notations du l e r pas:

c = m - ((m + tή)lb(t)) - 2 .

D'apres le l e r pas on a: c > 0. Posons pour chaque i e I: dt = ut + tb^n).
Pour tout nombre rationnel r > 0 soit:

a(r) = max {(d, + r(tt + τ))l(pt + 1), i e 1} .

Notons comme precedemment £J(r) Γensemble forme des i e I tels que:

a(r) = (d, + r(ί€ + τ))/(Pi + 1) .

En faisant tendre r vers 0, il est clair qu'il existe un nombre rationnel
r > 0 tel que les conditions suivantes soient remplies:

(i ) m-((m+ tn))ja{r)) - 2 > c,
(ii) E{r)cF(t),
(iii) φ(r) < 1.
D'apres Γassertion (ii) du l e r pas, la condition E(r) c F(t) entraine

que pour tout i e E(r), on a ut Φ 0. Soit o e E(r); posons s0 = t0 + τ et
pour tout iel — {o}: Si = tt. On definit une famille (mι)iΦQ d'entiers posi-

tifs en posant pour chaque i Φ o:

™>i= - [((d1 + rs%)la{r)) - Pi] .

On a: 0 < m̂  < &}; de plus: ((d0 + rso)/α(r)) - p0 = 1.

geme £>α^ Le (J ί v i s e u r 4̂ = mp + JZί̂ o ̂ ί^ί verifie les conditions

a), , e) de la proposition 0-5.
Avec les notations des pas anterieurs, ecrivons dans NSQ(Y):

A-Kγ-E0 = (m-((m + tn)/a(r)) - 2)P + (P - (fl/e)) - (r(a/r)) Σ 8iEt
iei

tM(ή))la(r)) + Σ(((<** + rs()Kr)) + mt - Pt)Et .
iO
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Pour tout iel — {o}, posons: ct = {{dt + rSi)la{r)) + m< — pt. Alors d'apres

la definition des mif ct est un nombre rationnel de [0,1[ pour i Φ o.

D'apres les conditions (i) et (iii) du 2hme pas relatives au choix de r, on

a: m — ((m + tή)la(r)) - 2 > 0. Si Γon pose dans NSQ(Y):

L = (m-((m + tή)la(r)) - 2)P + (P - (file)) - (φ(r)) Σ 8tE% ,
ie/

on a:

L = (m-((m + tή)la(r)) - 2)P + (1 - (rla(r))(P - (Λ/β))

D'apres Γhypothese if3, il est facile de voir que L est un Q-diviseur ample.

Posons maintenant: G ΞΞ A - Kγ - Eo - P. On a dans NSQ(Y): G = L +

ΣiΦoCiEt. Par definition on a: A = iΓF + ί70 + P + G. Le lecteur veri-

fiera sans peine que les conditions a), , e) de la proposition 0-5 sont

satisfaites. Cela termine la demonstration du 3 έ m e pas.

4e m e pas. Eo est contenu dans la partie fixe du systeme lineaire \A\.

Remarquons que par le choix de r effectue au 2 έ m e pas (condition (ii)),

on a u0 Φ 0. Pour avoir le resultat, il suffit de reprendre la demonstration

du 3 έ m e pas de la proposition 1-1; nous y renvoyons done le lecteur.

Le fait que Eo soit composante fixe du systeme lineaire |A| contredit

la proposition 0-5, et demontre la proposition 1-2.

3) Quelques constructions preparatoires

Soient X, H et D verifiant les hypotheses de la proposition 1.

PROPOSITION 1-3. Soit m un entίer > 12. II exίste un modele birationnel

lisse Y de X, un morphisme f: Y—>X tels que:

( i ) les hypotheses H[, H2 et Hz du deuxieme paragraphe de ce chapίtre

soient satisfaites.

(ii) Pour toute composante irreductίble C de dimension 1 de B(mD),

avec les notations du 2έme paragraphe de ce chapίtre, il exίste iel vέrίfiant:

a) f{Ed=C,

b) on a pi = 0 si C a sing (X),

c) on a pi = 1 si C ς£ Sing (X).

Demonstration. Montrons Γassertion (i). En fait, nous allons seule-

ment demontrer que les hypotheses Hu H2 et H3 du l e r paragraphe de ce

chapitre peuvent etre satisfaites, en laissant au lecteur le soin d'adapter

la demonstration pour avoir H[. Soient m > 12, N la partie mobile de
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\mD\9 (Wi)ieJi la famille finie des composantes irreductibles de dimension

2 de la partie fixe de \mD\, (at)teJl une famille d'entiers positifs, tels que:

Soient L un diviseur ample, (W ί ) ί 6 / a une famille finie de diviseurs irreduc-

tibles, (h^iQj^ une famille d'entiers positifs, et m0 un entier > 0 tels que:.

mo(eD -H) = L + Σiej* htWt.

D'apres le theoreme 0-3, soient Z et Xf deux modeles birationnels de

Xy s: X'->X et t: Z-+X' deux morphismes birationnels, (Vj)jeJ une

famille finie de diviseurs lisses a croisements normaux sur Z, {Pj)jeJ une

famille d'entiers positifs, tels que:

1) Z est lisse et X; n'a que des singularites terminales au sens de

[R-2].

2) Notons ωz et ωx, les faisceaux dualisants de Y et Xf respectivement.

Alors on a: ωψ = 8*(ωφ) et ωψ = t^ω^XΣjejPjVj).

3) Pour tout j e J, t{V3) est un point singulier de X'.

Soient n un entier > 0 et ί: X—>Pn le plongement de X dans P^

defini par un multiple convenable de L. D'apres Hironaka ([Hi]), il existe

un modele birationnel lisse Pn de Pn, un morphisme birationnel Φ: Pn —^P*1

compose d'une suite finie d'eclatements de centres lisses de dimension < 2,

verifiant les conditions suivantes: Le transforme strict Xo de X par Φ est

lisse. Notons f0 = Φ\XQ. Soient (Ei)i6Io la famille des diviseurs obtenue

en prenant les composantes irreductibles des traces sur Xo des diviseurs

exceptionnels de Φ. Alors pour tout ielo, on a: fo(Ei) c Sing(X).

Puisque Xo est lisse, il existe un modele birationnel lisse Xx de XQy

un morphisme birationnel fx: Xx -> Xo compose d'une suite finie d'eclate-

ments de centres lisses de dimension < 1, tels que la partie mobile de

\(fo°fi)*(mD)\ soit sans point base. Posons g = sot.

Soient Y un modele birationnel lisse de Xl9 f2: Y—>Xi et h: Y'-> Z

deux morphismes birationnels verifiant les conditions suivantes:

—/ 2 est compose d'une suite finie d'eclatements de centres lisses de dimen-

sion < 1.

— Posons / = / 0 o / l O / 2 ; soient (Ei)iel la famille formee des diviseurs ex-

ceptionnels de / et des transformes stricts des Wj pour j e JΊ U J2 et des

El pour ieIQ. Alors (Et)ieI est une famille de diviseurs lisses a croise-

ments normaux.

— On a: f= goh.
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Puisque la partie mobile de \(fQ°fΐ)*(mD)\ est sans point base, il en
est de meme de celle de |/*(mZ))|. Soient M la partie mobile de \f*(mD)\,
(Ui)ίeI une famille d'entiers non tous nuls, tels que:

f*(mD) = M +
iei

L'hypothese Hγ est done realisee.
Soit Kγ le diviseur canonique de Y. Posons R = f*(H) et P = /*(!>).

D'apres [R-l], puisque /: Y-^X est une desingularisation de X, il existe
une famille (pι)ίeI de nombres rationnels positifs telle que dans NSQ(Y),
on ait:

KY = (Λ/e) + Σ ^ ,
ίe/

et pour tout ί e I tel que ^ > 0, on a: dim (f(Ei)) < 1. Cela demontre H2.
Soit (di)ίel une famille d'entiers positifs telle que:

Soit 77 Γensemble forme des i e I, tels que 2£t soit le transforme strict d'un
diviseur E] pour j elo ou Men d'un diviseur exceptionnel de fι°f2, Alors
d'apres la remarque 0-2 (le plongement de X dans Pn est defini a partir
d'un multiple convenable de L), il existe un entier &' > 0 et une famille
(bί)ίei' d'entiers > 0, tels que le diviseur b'f*(L) — Σ*ez' &^i soit ample.
D'apres les resultats de Serre sur les faisceaux amples (cf. par exemple
[Ha]), il existe un entier b > 0, et une famille (t£)ieI d'entiers > 0, tels
que pour toute famille (eέ) i e 7 e {0,1}7, le diviseur bf*(L) — Σ*e/ (^ + eι)Et
soit ample. Soient q un entier > 0, et (e^ίe/ u n e famille d'entiers de {0,1};
on peut ecrire:

(q + mob)(eP - R) = q(eP - R) + (6/*(L) - Σ « + β*)̂ *)
ίe/

+ Σ (fed, + ΐ{ + e,)^ .
ίe/

Dans NSQ(Y), on a:

(P - (file)) - Σ ((bdi + Z + edKq + bmo))Ei
ίe/

= (q(eP -R) + (bf*(L) - Σ « + e4)̂ «))/β(ςf + bm0).
ίe/

Par suite si g est assez grand, et si Γon pose pour tout iei:

tt = (bdt + tΐ)/e(q + bm0) et τ = (l/β(g + bm0))
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on obtient:

— pour tout iel, on a: tte [0,1[.

— pour toute famille (τi)ieI de nombres rationnels de [0, τ] le Q-diviseur

(P - (R/e)) - Σiei (ti + τdEi est ample.

L'hypothese Hs est done realisee.

Montrons Γassertion (ii). Soit C une composante irreductible de dimen-

sion 1 de B(mb). Distinguons deux cas:

Supposons C C Sing (X). Alors d'apres [R-2], il existe un diviseur

irreductible sur X' tel que s(W) = C. Puisque C C B(mD), West contenu

dans B(s*(mD)). Soit W le transforme strict de W par t. Alors W est

contenu dans B(g*(mD)), et W est distinct de tous les Vό pour jeJ.

Comme C c B(mD), il existe i e I tel que le transforme strict de W par

h soit Et>- Puisque h: Y^>Z est un isomorphisme en codimension 1, on

Si pi = 0 d'apres ce que Γon vient de voir.

Supposons C <£. Sing (X). Puisque f0: Xo —• X est une desingularisation

de X telle que pour tout ielθ9 on ait: /0(JSJJ) c Sing(X), C possede un

transforme strict Cr par /0. La courbe C7 est aussi une composante irre-

ductible de dimension 1 de B(f$(mD)). Puisque la partie mobile de

\(fo°fd*(mD)\ est sans point base, il existe un diviseur exceptionnel W de

/i correspondant a Γeclatement de la courbe C. II existe done iel, tel

que Eι soit le transforme strict de W par f29 et on a pt = 1.

Cela termine la demonstration de la proposition.

4) La demonstration de la proposition 1

Soit m un entier > 17 tel que |τnZ)| ne soit pas compose d'un pinceau.

D'apres le theoreme de Bertini, on peut supposer B(mD) Φ 0, car sinon

il n'y a rien a demontrer.

D'apres la proposition 1-3, il existe un modele birationnel lisse Y de

X9 un morphisme birationnel /: Y -> X verifiant les conditions H{, H2, et

JHS du 2 έ m e paragraphe de ce chapitre. En reprenant les notations de ce

paragraphe distinguons plusieurs cas:

l e r cas. Supposons que B(mD) ait une composante irreductible de

dimension 2. Soit Et le transforme strict de celle-ci par /. Alors on a

Pi = 0 et ut > 1. Par suite Uιl(pt + 1) > 1, ce qui contredit la proposition

1-2..

2έπιe cas. D'apres le premier cas, on peut supposer que dim (B(mD))
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< 1. Soit C une composante irreductible de dimension 1 de B(mD). Dis-

tinguonsles deux possibilites suivantes:

a) Supposons C contenue dans Sing (X). D'apres la proposition 1-3,

il existe iel tel que f(Et) = C et pt = 0. Par hypothese, on a: ut > 1,

et done: uJipi + 1) > 1. Cela contredit la proposition 1-2.

b) Supposons C non contenue dans Sing (X). Supposons que Γelement

general de \mD\ passe par C avec multiplicity > 2. D'apres la proposition

1-3, il existe iel tel que f(Ez) = C et ^ = 1. Comme on a: ut > 2, on

deduit: M</(/O< + 1) > 1, ce qui contredit la proposition 1-2.

Pour avoir la proposition 1, il suffit maintenant d'utiliser le theoreme

de Bertini.

Un resultat sur les surfaces Q-Gorenstein

DEFINITION 2-1. Soit S une surface normale et projective. Nous

dirons que S est Q-Gorenstein, si elle veriίie les conditions suivantes: S

est de Cohen-Macaulay; notons ωs son faisceau dualisant. Alors il existe

un entier r > 0, tel que le bidual du faisceau ωψ soit inversible.

DEFINITION 2-2. Soit S une surface normale projective Q-Gorenstein.

Nous dirons que S est de type general si un modele lisse de S est une

surface de type general.

PROPOSITION 2-0. Soίent S une surface normale Q-Gorenstein de type

general, ωs son faisceau dualisant, n un entier > 2, a et r deux entiers

> 0, D et U deux divίseurs de Cartier sur S9 verifiant les conditions

suivantes:

a) Le bidual de ωfr est isomorphe a ΘS{U).

b) Pour toute courbe C sur S, on a degc (Φ8(D)) > 0 et degc (Θs(aD — [/))

>0.

c) D2 > 0 et on a h\S9 Θs{nD)) > 4.

Alors le faisceau Φs(mD) est engendrέ par ses sections globales dans les

deux cas suίvants:

( i ) r^2etm^n + a + r— 1,

(ϋ) r = 1 et m > n + r + a.

Le but de ce chapitre est de demontrer cette proposition en trois etapes.

1) Un resultat έlementaίre sur les surfaces de type general

Soient S une surface lisse de type general, So son modele minimal et
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/: S —> So le morphisme birationnel correspondant. Notons K le diviseur

canonique de S, KQ Γimage inverse de celui de SQ par /. Par definition,

il existe une famille finie de diviseurs eίfectifs (Li)ieI, une famille (Cp)peI

de courbes rationnelles lisses, une famille de sous-ensembles (Ip)peI, un

ordre partiel sur I, tels que les conditions suivantes soient realisees:

a) pour tout iel, on a: L\ = — 1, K^Lt = 0,

b) pour tout i, j el, i Φj, on a L^Lj = 0,

c) pour tout pel, et tout ieIp, on a p < i, et Lp = Cp + ΣieiPLiy

d) on a: K = ϋΓ0 + Σ*e/£*

PROPOSITION 2-1. Soi£ E urc diviseur numeriquement positif non nuΐ

sur S, soit J Vensemble forme des iel tels que R Lt > 1. Le diviseur

R + Σiej Li est numeriquement positif

Demonstration. Pour tout i £ J, on a Jϊ L* = 0. Remarquons que si

p et g sont dans /, on a Lp Cq > — 1, et on a egalite si et seulement si

p — q. En effet par la condition c), on a:

Si p Φ q, on obtient: Lp (Lg - ΣtezqLt) = - (Σie/ g it) ip > 0.
Si /> = q, on obtient: LP (LP — ΣierpLi) = —1, ce qui montre le result at.

Soit p e I tel que: (Σ^e./ Lj)-Cp < 0. Alors p e J , et on a:

D'apres ce qui precede, LPCP = — 1 et L̂  Cp > 0 pour j # p, par suite

pour tout j eJ — {p}, on a L ; Cp = 0 et CCjej Lj)Cp = —1. La relation

c) montre que /pΠ J" = 0. On deduit pour tout ieIp: R L̂  = 0. Pour

tout peJ, on a i? Lp > 1, et puisque Cp — Lp — Y^ieipLu on obtient:

i2 Cp > 1. Montrons que pour tout pel, on a: (i? + ΣIJGJLJ)-CP > 0.

Distinguons deux cas:

1) supposons peJ:

D'apres ce qui precede, on a: (Y]jeJ Lj)-Cp > — 1. Comme RCP > 1>

on a: (Λ + Σie.,£,) Cp > 0.

2) supposons p &J:

Alors on a: ( Σ /e j-^ Cp ^ 0, et done puisque i? est numeriquement

positif, on a le resultat. Cela acheve de montrer la proposition.

2) Une proposition technique sur les surfaces.

LEMME 2-1. Soient S une surface lisse et projective, R un diviseur

numeriquement positif verifiant R2 > 0. Alors:
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( i ) Le nombre de courbes irrέductίbles deux a deux dίstinctes C telles

que R'C = 0 est finί.

(ii) Le nombre de dίvίseurs effectίfs E dίstίncts deux a deux tels que

RE = 0 et E2 = - 1 , est fini.

Nous renvoyons au lemme 1-2 de [B-l] pour la demonstration de ce

resultat.

PROPOSITION 2-2. Soίent S une surface lίsse et projectίve, R et P deux

dίvίseurs numέriquement posίtίfs, K le diviseur canonίque de S, n un entίer

> 2, tels que Γon ait:

a) P 2 > 0 et R2 > 0,

b) h\S,Θs(nR))>4.

Supposons \K + P + nR\ Φ 0. On a les assertions suivantes:

( i ) Soίt x e B(K + P + nR). Alors il existe un diviseur effectίf E

passant par {x} verifiant PE = RE = Q et E2 == — 1.

(ii) Soίt C une courbe irreductίble contenue dans B(K + P + nR).

Alors C est une courbe rationnelle lisse verifiant RC = PC = 0.

Demonstration. Soit x un point ferme de S. Soient S 7 un modele

birationnel de S, /: S' —> S Γeclatement du point x, et L le diviseur excep-

tionnel correspondant. Notons Kf le diviseur canonique de S\ Supposons

que x e B(K + P + nR). D'apres Γhypothese b), il existe une famille (Ci)ίeI

de courbes irreductibles, et une famille {a^)iel d'entiers positifs, tels que

Γon ait:

Σ
ίei

aίCίe\f*(nR)-2L\.

ler pas. la 0-connexite de nf*(R) - 2L.
Soit De \f*(nR) — 2L\. Alors montrons que D est 0-connexe au sens

de [Ra]. Soient Dx et D2 deux diviseurs effectifs non nuls sur S', Gx et G2

deux diviseurs effectifs sur S, nt des entiers pour i e {1, 2}, tels que Γon

ait:

_ D. = /*(G t) - n,L pour i e {1, 2},

— Gi + G2 ~ nR, et nx + n2 = 2.

Ecrivons dans ΛΓSβ(S), pour ie{l, 2}: G, = (R-GJR2)R + (—l)*f avec iί f

= 0. On a:

<1) R Gί + GR2 = nR2 .

De plus on a:
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( 2 ) A Ά = Gx G2 - nλn2 = ((R - G1)(R - G2)/R2) - ξ2 - nxn2 .

D'apres le theoreme de Γindice sur S, on obtient ξ2 < 0. Distinguons deux

cas:

ler cas. supposons R G1 > 0 et R G2 > 0.

On a d'apres la formule (1): (R Gt) (E G2)/E2 > (τιE2 - 1)/B2 > τι —

(1/i?2) > 2 - 1 = 1. D'apres la formule (2), on deduit: A Ά > 0.

2d m e cαs. supposons i? Gx = 0.

Alors on a: ( ^ + G2) G, = Gx G2 + G2. = 0. Puisque R2 > 0, le theoreme

de Γindice sur S implique: G\ < —1, ce qui montre que: GXG2^ 1. En

utilisant la formule (2), on obtient: A* A ^ 1 — 1 = 0.

2 έ m e pas. On a Γune des assertions suivantes:

( i ) II existe un entier m > 0, une famille (Dp)0<p<m de diviseurs,,

une famille (jp)o<p<m d'elements de 7, verifiant les conditions suivantes:

a) pour tout p e {0, , m — 1}, on a Dp + 1 = D p + C^ et

b) on a: A ΞΞ /*(P), et Z>m = /*(P + Tzί?) - 2L.

(ii) II existe un diviseur effectif J57 sur S passant avec multiplicite 1

par le point x verifiant: PE = R E = 0 et E2 = - 1 . Soit C* la com-

posante irreductible de E passant par x. On a: ΘCχ{nR — E) — ΦCχ({%})-

II est clair que Γon a Γassertion (i) sauf s'il existe une famille {bi)ieI

d'entiers > 0 verifiant:

1) pour tout i 6 7, on a bt < αt,

2) Γensemble forme des ίe I tels que 6̂  < at est non vide. De plus

si iel verifie bt < au on a:

Soit 77 Γensemble forme des i e 7 tels que bt < α̂ . La condition 2) entraine

que pour tout ieΓ, on a:

(1) Cr(f*(P) + ΣbtCt)<0.
iei

Posons D = Σtei btCi. Puisque /*(P) est numeriquement positif, d'apres

(1), pour tout ieΓ on a:

( 2 ) D Ct<0.

Posons pour chaque i e 7', βi = α̂  — &*; on a: D + Σier efii — f*(nR) ~
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2L. D'apres la formule (2) on a: D-(Σtei' eid) < ° D'apres le l e r pas,

on deduit:

(3) D>(ΣeiCί) = 0.
ίei'

La formule (2) entraine que pour tout ί e Γ, on a D- Ct — 0. La formule

(I) montre que pour tout ieΓ on a:

( 4 ) f*(P)-Ci = 0.

La condition 2) entraine alors que pour tout ieΓ, on a:

<5) f*(P)\Ot = D\Ci = 0 .

Posons Π = ΣίeI> βiCf Soient M et M' deux diviseurs effectifs sur S, a

et Q! deux entiers, tels que Γon ait:

D = f*(M)-aL, D' = /*(AP) - a'L , M + M 7 ^ ^ ^ ,

et α + α' = 2 .

D'apres la formule (4), on a:

(7) D/./*(P) = M / P = 0

La formule (3) montre que:

(8) JO-IK = M Af / -00' = 0

Puisque c + α; = 2, on a:

(9) M . M ' < 1 .

Eemarquons que M ; est non nul, car sinon on aurait a! < 0, et la formule

(8) serait absurde. La formule (7) et le theoreme de Γindice entrainent:

(10) M72 < - 1 .

La 3 έ m e egalite de (6) montre que:

M'M + Mn = nRM'>0

A Γaide des formules (9) et (10), on deduit:

MM = 1 , Mn = - 1 , JR M ' = 0 .

La formule (8) entraine:

(II) a = α7 = 1 .

Supposons que MJ passe au moins deux fois par {x}. Alors L serait
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composante irreductible de Ώ! et d'apres la formule (2), on aurait: DL

—0, ce qui est absurde d'apres (11) et la l έ r e egalite de (8).

Soient Cx la composante de Mr passant avec multiplicite 1 par {x} et

C'x le transforme strict de Cx par /. D'apres la formule (5), on a:

D\o>. = 0 ,

d'oύ Ton deduit: ΘG>x(f*(nR - M')) ^ 0;(L). Cela implique:

(12) OcJLnR - Mf) s ΘCχ({x}) .

On a done demontrer le 2krΏe pas.

3 έ m e pas. L'assertion (i) du 2*me pas est absurde.

Soit x e B(K + P + nR). Soient m un entier > 0, (Dp)0<p<m une suite

de diviseurs sur S', (jp)0<p<m une suite d'elements de / verifiant les con-

ditions de l'assertion (i) du 2kme pas. Soit p e {0, , m — 1} on a la

suite exacte:

<p) 0 > (DA-DP+1) > Θs,{-Dp) > ΘCjp{-Dp) • 0 .

Montrons par recurrence sur p que H^S', Θs,(—Dp)) = 0. D'apres le

theoreme 0-1, on a: IΓ(S'9 Θs>(-D0)) = 0. Supposons que H\S', OSJ(-DP))

= 0. D'apres l'assertion (i) a) du 2 έ m e pas, on a: H°(CJp9 ΘCjp{-Dp)) = 0.

La suite exacte (p) montre que: £ r ( S ' , Φ8>(—Dp+1)) = 0. Cela montre le

resultat.

On a: H\S\ Θs,{-Dm)) = 0. De plus la suite:

0 • e>8'(f*(K +P+nR)-L) • 08'{f*(K +P+ nR)) > ΘL > 0

•est exacte. Par dualite de Serre, on obtient:

H>(S>, Θs,(f*(K +P+nR)- 2L)) s HW, d>A~DJ) = 0 .

Cela entraine que Γhomomorphisme:

H°(S\ <9s,(f*(K + P+ nR))) • H%L, ΘL)

est surjectif, ce qui est absurde.

4έme pas. La demonstration de l'assertion (ii) de la proposition 2-2.

Soit C une courbe fixe du systeme lineaire \K + P + nR\. Alors chaque

xeC appartient a B(K + P + nR). D'apres ce qui precede, il existe un

diviseur effectif Ex verifiant P EX = REX = 0 et Ex = — 1. De plus ce

diviseur passe exactement une fois par x. Soit Cx la composante irreduc-
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tible de Ex contenant x. D'apres le lemme 2-1, il existe un sous-ensemble

infini N de C, une courbe irreductible Co, un diviseur effectif E, tels que

pour tout x e N, on ait: Ex = E et Cx = Co. Alors, pour tout xeN, on a

X G C Π C Q . Cela entraine que C = Co. De plus d'apres la formule (12)

du 2d m e pas, on a:

Θc({x}) =

par suite C est une courbe rationnelle lisse verifiant: PC = RC = 0.

Cela termine la demonstration de la proposition 2-2.

3) Sur la resolution minimale de S.

Soit S une surface normale et projective verifiant les hypotheses de

la proposition 2-0. Soit (Qa)aeΛ la famille finie des points singuliers de

S, f: S' —> S la resolution minimale de ces points singuliers. Pour chaque

aeA, notons (Ef)iela la famille des composantes irreductibles de f'XQa)-

Notons K le diviseur canonique de S\ Puisque / est la resolution minimale

de S, il existe un diviseur effectif Ee®aeA®ίeIaNE? tel que: rK + E =

Posons R = f*(D) et P = f*(aD - U). Alors P et R sont des diviseurs

numeriquement positifs, et on a pour tout a e A et tout ie Ia:

φEa(P) = ^.(jR) = (P̂ α .

Comme S est normale, on a f*0s> — ®s et done, pour tout entier n, on a

Γisomorphisme:

( 1 ) H°(S, Θs{nD)) s iί°(S/, Φβ,(ΛB)) .

Soient So le modele minimal de S' et Ko Γimage inverse du diviseur

canonique de So sur S\ Reprenons les notations de la proposition 2-1.

II existe une famille de diviseurs effectifs (Li)ieI tels que:

K = κ0 + Σ U .
iei

Soit J le sous-ensemble forme des iei tels que iί-L^ = 0. Posons L =

ΣiejLί et ΊJ = Σίg jLi . D'apres la proposition 2-1, le diviseur Ko + R

+ U est numeriquement positif. Posons Eo = E + (r — 1)L.

LEMME 2-2. Pour tout entier n > 0, on a: B((n + α + r)JR)Π£J0 = 0.

Demonstration. Soit τι un entier > 0. On a:

(n + a + r)R ΞΞ K + (r - Ϊ)(K + R) + (n + ΐ)R + (aR - rK) .
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Par definition, on a:

K=K0 + L + U

aR-rKΞΞ f*(aD -U) + EΞΞP + E.

En reportant ces egalites dans Γegalite ci-dessus, on obtient:

(n + a+r)R

= K+(r- 1)(KO + R + L') + (n

Posons Pn = (r - Ϊ)(KO + R + U) + nR + P; d'apres la proposition 2-1,

Pn est un diviseur numeriquement positif. Si n > l , d'apres la remarque

0-1 il verifier PI > 0. De plus on a:

(n + a + r)R = K + P%¥l + Eo .

D'apres la definition de Eo, on a: ΦEo(R) = ®E0- Cela montre que la suite

0 > ΘS,{K + Pn+ί) > 0s.({n + a + r)R) > ΘEo > 0

est exacte. D'apres les remarques precedentes sur Pn et le theoreme 0-1,.

Γhomomorphisme:

H\S\ Θs,((n + a + r)R)) > H%E0, ΦEo)

est surjectif. Comme la fonction constante et egale a 1 appartient a

H°(E0, ΘEχ on deduit le resultat annonce.

PROPOSITION 2-3. Sous les hypotheses de la proposition 2-0, il existe

un entier nQ tel que pour tout n > n0, le systeme lineaire \nD\ est sans point

base.

Dέmonstration. D'apres Γisomorphisme (1) de ce paragraphe, il suffit

de voir que pour n assez grand, \nR\ n'a pas de composantes fixes de

dimension 1. II decoule alors des resultats de Zariski [Z] que pour n assez

grand, \nR\ est sans point base. Posons Po = (r — ί)(K0 + R + U) + P;

si r > 2, on a: PI > 0.

Soient n Γentier considere dans la proposition 2-0, et m un entier > n.

Soit C une courbe fixe du systeme lineaire \(m + a + r)R\. D'apres le

lemme 2-2, C n'est pas contenue dans Eo. Remarquons que puisque S /

est de type general, on a d'apres la proposition 0-4: h°(S',Θs,(K + Po +

(m + ΐ)R)) > 1. D'apres la formule (2) de ce paragraphe, on a:

(m + a + r)R ΞΞ K + Po + (m - n + ΐ)R + nR + Eo .
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Posons Pm = PQ + (m — n + 1)2?. D'apres ce que Γon vient de voir, C est

une composante fixe du systeme lineaire \K + Pm + nR\. Par Γhypothese

c) de la proposition 2-0, on a: h%S', Θs,(nR)) > 4. Comme on a m > n,

d'apres la remarque 0-1, Pm est un diviseur numeriquement positif verifiant

P\ > 0. D'apres la proposition 2-2, C est une courbe rationnelle lisse

telle que: PmC = R-C = 0.

Soient (C έ) ί e J la famille finie des composantes fixes de \(m + a + r)R\9

(adiei l a famille des multiplicites des Ct dans la partie fixe de \(m + a + r)R\>

et M sa partie mobile. On a: (m + a + r)R = M+ 2] ί e i OiC*. Soit 6 un

entiere{2, 3}; on a:

6(τn + a + r)R~ K + Po + (m + 1 + (b - 2)(m + a + r))R + M

+ Σ UiCi + Eo.
iei

Posons G = Eo + Xlίe/^iCi. Alors puisque chaque C* est rationnelle et

lisse, on a: ΘG(R) ̂  ΘQ. Posons Rm = Po + (/n + 1 + (6 - 2)(τn + α + r))i2

+ M Etant donne que M est numeriquement positif, d'apres la remarque

0-1, Rm est numeriquement positif et verifie R2

m > 0. En utilisant le theoreme

0-1, on obtient: H\S\ ΘS,{K + Rm)) = 0. On a la suite exacte:

0 • O8.(K + Rm) • Θs,{b{m + a + r)R) > ΘG • 0 .

L'homomorphisme: H°(S\ (9s,(b(m + a + r)R))->H°(G, ΘQ) est surjectif.

Comme la fonction constante et egale a 1 appartient a H°(G, Θσ), on deduit:

B(b(m + a + r)R) Π G = 0 .

Mais on a: B(b(m + a + r)R) c B((m + a + r)R). Cela entraine:

dim B(b(m + a + r)JS) = 0 .

Puisque pour tout s > Ί{n + a + r) il existe deux entiers p et q ^ n

verifiant s = 2(p + a + r) + 3(g + α + r), on obtient le resultat annonce.

4) La demonstration de la proposition 2-0

Remarque 2-1. Soit C une courbe sur S' telle que RC = 0. Alors

on a:

En effet, d'apres la proposition 2-3, il existe un entier mQ tel que pour

m > mOi \mR\ n'ait pas de point base. Soit m un entier > /no; on a:

Θc((m + ΐ)R) £ 0c(mH) S ΘC ,
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ce qui montre le resultat.

LEMME 2-3. Soit E un diviseur effectif verifiant RE = 0 et E2 = — 1.
Alors E est 1-connexe au sens de [Ra].

Demonstration, Soient Dx et D2 deux diviseurs effectifs non nuls, tels
que: E = Dx + D2. Puisque R est numeriquement positif, on ajB'A =
RD2 = 0. Comme R2 > 0, le theoreme de Γindice implique: D\ < — 1 et
D\ < - 1 . L'egalite: - 1 = E2 = D\ + 2A D2 + D\ montre que: A D2 > 1,
ce qui termine la demonstration.

PROPOSITION 2-4. Sous Γhypothese de la proposition 2-0, le systeme
lineaire \(m + a + r)D| est sans point base dans les deux cas suίvants:

( i ) r > 2 e ί m > w - l ,
(ii) r = 1 et m > n.

Demonstration, D'apres Γisomorphisme (1) du paragraphe 3 de ce
chapitre, il suffit de montrer que \(m + a + r)R\ n'a pas de point base.
Soient m un entier > w - l s i r > 2 o u > n si r = 1, et x un point ferme
de B((m + a + r)R). Par le lemme 2-2, on a x £ Eo, Comme precedem-
ment posons P0~(r - ΐ)(K0 + R + U) + P et Pm = Po + (m - n + ΐ)R.
D'apres la formule (2) du paragraphe 3 de ce chapitre, on a:

(m + a + r)R = K + Po + (m - n + Ϊ)R + nR + Eo

~K + Pm + nR + E0.

D'apres la remarque 0-1 et les conditions (i) ou (ii), Pm est un diviseur
numeriquement positif verifiant P2

m > 0. De plus la proposition 0-4 im-
plique: \K+Pm + nR\ Φ 0. On en deduit que Xest point base du systeme
lineaire \K + Pm + nR\. D'apres Γhypothese c) de la proposition 2-0, on
a: h°(S', Θs,(nR)) > 4. La proposition 2-1 implique qu'il existe un diviseur
effectif E verifiant: RE = PmE = 0 et E2 = - 1. De plus E passe par
le point x. La remarque 2-1 montre que:

(1) OB(R) = ΘB

Montrons que E Π Eo = 0 : D'apres le lemme 2-3, E est connexe; comme
toutes les sections de H°(S', Θs,{{m + a + r)R)) s'annulent au point x,
d'apres la formule (1), ces sections s'annulent aussi le long de E. D'apres
le lemme 2-2, on a E Π Eo = 0; on obtient: (m + a + r)R E= K E+PmE
+ nRE + E0 E = KE = 0. Cela implique que Γon a: E2 ΞΞ 0 (mod 2).
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Comme E2 = — 1, on obtient une contradiction, ce qui demontre la propo-
sition 2-4.

II est clair que la proposition 2-4 entraine la proposition 2-0 par la
formule (1) du debut de la troisieme section de ce chapitre. Cela termine
la demonstration de la proposition 2-0.

La demonstration des theoremes 1 et 2

1) La demonstration du theoreme 1:
Reprenons les notations donnees en (0-1) au chapitre 0.

PROPOSITION 3-1. Soίt m un entier > 17; ίl exίste une surface irreduc-
tible, normale, Q-Gorenstein de type general au sens des definitions 2-1 et
2-2 dans le systeme lineaire \mH\ n9 ay ant que des singularites isolees.

Demonstration. D'apres la proposition 0-3 (i), on a \4H\ Φ 0 et \5H\
Φ 0. D'apres Γassertion (ii) de la proposition 0-3, le systeme lineaire
\mH\ n'est pas compose d'un pinceau, et on a: rH — H = (r — ΐ)H. Les
hypotheses de la proposition 1 sont done satisfaites en y faisant D = H.
Soit Se\mH\ une surface irreductible n'ayant que des singularites isolees.
Puisque X est de Cohen-Macaulay, S Test aussi. Comme S n'a que des
singularites isolees S est normale. Soit /: Y->X la resolution des sin-
gularites de X veriίiant les hypotheses donnees en (0-1). Soient Y' un
modele birationnel de Y, f'\ Ύf ->Y un morphisme birationnel compose
d'une suite finie d'eclatements de centres lisses, verifiant les conditions
suivantes: Posons p = f°f; alors le transforme strict S' de S par p est
lisse.

Soit Kγ, le diviseur canonique de Y;; par hypothese, il existe un divi-
seur effectif E tel que: rKγ, =p*(H) + E. Soit Kf le diviseur canonique
de Sr et notons G = (rS/ + E)\s,. La formule d'adjonction donne:

rK'ΞΞ G + p*(H)\8. .

Comme G est un diviseur effectif, cela implique que S7 est de type general.
Soit ωs le faisceau dualisant de S; on a: ωψ = ωψ(rS)® Φs. Soient 3?
le bidual de ωfr et A la reunion du lieu singulier de S et des points sin-
guliers de X d'indice > 1.

Alors dim (A) = 0 et si Γon pose °U = X - A, on a: Θ®{H) ^ ωψ\^
Posons aussi Ψ* — S Π ̂  on deduit:
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Puisque la codimension de Ψ* dans £ est > 2, on a: Jδf = ΘZ(H + rS) ® Θs

Par suite Jδf = $s((l + rm)H) et S est Q-Gorenstein. Cela acheve de

montrer la proposition 3-1.

LEMME 3-1. Soient m un entier > 17, S une surface irreductίble dans

\mH\. Alors pour tout entier p verifiant: 4 < p < m, on a: h°(S, Θs{mH))

>Ί.

Demonstration. Soient S, p et m verifiant les hypotheses du lemme.

On a la suite exacte:

0 • 0x({p - m)H) • Θx(pH) • Θs(pH) • 0 .

D'apres la proposition 0-2, on a Γisomorphisme:

H%X, ΘX(PH)) - ^ > H\Sy Θs{pH)) .

La proposition 0-3 implique: h°(S, Θs(pH)) > 7, ce qui demontre le resultat.

PROPOSITION 3-2. Si r > 2, pour tout entier m > 34r + 3, le systeme

lineaire \mH\ est sans point base.

Demonstration. Soit m un entier > 34r + 3. Π existe un entier s ^ r

et un entier p verifiant 17 < p < 33, tels que Γon ait: m = 17s + p. Soit

Q un point base du systeme lineaire \mH\. Comme on a: s\ΠH\ + \pH\

<Z \mH\9 il existe un entier be {17, p} tel que Q soit point base de \bH\.

D'apres la proposition 3-1, il existe une surface S normale Q-Goren-

stein de type general dans \bH\. Posons D — H\s. D'apres la demonstration

de la proposition 3-1, le bidual de ωfr est isomorphe a: ^^((1 + br)D).

Posons a = 1 + br et U = aD; alors on a: aD - U = 0, et D2 = bHz > 0.

De plus D est numeriquement positif; d'apres le lemme 3-1, on a pour

tout entier n verifiant 4 < n < b: h°(S, Θs(nD)) > 7. La proposition 2-0

implique que pour tout entier q > a + r + 3, le faisceau Θs{qD) est

engendre par ses sections globales. On a la suite exacte:

0 > Θx{(m - b)H) • OjfjnH) • ®s(mD) • 0 .

D'apres la proposition 0-2, l'homomorphisme: H°(X, Θx(mH))-+H°(S, Θs(mD))

est surjectif. Montrons que m > a + r + 3.

1) Supposons que b = 17.

Alors a + r + 3 = 17r + r + 3 = 18r + 3, et il est clair que: m >

a + r + 3.
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2) Supposons que b = p.

Alors on a: a + r + 3 = pr + r + 3 = (p + ΐ)r + 3. Mais p + 1 < 34,

par suite, puisque par hypothese m > 34r + 3, on a: m > a + r + 3, ce

qui demontre le resultat.

Cela donne une contradiction, et demontre la proposition 3-2. Le

theoreme 1 est done demontre dans le cas oύ r > 2. Le theoreme 2 couvre

le cas r = 1.

2) Lα demonstration du theoreme 2.

Nous supposerons desormais r = 1. Alors ωx est un faisceau inversible

et est isomorphe a ΘX(H). Soit m un entier > 17; d'apres la proposition

3-1, il existe une surface S irreductible, normale, de Gorenstein dans le

systeme lineaire \mH\. Posons R = H\s, alors si Γon note ωs le faisceau

dualisant de S, on a: ωs = Θs((m + 1)R). Par hypothese R est ample. De

plus le lemme 3-1 montre que pour 4 < p < m, on a: h°(S, Θs(pR)) > 5.

Les hypotheses de la proposition 2-0 sont realisees pour S. Distinguons

les deux cas suivants:

l e r cas. Supposons que le systeme lineaire \2mH\ ait un point base

Q. Alors Q est aussi point base de \mH\ et Qe S. On a la suite exacte:

0 • Θx{mH) > ΘX{H + S + (m - ΐ)H) • ωs((m - ΐ)R) • 0 .

D'apres les considerations du debut et le theoreme 0-1, on obtient une

surjection:

H°(X, ΘX(H +S+(m- ΐ)H)) > H°(S, Θs((m - Ϊ)R) .

D'apres la proposition 2-0, le faisceau ωs((m — l)i?) est engendre par ses

sections globales. Mais on a: H + S + (m — Ϊ)IΊ = 2mH, ce qui donne

une contradiction.

2d m e cas. Supposons que le systeme lineaire \(2m + ΐ)H\ ait un point

base Q. Comme \(m + Ϊ)H\ + \mH\ c \(2m + ί)H\ soit Q est point base

de \mH\, soit il est point base de \(m + 1)H\.

1) Si Q est point base de \mH\, Qe S et on a la suite exacte:

0 > ΘX(H + rnH) > ΘX(H + S + mH) > ωs(mR) > 0

On conclut alors comme precedemment.

2) Si Q est point base de \(m + ΐ)H\, on remplace m par (m + 1) et

on peut alors supposer que Qe S. On a la suite exacte:
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0 • ΘX(H + (m - 2)H) • ΘX{H + S + (m - 2)H)

> ωs((m — 2)R) > 0 .

On conclut alors comme pour le cas precedent.

Cela termine la demonstration du theoreme 2.

REFERENCES

[B-l] X. Benveniste, Sur les varietes de dimension 3 de type general dont le diviseur
canonique est numeriquement positif, Math. Ann., 266 (1984), 479-497.

[B-2] , Sur Panneau canonique de certaines varietes de dimension 3, Invent. Math.,
73 (1983), 153-164.

[B-3] , Sur la decomposition de Zariski en dimension 3, A paraitre.
[E] R. Elkik, Rationnalite des singularites canoniques, Invent. Math., 47 (1978),

139-147.
[F] T. Pujita, Semi-positive line bundles, A paraitre.
[Ha] R. Hartshorne, Algebraic Geometry, G.T.M. 52, Springer Verlag (1977).
[Hi] H. Hironaka, Resolution of an algebraic variety over a field of characteristic zero

(I, II), Ann. of Math., 79 no. 1 (1964).
[K] Y. Kawamata, A generalisation of Kodaira Ramanujam's vanishing theorem,

Math. Ann., 261 (1983), 43-46.
[K-l] , The cone of curves of algebraic varieties, Ann. of Math., 119 (1984), 603-

633.
[M] D. Mumford, The topology of normal singularities of an algebraic surface and

a criterion for simplicity, I.H.E.S. Publ. Math. no. 9 (1971).
[Ra] C. P. Ramanujam, Supplement a l'article "Remarks on Kodaira Vanishing Theo-

rem", J. Indian, Math. Soc, 38 (1974), 121-124.
[R-l] M. Reid, Canonical 3-folds, Proceedings de "Journees de Geometrie Algebrique"

Angers 1979, A. Beauville editeur, 273-310, Sijthoff and Noordhoff 1980.
[R-2] , Minimal models of canonical 3-folds, Adv. Stu. in Pure Math., Algebraic

Varieties and Analytic Varieties, ed. S. Iitaka, 1 (1983), 131-180.
[S] N. Shepherd-Barron, Canonical 3-fold singularities are Cohen-Macaulay, War-

wick, preprint.
[V] E. Viehweg, Vanishing theorem, J. Reine Angew. Math., 335 (1982).
[Z] O. Zariski, The Theorem of Riemann-Roch for high multiples of an effective

divisor on an algebraic surface, Ann. of Math., 76 (1962), 560-615.

Centre de Mathematiqiies
Ecole Poly technique
F-91 128 PALAISEAU
France

https://doi.org/10.1017/S0027763000021280 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S0027763000021280



