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SUR LES VARIETES CANONIQUES DE DIMENSION 3
D’INDICE POSITIF

X. BENVENISTE

Dans tout ce qui suit, les varietés qui interviendront seront définies
sur le corps des nombres complexes C. L’objet de cet article est de
préciser le résultat suivant obtenu dans [B-2] et [K-1]:

TutorEME 0. Soit X une variété projective normale de dimension 3,
dont les singularités sont canoniques au sens de [R-1]. Soient e le p.p.c.m.
des indices des points singuliers de X. Soit R un diviseur de Cartier sur
X, tel que le bidual de w%° soit isomorphe & Ox(R). Supposons que R soit
numériquement positif et que R* > 0. Alors il existe un entier n, > 0 tel
que pour tout n > n, le systéme linéaire |nR)| soit sans point base; en parti-
culier 'anneau @,., H'(X, 0x(nR)) est de type fini sur C.

par le résultat effectif suivant:

THEOREME 1. Avec les hypothéses du théoréme 0, pour tout entier n >
34e + 3, le systeme linéaire |nR| est sans point base.

Si e =1, on peut étre plus précis:

THEOREME 2. Avec les hypothéses du théoréme 0, supposons que e = 1.
Alors pour tout entier m > 34, le systéme linéaire |mR| est sans point base
et définit un morphisme birationnel sur son image.

Pour montrer ces deux théorémes, nous aurons bssoin du résultat
suivant:

ProposiTiON 1. Soit X une variété normale et projective, dont les
singularités sont canoniques au sens de [R-1]. Soient e le p.p.c.m. des
indices des points singuliers de X, R un diviseur de Cartier sur X, tels
que le bidual de «%* soit isomorphe & Ox(R). Soit D un diviseur de Cartier
sur X tel que les diviseurs D et (eD — R) soient numériquement positifs et
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que (eD — R)* > 0. Supposons [4D|+ @ et |5D| @ et soit m un entier
> 17. Si le systéme linéaire |mD| n’est pas composé d’un pinceau, I'élément
général de |\mD)| est réduit, irréductible et n’a que des singularités isolées.

Nous consacrons le premier chapitre de cet article 4 la démonstra-
tion de la proposition. Ensuite nous intéressons aux surfaces Q-Gorenstein
de type général. Enfin nous démontrons les théorémes 1 et 2.

Désignons par k 'un des deux corps @ ou R. Pour toute variété V
lisse et projective, nous notons NS,(V) le k-espace vectoriel obtenu &
partir de NS(V) par extension des scalaires a k.

Etant donné une variété projective quelconque X, nous notons Sing (X)
le lieu singulier de X.

Pour tout nombre réel x, nous notons [x] et {x} respectivement la
partie entiére de X et le plus petit entier > x.

Qu'’il nous soit permis ici de remercier A. Beauville pour ses précieux
conseils lors de la rédaction de cet article.

Quelques rappels et notations
Rappelons le théoréme suivant dii & Kawamata et Viehweg ([K] et [V]):

TutoREME 0-1 (Kawamata, Viehweg). Soient V une variété lisse et
projective de dimension d, (E,);c; une famille finie de diviseurs lisses &
croisements normaux, (a;);c; une famille de nombres rationnels de [0, 1],
D un élément de Pic(V), L un élément de NSo(V) numériquement positif
vérifiant L* > 0, tels que U'on ait dans NSo(V): D=L+ > ,.; 0,E,. Alors
pour tout p < d —1, on a: H?(V,0,(—D)) = 0.

Donnons le résultat de [E] et [S]:

TutoriME 0-2 (Elkik, Shepherd-Barron). Soit X une variété normale
el projective de dimension 3, n’ayant que des singularités canoniques au
sens de [R-1]. Soient Y un modéle lisse de X, f: Y— X un morphisme
birationnel; alors on a R*f,0, = 0 pour p >0, et [, 0y = Oy.

Rappelons aussi le résultat de Reid [R-2]:

TutorREME 0-3 (Reid). Soit X une variété normale et projective de di-
mension 3 n’ayant que des singularités canoniques. Notons wy le faisceau
dualisant de X. Alors il existe deux modéles birationnels Y et X', deux
morphismes birationnels g: X’ — X et h: Y — X/, une famille finie (W,),c,
de diviseurs lisses & croisements normaux sur Y, une famille (o,);c; de
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nombres entiers > 0, vérifiant les conditions suivantes:

(i) Y est lisse et X' n’a que des singularités terminales au sens de
[R-2]. Notons r le p.p.c.m. des indices des points singuliers de X',

(ii) Notons wy et wy. les faisceaux dualisants de Y et X' respective-
ment, oy et ol les biduaux des faisceaux w®" et w%r. Alors on a:

of? = g*(o¥), et o = h*(wEZ'])(é o: W) .
(iii) Pour tout i e I, (W,) est un point singulier de X'.

Le théoreme 0 entraine:

ProposiTioN 0-1. Soit X une variété de dimension 3 vérifiant les hypo-
théses du théoréme 0. Posons X, = Proj(®,., H(X, 0x(nR))). Alors X, est
une variété normale de dimension 3, n’ayant que des singularités canoniques
au sens de [R-1]. Soit wy, son faisceau dualisant; le bidual ¥ du faisceau

o§ est inversible et ample. De plus il existe un morphisme birationnel
f: X— X, tel que: (%) = 0x(R).

D’aprés la proposition 0-1, quitte & considérer X, au lieu de X, il
suffit de démontrer le théoréme 1 dans le cas ol R est ample. Désormais
nous allons considérer une variété normale X de dimension 3, n’ayant que
des singularités canoniques. Nous allons noter r le p.p.c.m. des indices
des points singuliers de X. Soit wy le faisceau dualisant de X. Soit H
un diviseur de Cartier ample sur X, tel que le bidual de 0% soit iso-
morphe & Oyx(H). Soient X’ et Y les modéles birationnels de X définis
dans le théoréeme 0-3. Posons, avec les notations du théoréme 0-3, f =
goh.

ProrosITiON 0-2. On a les assertions suivantes:
(1) Pour tout entier n < 0, et tout pe{0,1, 2}, on a:

H*(X, 0x(nH)) = H*(Y, Ox(nf*(H))) = 0.
(ii) Pour tout entier n > 0, et tout pe{1,2,3}, si r > 2, on a:
H*(X, Ox(nH)) = H*(Y, Ox(nf*(H))) = 0 .

Démonstration. D’aprés la suite spectrale de Leray, et le théoréme
0-2, on a pour p > 0 et tout entier n: H*(X, 0x(nH)) = H?(Y, Ox(nf*(H))).

Si n <0, on d'apres le théoréeme 0-1: H?(Y, 0, (nf*(H))) = 0, pour
p < 3. Cela démontre V'assertion (i).
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Supposons n >0 et r > 2. Notons K, le diviseur canonique de Y et
soient (W,);cr et (p,):c; les familles définies dans le théoréme 0-3. La con-
dition (ii) du théoréme 0-3 montre que: rK, = f*(H) + >,;c; p:W:. Posons
R = f*(H). Pour chaque i€ I, soit @, le plus petit entier > p,/r; posons
¢, =a; — (o;)Jr) et W= 3 ,c;a,W,. Dans NS, (Y) on a:

nR=K, + (n— (1/r)R + i};ciWi - W.

Posons L(n) = nR — K, + W; par définition on a: nR = K, + L(n) — W.
Dans NSy(Y), on peut écrire: L(n) = (n — (1/r))R 4+ >l,c;c;W,. Remar-
quons que pour tout i€ I, ¢; est un nombre rationnel de [0, 1[. Comme
(n — @/r)) > 0 le théoréme 0-1 montre que:

(1) H*(Y, 0,(Ky + L(n))) = 0

pour p > 0. D’aprés la condition (iii) du théoréme 0-3, on a pour tout
iel: Rly, =0; comme nR + W= K, + L(n), on déduit: 0,(K, + L(n)) =
0w(W). Puisque les parties mobiles de |nR| et |nrKy| sont les mémes, W
est contenu dans la partie fixe de |[nR + W/|. On a la suite exacte:
0—> 0y(nR) —> 0;(Ky + L(n)) —> 0(W) —> 0.
D’apres (1), pour tout entier p > 0, I’homomorphisme:
H?" (W, Oy(W)) —> HX(Y, Oy(nR))

est un isomorphisme. D’aprés le théoreme d’annulation de Serre sur les
faisceaux amples, il existe un entier n, > 0 tel que pour tout n > n, on
ait pour p > 0: H?(X, Oy(nH)) = 0. Par conséquence, on a:

H*(Y, 0x(nR)) = H*(X, Ox(nH)) = 0

pour p > 0 et n> n, Cela implique: H?-Y(W, 0,(W)) = 0, pour p >0, et
donc pour tout n >0, on a: H?(Y, 0y(nR)) = 0. Cela termine la démon-
stration de I’assertion (ii).

ProprosiTiOoN 0-3. Pour tout entier n > 4, on a les assertions suivantes:

(i) On a: (X, Ox(nH)) > 1.

(i1) Le systéme linéaire |nH| n’est pas composé d’un pinceau.

Démonstration. Soit n un entier > 0. Reprenons les notations du
théoréme 0-3. Posons R = f*(H). D’aprés la proposition 0-2, si r > 2,
on a:

h(X, 0x(nH)) = XY, Oy(nR)) .
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Sir=1, on a wy = O0x(H). Pour n > 2, d’aprés la dualité de Serre, et
P’assertion (i) de la proposition 0-2, on a:
h(X, 0x(nH)) = XY, Oy(nR)) .
Posons Q(n) = X(Y, 0,(nR)). Appliquons le théoréme de Riemann-Roch:
Q(n) = n’(R*[6) — n*(Ky-R)/4) + n(R- (K% + ¢(Y))/12) + X(Oy) .
D’aprés 1’assertion (i) du théoréme 0-3, on a:
rKy =R+ > p.W,.
1€l
D’apres I’assertion (iii) du méme théoréme, on a: Ry, =0, pour ie I. Cela

implique: K, -R* = R'[r, et K%-R = R!/r*. On déduit pour n >0 et r> 2
ou bien n> 2 et r > 0:

(1) Q(n) = n@nr — 1)(nr — 1)(H*/12r*) 4+ n(c(Y)- R/12) + X(0Oy)
D’apres I'assertion (i) de la proposition 0-2, on a:
(Y, 0x(Ky + R)) = 2(0x(Ky + R)) .

Posons a = (Y, 0y(K, + R)); en appliquant le théoréme Riemann-Roch
et les remarques précédentes, on obtient:

(2) a = (2r + 1)(r + I(H/12r") + (cY)- R/12) — X(Oy) .
Distinguons maintenant deux cas:

1% cas: supposons r > 2.
Comme a est entier, r* divise H®. Puisque Q(1) > 0, on déduit:

(3) 20y) 2 — (c(Y)-R/12) — (2r — 1)(r — 1)(H'[12r") .

On a aussi: @) + a > 0, ce qui donne:

(4) (c(Y)-R/12) > — (2r* 4+ 1)(H*[12rY) .

En reportant la formule (8) dans la formule (1), on obtient pour n > 2:
Q(n) = (n(2r¥(n* — 1) — 3nr) + 2r* + 1) — (2r — 1)(r — 1))-(H?*/12r%

ce qui implique:

(5) Q) > n(n — 1)@r(n + 1) — S)Y(H/12r) .

On déduit pour n > 4: Q(n) > 3-4.-(10r — 3)(H*/12r). Mais r® divise H?,
par suite: (H*/12r) > r[12, ce qui implique: @(n) > (10r — 8)r > 7. Mon-
trons 1'assertion (ii).
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Soit n un entier > 0. Supposons le systéme linéaire |nH| composé
d’un pinceau. D’aprés le théoréme de Bertini, il existe un diviseur irréduc-
tible F, et un diviseur Z,, un entier f(n) > 0, tels que:

(6) nH ~ f(n)F, + Z, ,
(7) F,.H*>1.

Multiplions (6) par H*® et utilisons la formule (7); on obtient:

(8) f(n) < nH®.
D’aprés (6), on a: Q(n) < f(n) + 1. En utilisant (8), on obtient:
9) Q(n) < nH*+1.

En appliquant la formule (5), on déduit:
(10) n@r(n* —1) — 3(n — 1) — 12r)(H12r) < 1.
Mais pour n > 4, on a: n(@2rn* — 3n — 14r + 3) > 4(18r — 9). Comme on
a: H*12r > r[12, cela implique:
n(@rn? — 3n — 14r + 3)(H?*/12r) > (18r — 9)/3 > 3.
On obtient une contradiction avec (10). Cela achéve la démonstration

du cas r > 2.

28™e cqs: supposons r = 1.

Par le théoreme 0-2, on a pour p > 0: R*f,0, =0 et f,0y = 0y. La
suite spectrale de Leray donne: X(0y) = X(0x). Par dualité de Serre sur
X, on a: X(Ox) = — X(0(H)). A nouveau, la suite spectrale de Leray donne:
1O (f*(H))) = X(0x(H)). Par suite on a: X(Oy(f*(H)) = — X(0y). Posons
comme précédemment R = f*(H). Appliquons le théoréme de Riemann-
Roch on obtient:

— X0y) = (R*/6) — (Ky-R*[4) 4+ (R- (K% + c(Y))/12) + X(0y) .
En utilisant la condition (iii) du théoréme 0-3, on voit que:

K, -RR=FR® et K}-R=R*.

On déduit:
11 26(0y) = — (eY)- R[12) .
(Remarque: on aurait pu écrire aussi: X(0y(Ky)) = — ¥(@y). On aurait

obtenu: 2X(0y) = —(c(Y)- Ky/12), ce qui montre que: ¢ (Y)->;c; oW, = 0)
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La formule (2) donne: a = A%(Y, 0y(Ky + R)) = (H*/2) + (c(Y)- R[12) — X(Oy).
En utilisant (10), on obtient:

12) a = (H*|2) — 3X(0y) .

Par suite 2 divise H®. Pour tout entier n > 2, on a d’aprés les formules
1) et (11):

13) Q(n) = n2n — 1)(n — D(H?/12) — (2n — 1)X(0y) .

Distinguons deux cas:
1) Supposons H® = 2; alors X(0y) < 0 par la formule (12). La formule
(13) montre que pour n > 3, on a:

(14 Q(n) > n(2n — (n — /6 .

d’ott on déduit pour n > 4: Q(n) > (4-7-3)/6 > 14.

2) Supposons H® > 4. Alors la formule (11) montre que pour n > 3
on a:
(15) Q(n) > (2n — 1/6)(n(n — 1)/2) — DHH®.

Pour n > 4, on déduit: Q(n) = (7/6)-5-4 = (35/3) > 1.

Montrons @'assertion (ii). Supposons que |[nH| soit composé d’un
pinceau. Alors on a la formule (9). Distinguons deux cas:

1) Supposons H® = 2. Alors X(0y) <0 et on a d’aprées la formule
(14):

@3 @Cn —-Dn—-1) -1 <1.

Mais pour n >4, on a: (n/3)(@n — )(n —1) — 1) > (4/3) (7-3 — 1) > 24,
ce qui contredit la formule précédente.

2) Supposons H® > 4. Alors d’apres la formule (15) on obtient:

2n — D(n — 1)(n/12) — ((2n — 1)/6) — n)H* < 1.

Mais on a: 2n — D(n — 1D)(n/12) — (@n — 1)/6) — n = (n(2n* — 3n — 15)
+ 2)/12. On déduit pour n = 4: (2n — 1)(n — 1)(n/12) — @n — 1)/6) — n)H*
> 4.(11/6) > 7. Cela donne une contradiction avec l'inégalité précédents,
et termine la démonstration de la proposition.

Remarque 0-1. Soient S une surface lisse et projective, A et B deux
diviseurs numériquement positifs. Alors on a: (A + B)’ > A%

Nous renvoyons le lecteur au lemme 3-2 de [B-3] pour la démon-
stration de ce résultat.
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ProposiTioN 0-4. Soient S une surface lisse et projective de type
général, R un diviseur numériquement positif vérifiant R* > 0. Notons K
le diviseur canonique de S. Alors on a: |K + R| + 0.

Démonstration. D’aprés la classification des surfaces, on a X(0g) > 0.
De plus le théoréme 0-1 implique: H?(S, Os(—R)) =0 pour p < 1. Par le
théoréme de Riemann-Roch, on a: h%(S, 04K + S)) = 1(0s) + (1/2)(K+ R)- R).
Puisque S est de type général, on a: K-R > 0 et donc: h%S, 04(K + R))
> 0. Cela termine la démonstration de la proposition.

D’apres les résultats de [Ha] sur les éclatements on a:

Remarque 0-2. Soient X et Y deux variétés lisses, f: Y — X un mor-
phisme birationnel composé d’une suite finie d’éclatements de centres
lisses, (E;);c; la famille des diviseurs exceptionnels de f, et L un diviseur
ample sur X. Alors il existe un entier a > 0, et une famille (a,);.; d’entiers
> 0 tels que le diviseur f*(L) — .;c; a,E; soit ample sur Y.

D’aprés les résultats de [B-1] on a:

ProposITION 0-5. Soit Y une variété lisse et projective de dimension
3. Supposons que soient donnés:

a) un diviseur P numériquement positif sur Y vérifiant P* > 0,

b) une famille (E,);c; de diviseurs lisses a croisements normaux,

c) un élément o€ I, une famille (m,),., d’entiers positifs, une famille
(¢;)icr de nombres rationnels de [0, 1],

d) un Q-diviseur ample L dans NSy(Y), et un élément G de Pic(Y),
tels que dans NSy(Y) on ait: G=L + 3,4 ¢, E,;,

e) un entier m > 0 tel que si D = mP + >,,.,m,E,, on ait:

D=K,+P+G+E,.
Alors E, n’est pas partie fixe du systéme linéaire | D).

Nous renvoyons & la proposition 2-1 de [B-1] pour la démonstration
de ce résultat.

Rappelons maintenant les notations suivantes dues & Fujita [F]: Etant
donnés une variété lisse et projective V et un diviseur effectif D sur V,
on note B(D) le lieu fixe du systéme linéaire |D|.
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La démonstration de la proposition 1

1) Une premiére proposition technique

Désormais X désigne une variété de dimension 3 normale et projec-
tive dont les singularités sont canoniques au sens de [R-1]. Soient e le
p.p.c.m. des indices des points singuliers de X, H et D deux diviseurs de
Cartier, tels que:

—1le bidual de 0%® soit isomorphe a O (H),

—les diviseurs (eD — H) et D sont numériquement positifs, et on a
(eD — H)* > 0.

Nous allons faire les hypothéses suivantes (nous verrons au para-
graphe 3 que l'on peut toujours les réaliser):

Soient Y un modeéle birationnel lisse de X, f: Y — X un morphisme
birationnel, (E;),c; une famille finie de diviseurs lisses & croisements
normaux, (p;);c; une famille de nombres rationnels positifs, R = f*(H) et
P = f*(D), et m un entier > 3, vérifiant les conditions suivantes:

H,) 1l existe une famille (u,);.; d’entiers positifs non tous nuls et un
diviseur M tels que: mP= M + > ,.; u,E,, M est la partie mobile de |mP]|,
>ier U B, sa partie fixe; de plus le systéme linéaire |M| n’a pas de point
base.

H,) Soit K, le diviseur canonique de Y. On a dans NS(Y):

K, = (Rle) + ;PiEi

Soit i eI tel que p, > 0, alors on a: dim (f(E)) <1.

H,) Il existe une famille (¢,);.; de nombres rationnels de 10, 1, et un
élément €10, 1[N Q, tels que pour toute famille (¢,);c; de nombres ration-
nels de [0, z], le Q-diviseur (P — (R/e)) — D .ic: (t; + w)E, est ample.

ProprosiTiON 1-1. Sous les hypothéses H,, H, et H,, on a pour tout i € I:
uf(os + 1) <1+ 2/(m — 2).
Démonstration. Nous allons raisonner par ’absurde et supposer qu’il

existe a eI tel que: u,/(p, + 1) > 1 + (2/(m — 2)). Nous allons montrer en
plusieurs pas qu’il existe:

—un élément o€ I,

—une famille (m,),., d’entiers positifs,

— une famille de nombres rationnels (c;);., de nombres rationnels de [0, 1,
—un Q-diviseur ample L,
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tels que si A=mP + >,.,,mE, les conditions a), -- -, e) de la proposition
0-5 soient satisfaites. De plus E, est partie fixe du systéme linéaire |A|.
Cela entrainera une contradiction avec la proposition 0-5.

1°" pas. quelques calculs arithmétiques:
Soit r un nombre rationnel > 0. Posons:

a(r) = max;e; (U, + r(t; + 2)/(o; + 1) .

Soit E(r) I’ensemble formé des i eI tels que:

a(r) = (u, + r@t. + )f(p: + 1) .

En faisant tendre r vers 0, on voit qu’il existe un nombre rationnel r >0
tel que les conditions suivantes soient réalisées:

(i) pour tout ie E(r), on a u; =0,

(ii)  a(r) > u/(o. + 1),

(i) rfa(r) < 1.
Soit o€ E(r); posons s, = t,+ z et s, =t, pour i€l — {o}. Il est clair que
si 'on définit pour tout ie I, m; par:

m; = — [((u; + rsy)la(r)) — p.] ,
on a my= —1 et pour tout il — {o}: 0 < m,; < {p;}. De plus posons
pour tout ;eI — {0}, ¢, = m; + (v, + rs;)/a(r)) — p;. On a: c,€]0, 1[.

zéme

pas. le diviseur A = mP + ;.. m,E; vérifie les hypotheses de
la proposition 0-5.

Montrons premiérement que A vérifie ’hypothése e). Ecrivons dans
NS(Y):

A — Ky — B, = (m — (mla(r)) — 2)P + (P — (Ble) — (r/a(r)) 2, s.E:
+ (Mla(r)) + P+ 25 (m. + (i + rs)fa(r)) — p)E: .
Posons dans NS(Y):
L= (m — (mla(r)) — 2P + (P — (Ble)) — (rla(r)) 2} s.E:
L est un @Q-diviseur ample. En effet par construction on a:
m — (mla(r)) — 2> m — (m(p. + D/u) —2>0,

et par le choix de r (condition (iii) du 1** pas) on a: rfa(r) <1. Par
Thypothese H,, le Q-diviseur (P — (R/e)) — > .cr s:E; est ample et ’on peut
écrire:
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L = (n — (mfa()) — 9P + (L — (fa()P — Rle)
+(rfa(rNP — (Rle) — T s.E)

‘Cela montre que L est un @-diviseur ample. Posons maintenant:
G=A-K,—P—E,.

On a par définition dans NSy(Y): G =L + >,.,¢.E,. De plus on a:
A=K, +G+ P+ E,.

‘Cela montre que I’hypothése e¢) de la proposition 0-5 est vérifiée. Le
lecteur vérifiera sans peine que les conditions restantes sont remplies. Le
2™ pag est donc démontré.

"8°m¢ pas. E, est contenu dans la partie fixe du systéme linéaire |A|.

Montrons que les parties mobiles de |mP]| et de |A] sont les mémes.
D’aprés ’hypothése H,, on a pour tout i€ I tel que p, > 0: dim (f(E,)) < 1.
Par construction, on a pour tout iel — {o}: 0 < m,; < {p;}. Par suite, si
0. =0, ona m; =0. De plus, puisque f,(0y) = 0y, on a les isomorphismes
suivants: HYX, 0,(mD)) = H Y, 0;(4)), et HY(X, 0y(mD)) = H(Y, 0,(mP)).
Cela démontre le résultat annoncé.

Par le choix de r (condition (i) du 1°* pas) on a u, = 0. Cela démontre
le 3°™e pas.

D’aprés les considérations du début, on a donc démontré la proposi-
tion.

2) Une deuxiéme proposition technique.

Dans la section précédente, nous avons considéré la variété Y au
dessus de X vérifiant les conditions H,, H, et H,, Nous allons supposer
Tentier m > 12 et dés a présent considérer la situation obtenue en rempla-
cant la condition H, par Hj:

D 11 existe une famille (u,);.; d’entiers positifs non tous nuls, pour
chaque ne{4, 5 une famille (b,(n));.; d’entiers positifs et un diviseur
Min) tels que:

(i) mP=M+ 3 ,c;uE,, M est la partie mobile de |mP|, >,.; u.E,
sa partie fixe. De plus |M| est sans point base.

(i) nP = M(n) + 2 ic: b.(n)E;,, M(n) est la partie mobile de |nP)|
>ier bi(ME,; sa partie fixe. De plus |M(n)| est sans point base.

LeMME 1-1. Soit ael tel que u./(p. + 1) > 1; si p,€{0, 1}, il existe
ne {4, 5} tel que b(n) > 1
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Démonstration. Puisque m > 12, il existe deux entiers positifs p et ¢
tels que: m = 4p 4 59. Puisque les multiplicités des composantes fixes
des multiples d’'un méme diviseur sont sous-additives: u, < pb,(4) + qb.(5).
Mais on a: &, = (0. + 1) > 1; on déduit qu’il existe n € {4, 5} tel que b,(n)
> 1.

Nous allons raffiner la proposition 1-1:

PropositioN 1-2. Sous les hypothéses H., H,, et H, pour tout m > 17
et tout icl tel que p,€{0, 1}, on a: u,/(p, + 1) < 1.

Démonstration. Nous allons raisonner par I'absurde et supposer qu’il
existe a«el tel que p.€{0, 1} et: u,/(o.+ 1) > 1. Remarquons que si
U (o +1) > 1, on a en fait: u,/(o, + 1) > 1 + (1/2). Puisque m > 17, on
a aussi: 1+ 2/(m —2)) <1+ (2/15) < 1 + (1/2). Cela contredirait la
proposition 1-1. On peut donc supposer: u,/(p, + 1) = 1. Nous allons
procéder en plusieurs pas:

1°" pas: Il existe un entier n e {4, 5} et un nombre rationnel ¢ > 0
vérifiant les conditions suivantes: Posons b(f) = max {(u; + tb,(n))/(o; + 1),
ie I}, et notons F(¢) 'ensemble formé des ie I tels que:

b(t) = (u; + tb(n))/(0; + 1) .

Alors on a:

(i) m—((m+ tn)/b(®) — 2> 0,

(ii) u; # 0 pour tout ie F(?).
Remarquons que pour avoir la condition (i), il suffit de trouver ¢ et n
tels que: m — ((m + tn)(p. + 1/(u, + tb,(n))) — 2> 0, ce qui équivaut a:
m + tn < (m — 2)(1 + tb,(n))/(o. + 1), ou encore:
@A) H((m — 2b(n)[(p. + 1)) — n) > 2.
La condition (ii) est impliquée par la condition: pour tout i€l, on a
tb,(n)[(p; + 1) <(u, + tb(n))/(p, + 1) < b(¢). Mais d’apres la proposition 1-1,
on a pour tout ie I: b,(n)/(p; + 1) < 1+ (2/(n — 2)). La condition (ii) sera
réalisée dés que: #(1 + (2/(n — 2))) < 1 + (tb(n)/(o. + 1)), C’est & dire:
® (1 — (b(M)(p. + 1)) + (2/(n — 2)) < 1.
Posons c,(n) = b.(n)/(p. + 1); les conditions (A) et (B) sont compatibles si
la condition suivante est réalisée:
© 14+ (n/2) + 2/(n — 2)) < mec(n)/2 et (m — 2)c(n) —n>0.

La condition (C) ne dépend plus de z. Nous allons montrer que celle-ci
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est satisfaite pour un n e {4, 5} dés que m > 17.
Choisissons & l'aide du lemme 1-1 un entier ne {4, 5} tel que b,(n)
> 1. On peut donc supposer c,n) = 1/2; remarquons que:
(m—2)2)—n>=@15/2) —5=52>0,
1+ (n2) + 2l(n — 2)) <4+ (1/6) ,
cmm(2 = ml4 > 4 + (1/4) .

Cela démontre le résultat.

2%me pas. quelques calculs arithmétiques.

Soient £ un nombre rationnel > 0 et ne {4, 5} tels que les conditions
@) et (il) du 1°* pas soient réalisées. Posons avec les notations du 1°* pas:

c=m— ((m + tn)/b(®) — 2.
D’aprés le 1° pas on a: ¢ > 0. Posons pour chaque i e I: d; = u,; + tb,(n).
Pour tout nombre rationnel r > 0 soit:
a(r) = max {(d; + rt + Nps + 1), iel}.
Notons comme précédemment E(r) I’ensemble formé des ie I tels que:
ar) = (d; + rt. + ). + 1) .

En faisant tendre r vers 0, il est clair qu’il existe un nombre rationnel
r > 0 tel que les conditions suivantes soient remplies:

(i) m—((m+ tn))a(r)) —2>c,

(ii) E(r) C FQ@),

@) rla(r) < L

D’aprés Passertion (ii) du 1°* pas, la condition E(r) C F(f) entraine
que pour tout i€ E(r), on a u;, 0. Soit oe E(r); posons s, =, + ¢ et
pour tout iel — {0}: s; = ¢,. On définit une famille (m,),,, d’entiers posi-
tifs en posant pour chaque i = o:

m; = — [((d; + rsy)la(r)) — o] .

On a: 0 < m,; < {p.}; de plus: (d, + rsy)/a(r)) — p, = L.

3°me pgs. Le diviseur A =mP + >, m,E, vérifie les conditions
a), - -+, e) de la proposition 0-5.
Avec les notations des pas antérieurs, écrivons dans NSy(Y):
A — Ky — E, = (m — ((m + tn)[a(r)) — 2)P + (P — (R/e)) — (r(a/r)) g]siEi
+ P+ (M + tM(n))/a(r)) + ;;:)(((di + rs)fa(r)) + m; — p)E, .
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Pour tout i € I — {0}, posons: ¢; = ((d; + rs,)/a(r)) + m, — p,. Alors d’aprés
la définition des m,, c¢; est un nombre rationnel de [0,1] pour i +# o.
D’aprés les conditions (i) et (iii) du 2®™¢ pas relatives au choix de r, on
a:m — ((m + tn)/a(r)) — 2> 0. Si 'on pose dans NSy(Y):

L =(m—((m + tnfa(r)) — 2P + (P — (Ble) — (rla(r) 2} s:E. ,
on a:

L= (m— ((m+ tn)a(r)) — 2)P + (1 — (r/a(r))(P — (R/e))
+ (rfar)(P — (Ble) — 2, s.k) .

D’apres ’hypothese H,, il est facile de voir que L est un Q-diviseur ample.
Posons maintenant: G=A — Ky, — E,— P. On a dans NSi(Y): G=L +
>iwo C:E;. Par définition on a: A = K, 4+ E, + P+ G. Le lecteur véri-
fiera sans peine que les conditions a), - -+, e) de la proposition 0-5 sont
satisfaites. Cela termine la démonstration du 3*™¢ pas.

4°m¢ pas. E, est contenu dans la partie fixe du systéme linéaire |A|.

Remarquons que par le choix de r effectué au 2°™° pas (condition (ii)),
on a u, # 0. Pour avoir le résultat, il suffit de reprendre la démonstration
du 3*™¢ pas de la proposition 1-1; nous y renvoyons donc le lecteur.

Le fait que E, soit composante fixe du systéme linéaire |A| contredit
la proposition 0-5, et démontre la proposition 1-2.

3) Quelques constructions préparatoires
Soient X, H et D vérifiant les hypothéses de la proposition 1.

ProprosITION 1-3. Soit m un entier > 12. Il existe un modéle birationnel
lisse Y de X, un morphisme f: Y — X tels que:

(1) les hypothéses H: H, et H, du deuxiéme paragraphe de ce chapitre
soient satisfaites.

(ii) Pour toute composante irréductible C de dimension 1 de B(mD),
avec les notations du 2°™° paragraphe de ce chapitre, il existe i e I vérifiant:

a) f(E)=C,

b) on a p, =0 si CC sing (X),

c) onap,=1s C¢g Sing (X).

Démonstration. Montrons Passertion (i). En fait, nous allons seule-
ment démontrer que les hypothéses H, H, et H, du 1° paragraphe de ce

chapitre peuvent étre satisfaites, en laissant au lecteur le soin d’adapter
la démonstration pour avoir H;. Soient m > 12, N la partie mobile de
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|mD)|, (W))cs, la famille finie des composantes irréductibles de dimension
2 de la partie fixe de |mD|, (a,);c,, une famille d’entiers positifs, tels que:

mD=N+ 3, a,W,.

1€J,

Soient L un diviseur ample, (W,);c,, une famille finie de diviseurs irréduc-
tibles, (2.);cs, une famille d’entiers positifs, et m, un entier > 0 tels que:
mfeD — H)=L+ 3 ,c,, bW,

D’aprés le théoréme 0-3, soient Z et X’ deux modeéles birationnels de
X, s: X’ > X et t: Z— X’ deux morphismes birationnels, (V)),c; une
famille finie de diviseurs lisses & croisements normaux sur Z, (p,);c, une
famille d’entiers positifs, tels que:

1) Z est lisse et X’ n’a que des singularités terminales au sens de
[R-2].

2) Notons o, et wy les faisceaux dualisants de Y et X’ respectivement.
Alors on a: 0¥ = s¥(0¥) et 0% = t*(W s 0 V).

3) Pour tout je, (V,) est un point singulier de X’.

Soient n un entier >0 et i: X — P" le plongement de X dans P*
défini par un multiple convenable de L. D’aprés Hironaka ([Hi]), il existe
un modéle birationnel lisse P* de P", un morphisme birationnel @: P» — P*
composé d’une suite finie d’éclatements de centres lisses de dimension < 2,
vérifiant les conditions suivantes: Le transformé strict X, de X par @ est
lisse. Notons f, = @|y. Soient (Ef);c;, la famille des diviseurs obtenue
en prenant les composantes irréductibles des traces sur X, des diviseurs
exceptionnels de @. Alors pour tout i€ I, on a: f(E)) < Sing (X).

Puisque X, est lisse, il existe un modele birationnel lisse X, de X,
un morphisme birationnel f;: X, — X, composé d’'une suite finie d’éclate-
ments de centres lisses de dimension < 1, tels que la partie mobile de
[(fy o f)*(mD)| soit sans point base. Posons g = sot.

Soient Y un modele birationnel lisse de X, f;: Y—> X, et h: Y2
deux morphismes birationnels vérifiant les conditions suivantes:

—f, est composé d’une suite finie d’éclatements de centres lisses de dimen-
sion < 1.

—Posons f = f,of,of,; soient (E,);c; la famille formée des diviseurs ex-
ceptionnels de f et des transformés stricts des W, pour jedJ,UdJ, et des
E!? pour iel,. Alors (E,);c; est une famille de diviseurs lisses & croise-
ments normaux.

—On a: f=goh.
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Puisque la partie mobile de |(f,ef)*(mD)| est sans point base, il en
est de méme de celle de |f*(mD)|. Soient M la partie mobile de |f*(mD)|,
(4);c; une famille d’entiers non tous nuls, tels que:

f*(mD) = M + > u,;E; .
1€l

L’hypotheése H,; est donc réalisée.

Soit K, le diviseur canonique de Y. Posons R = f*(H) et P= f*(D).
D’apres [R-1], puisque f: Y — X est une désingularisation de X, il existe
une famille (p;);c; de nombres rationnels positifs telle que dans NSy(Y),
on ait:

K, = (Rle) + ieZErpiEi ’

et pour tout eI tel que p;, > 0, on a: dim(f(E;)) <1. Cela démontre H,.
Soit (d,);c; une famille d’entiers positifs telle que:

myeD — H) = (L) + 3, d:E, .

Soit I’ ’ensemble formé des i€ I, tels que E,; soit le transformé strict d’'un
diviseur E} pour j e I, ou bien d’un diviseur exceptionnel de f,of,. Alors
d’aprés la remarque 0-2 (le plongement de X dans P™ est défini a partir
d’un multiple convenable de L), il existe un entier b’ > 0 et une famille
(b;)ierr d’entiers > 0, tels que le diviseur b'f*(L) — 2 ;er b E; soit ample.
D’apres les résultats de Serre sur les faisceaux amples (cf. par exemple
[Ha]), il existe un entier b > 0, et une famille (¢),.; d’entiers > 0, tels
que pour toute famille (e,);c; € {0, 1}/, le diviseur bf*(L) — D .c; (t + e,)E;
soit ample. Soient g un entier > 0, et (e;);c; une famille d’entiers de {0, 1};
on peut écrire:
(g + meb)(eP — R) = g(eP — R) + (bf*(L) — zg (& + e)E)

+ 5 (odi + £+ e)E, .
Dans NS,(Y), on a:
(P — (Rfe) — 2,((bd, + ; + ei)leq + bmy)E,
= (qleP — R) + (bf*(L) — 2, (t: + e)E))/e(q + bmy) .

Par suite si g est assez grand, et si I’on pose pour tout ieI:

t, = (bd; + t)le(q + bm,) et = (l/e(q + bmy))
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on obtient:

—pour tout iel, on a: t, €0, 1[.
— pour toute famille (¢;);.; de nombres rationnels de [0, ] le @-diviseur
(P — (Rle)) — 2ier (¢ + ©)E,; est ample.

L’hypothése H, est donc réalisée.

Montrons P’assertion (ii). Soit C une composante irréductible de dimen-
sion 1 de B(mbd). Distinguons deux cas:

Supposons C C Sing (X). Alors d’apres [R-2], il existe un diviseur
irréductible sur X’ tel que s(W) = C. Puisque C C B(mD), W est contenu
dans B(s*(mD)). Soit W’ le transformé strict de W par . Alors W’ est
contenu dans B(g*(mD)), et W’ est distinct de tous les V, pour jed.
Comme C C B(mD), il existe i eI tel que le transformé strict de W’ par
h soit E,. Puisque A: Y — Z est un isomorphisme en codimension 1, on
a p, = 0 d’aprés ce que l'on vient de voir.

Supposons C ¢ Sing (X). Puisque f,: X, — X est une désingularisation
de X telle que pour tout iel, on ait: f(E? C Sing (X), C possede un
transformé strict C’ par f,. La courbe C’ est aussi une composante irré-
ductible de dimension 1 de B(ff(mD)). Puisque la partie mobile de
|(foo f)¥(mD)| est sans point base, il existe un diviseur exceptionnel W de
fi correspondant a ’éclatement de la courbe C’. Il existe donc i€ [, tel
que E; soit le transformé strict de W par f,, et on a p, = 1.

Cela termine la démonstration de la proposition.

4) La démonstration de la proposition 1

Soit m un entier > 17 tel que |[mD)| ne soit pas composé d’un pinceau.
D’aprés le théoréme de Bertini, on peut supposer B(mD) = @, car sinon
il n’y a rien a démontrer.

D’aprés la proposition 1-3, il existe un modele birationnel lisse Y de
X, un morphisme birationnel f: Y — X vérifiant les conditions Hj, H,, et
H, du 2°™¢ paragraphe de ce chapitre. En reprenant les notations de ce
paragraphe distinguons plusieurs cas:

1°" cas. Supposons que B(mD) ait une composante irréductible de
dimension 2. Soit E; le transformé strict de celle-ci par f. Alors on a
p; =0 et u, > 1. Par suite u,/(p; + 1) > 1, ce qui contredit la proposition
1-2.

20me cqs. D’aprés le premier cas, on peut supposer que dim (B(mD))
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< 1. Soit C une composante irréductible de dimension 1 de B(mD). Dis-
tinguons les deux possibilités suivantes:

a) Supposons C contenue dans Sing (X). D’aprés la proposition 1-3,
il existe ie I tel que f(E,) = C et p, = 0. Par hypothése, on a: u, > 1,
et donc: u,/(p; + 1) > 1. Cela contredit la proposition 1-2.

b) Supposons Cnon contenue dans Sing (X). Supposons que 1’é1ément
général de |mD| passe par C avec multiplicité > 2. D’aprés la proposition
1-3, il existe ic I tel que f(E,) = C et p, =1. Comme on a: u; > 2, on
déduit: u,/(p; + 1) > 1, ce qui contredit la proposition 1-2.

Pour avoir la proposition 1, il suffit maintenant d’utiliser le théoréme
de Bertini.

Un résultat sur les surfaces @-Gorenstein

DEerFINITION 2-1. Soit S une surface normale et projective. Nous
dirons que S est Q-Gorenstein, si elle vérifie les conditions suivantes: S
est de Cohen-Macaulay; notons g son faisceau dualisant. Alors il existe
un entier r > 0, tel que le bidual du faisceau %" soit inversible.

DErFINITION 2-2. Soit S une surface normale projective @Q-Gorenstein.
Nous dirons que S est de type général si un modele lisse de S est une
surface de type général.

PropoSITION 2-0. Soient S une surface normale Q-Gorenstein de type
général, wg son faisceau dualisant, n un entier > 2, a et r deux entiers
>0, D et U deux diviseurs de Cartier sur S, vérifiant les conditions
suivantes:

a) Le bidual de o%" est isomorphe a 04(U).

b) Pour toute courbe C sur S, on a deg, (04(D)) = 0 et deg, (Os(aD — U))
> 0.
¢) D*>0 et on a RS, O4(nD)) > 4.

Alors le faisceau Oi(mD) est engendré par ses sections globales dans les
deux cas suivants:

(i) r=>22eem>z2n+a+r—1,

(ii) r=1etm>=2n+r+a.

Le but de ce chapitre est de démontrer cette proposition en trois étapes.

1) Un résultat élémentaire sur les surfaces de type général
Soient S une surface lisse de type général, S, son modele minimal et
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f: S— 8, le morphisme birationnel correspondant. Notons K le diviseur
canonique de S, K, I'image inverse de celui de S, par f. Par définition,
il existe une famille finie de diviseurs effectifs (L,),c;, une famille (C,),e;
de courbes rationnelles lisses, une famille de sous-ensembles (I,),c;, un
ordre partiel sur I, tels que les conditions suivantes soient réalisées:

a) pour tout iel, ona: L'!= —1, K,-L, =0,

b) pour tout i, jel, i +j, on a L,-L, =0,

c) pour tout pel, et tout iel, on a p<i, et L, =C,+ >lie;, Li,

d ona: K=K,+ > ;L.

ProrosiTion 2-1. Soit R un diviseur numériquement positif non nul
sur S, soit J Pensemble formé des iel tels que R-L, > 1. Le diviseur
R + 3,.; L, est numériquement positif.

Démonstration. Pour tout i¢ J, on a R-L;, = 0. Remarquons que si
p et qgsontdans I, on a L,-C, > — 1, et on a égalité si et seulement si
p =q. En effet par la condition c), on a:

C,=L,—>L,.
i€l

Si p # q, on obtient: L, (L, — >jicr, L) = — Xier, L)L, > 0.
Si p = g, on obtient: L,-(L, — > ¢ 1, L:) = —1, ce qui montre le résultat.
Soit pe I tel que: (35,c,L,)-C, < 0. Alors ped, et on a:

(2ses L) Cp =Ly Cp + (Xy4p Ly)- C,.
D’aprés ce qui précéde, L,-C, = —1 et L;-C, > 0 pour j # p, par suite
pour tout jedJ — {p}, on a L;-C, =0 et (3};es L;)-C, = —1. La relation
c) montre que I,NJ =@. On déduit pour tout iel,: R-L, =0. Pour
tout ped, on a R-L,> 1, et puisque C, =L, — 3,c;, L;, on obtient:
R.-C, > 1. Montrons que pour tout pel, on a: (R+ >,e,L,)-C, > 0.
Distinguons deux cas:

1) supposons p € dJ:

D’aprés ce qui précéde, on a: (3 e, L;)-C, > —1. Comme R-C, > 1,
on a: (R+ > ,e,L)-C, > 0.

2) supposons p & dJ:

Alors on a: (3;es L;)-C, > 0, et donc puisque R est numériquemsnt
positif, on a le résultat. Cela achéve de montrer la proposition.

2) Une proposition technique sur les surfaces.

LEMME 2-1. Soient S une surface lisse et projective, R un diviseur
numériquement positif verifiant R* > 0. Alors:
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(1) Le nombre de courbes irréductibles deux o deux distinctes C telles
que R-C = 0 est fini.

(ii) Le nombre de diviseurs effectifs E distincts deux a deux tels que
R-E=0 et E* = —1, est fini.

Nous renvoyons au lemme 1-2 de [B-1] pour la démonstration de ce
résultat.

ProrposiTION 2-2. Soient S une surface lisse et projective, R et P deux
diviseurs numériquement positifs, K le diviseur canonique de S, n un entier
> 2, tels que l'on ait:

a) P*>0et R*> 0,

b) RS, 04(nR)) > 4.

Supposons |K + P + nR| + 0. On a les assertions suivantes:

(i) Soit xe B(K + P + nR). Alors il existe un diviseur effectif E
passant par {x} vérifiant P-E = R-E=0 et E* = —1.

(ii) Soit C une courbe irréductible contenue dans B(K + P + nR).
Alors C est une courbe rationnelle lisse vérifiant R-C = P-C = 0.

Démonstration. Soit x un point fermé de S. Soient S’ un modele
birationnel de S, f: S’ — S I’éclatement du point x, et L le diviseur excep-
tionnel correspondant. Notons K’ le diviseur canonique de S’. Supposons
que x € B(K + P 4+ nR). D’aprés ’hypothése b), il existe une famille (C,);;
de courbes irréductibles, et une famille (a,);., d’entiers positifs, tels que
Ton ait:

2. a:C.e|f*(nR) — 2L] .
ier

1°" pas. la O-connexité de nf*(R) — 2L.

Soit De|f*(nR) — 2L|. Alors montrons que D est 0-connexe au sens
de [Ra]. Soient D, et D, deux diviseurs effectifs non nuls sur S’, G, et G,
deux diviseurs effectifs sur S, n; des entiers pour ie{l, 2}, tels que l'on
ait:
— D, = f*(G,) — n;L pour ie{1, 2},
—G,+ G, ~nR, et n, + n, = 2.
Ecrivons dans NSy(S), pour i€ {1, 2}: G, = (R-G,/R*)R + (—1)’¢ avec R-¢
=0. On a:

(1) R-G, + G-R, = nk*.

De plus on a:
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(2) D,-D, = G,-G, — nin, = (R-G)(R-Gy)|R’) — & — nyn, .

D’aprés le théoreme de l'indice sur S, on obtient & < 0. Distinguons deux
cas:

1" cas. supposons R-G; >0 et R-G, > 0.

On a d’aprés la formule (1): (R-G)(R-G)/R*> (nR* — D)/R* > n —
(A/R)>2—1=1. Dapres la formule (2), on déduit: D,-D, > 0.

2%me caqs. supposons R-G, = 0.

Alors on a: (G, + G,)-G, = G,-G, + G} = 0. Puisque R*> 0, le théoréme
de l'indice sur S implique: G < —1, ce qui montre que: G,-G,> 1. En
utilisant la formule (2), on obtient: D,-D,>1—1=0.

28me pas. On a 'une des assertions suivantes:

(i) Il existe un entier m > 0, une famille (D,)y<p<, de diviseurs,
une famille (j,)o<p<n d’éléments de I, vérifiant les conditions suivantes:

a) pour tout pe{0,.---,m -1}, ona D,, =D, + C,, et

H*(C;,, 0c,(—D,)) =0,
b) on a: D,= f*(P), et D, = f*(P 4+ nR) — 2L.
(ii) 1II existe un diviseur effectif E sur S passant avec multiplicité 1

par le point x vérifiant: P-E=R-E =0 et E*= —1. Soit C, la com-
posante irréductible de E passant par x. On a: 0, (nR — E) = O ({x}).

Il est clair que 1'on a l’assertion (i) sauf s’il existe une famille (b,);c;
d’entiers > 0 vérifiant:

1) pour tout iel, on a b, < a,

2) l’ensemble formé des ie I tels que b, < a; est non vide. De plus
si ie I vérifie b, < a;, on a:

hACy, Oc(—f*(P) — 2, b.C)) > 1.

Soit I’ I’ensemble formé des i I tels que b, < a,. La condition 2) entraine
que pour tout iel’, on a:

(1) Ci-(f*(P)+i2;‘1b,-C,-)<0.

Posons D = >7,; b,C,. Puisque f*(P) est numeriquement positif, d’aprés
(1), pour tout iel’ on a:

(2) D-C,<0.

Posons pour chaque iel’, e;, =a, — b;; on a: D + > ,cr e,C; = f¥(nR) —
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2L. D’aprés la formule (2) on a: D-(3,c;-€,C;) < 0. D’aprés le 1°F pas,
on déduit:

(3) D-(3 eC)=0.

iel’
La formule (2) entraine que pour tout iel’, on a D-C, = 0. La formule
(1) montre que pour tout i€ l’ on a:

(4) f*P)-C,=0.
La condition 2) entraine alors que pour tout i€ l’, on a:
(5) f*(P)ICiEDICiEO'

Posons IV = >,.,;.e;C,. Soient M et M’ deux diviseurs effectifs sur S, a
et @’ deux entiers, tels que I'on ait:

(6) D=f*M)—aL, D=f*M)—dL, M+ M =nR,
et at+ad =2.

D’aprés la formule (4), on a:

(7) D-f*(Py=M-P=0

La formule (3) montre que:

(8) D-D=M-M —ad =0

Puisque @ + o = 2, on a:

(9) M-M<1.

Remarquons que M’ est non nul, car sinon on aurait o’ <0, et la formule
(8) serait absurde. La formule (7) et le théoréme de l'indice entrainent:

(10) MP< —1.
La 3%®¢ égalité de (6) montre que:
M-M + M*=nR-M >0
A T’aide des formules (9) et (10), on déduit:
M-M=1, M*"=-1, RM =0.
La formule (8) entraine:
(11) a=a =1.

Supposons que M’ passe au moins deux fois par {x}. Alors L serait
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composante irréductible de D’ et d’aprés la formule (2), on aurait: D-L
=0, ce qui est absurde d’aprés (11) et la 1%¢ égalité de (8).

Soient C, la composante de M’ passant avec multiplicité 1 par {x} et
C’ le transformé strict de C, par f. D’aprés la formule (5), on a:

D‘Clz = O Py
d’ott 'on déduit: Oq(f*(nR — M")) = 0,(L). Cela implique:
(12) Oc,(nR — M') = 0, ({x}) .

On a donc démontrer le 28™¢ pas.

3¢me pas. L’assertion (i) du 2°™° pas est absurde.

Soit x € B(K + P + nR). Soient m un entier > 0, (D,),<,<» une suite
de diviseurs sur S’, (jo)<p<n Une suite d’éléments de I vérifiant les con-
ditions de l’assertion (i) du 2°™¢ pas. Soit pe{0, ---,m —1}; on a la
suite exacte:

(p) O‘—*(ps’(_Dpn)'_"_)@s'(‘_Dp)—“_)(Ocjp(_Dp)'_)O .

Montrons par récurrence sur p que H'S’, 03 (—D,)) = 0. D’aprés le
théoréme 0-1, on a: H'(S’, 05(—D,) = 0. Supposons que H(S’, 0;(—D,))
=0. D’aprés l'assertion (i) a) du 2°™° pas, on a: H(C,,, O¢,,(—Dy)) = 0.
La suite exacte (p) montre que: H'(S’, Os.(—D,,,)) = 0. Cela montre le
résultat.

On a: HY(S’, 0s(—D,)) = 0. De plus la suite:

0—> 0 (f*(K + P+ nR) — L) —> 0s(f*(K + P+ nR)) —> 0,—> 0
est exacte. Par dualité de Serre, on obtient:
H'\(S’, 0s(f*(K 4+ P + nR) — 2L)) = H(S’, 0s(—D,)) =0.
Cela entraine que I’homomorphisme:
H(S', 0s(f*(K + P + nR))) —> HXL, 0,)
est surjectif, ce qui est absurde.

4°m¢ pas. La démonstration de 1’assertion (ii) de la proposition 2-2.

Soit C une courbe fixe du systéme linéaire |K + P + nR|. Alors chaque
x € C appartient & B(K + P + nR). D’aprés ce qui précéde, il existe un
diviseur effectif E, vérifiant P-E, = R-E, =0 et E, = —1. De plus ce
diviseur passe exactement une fois par x. Soit C, la composante irréduc-
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tible de E, contenant x. D’apres le lemme 2-1, il existe un sous-ensemble
infini N de C, une courbe irréductible C,, un diviseur effectif E, tels que
pour tout xe N, on ait: E,=FE et C, = C,. Alors, pour tout xe N, on a
xec CNC, Cela entraine que C = C,. De plus d’aprés la formule (12)
du 2%™¢ pas, on a:

Oc({x}) = Oo(nR — E)

par suite C est une courbe rationnelle lisse vérifiant: P-C = R-C = 0.
Cela termine la démonstration de la proposition 2-2.

3) Sur la résolution minimale de S.

Soit S une surface normale et projective vérifiant les hypothéses de
la proposition 2-0. Soit (@.).c. la famille finie des points singuliers de
S, f: S8’ — S la résolution minimale de ces points singuliers. Pour chaque
ac A, notons (Ef),c;, la famille des composantes irréductibles de f~-%(Q,).
Notons K le diviseur canonique de S’. Puisque f est la résolution minimale
de S, il existe un diviseur effectif Ec @,.4 e, VEF tel que: rK 4+ E =
*(U).

Posons R = f*(D) et P = f*(aD — U). Alors P et R sont des diviseurs
numériquement positifs, et on a pour tout ae A et tout iel,:

Ops(P) = Opa(R) = Oga .

Comme S est normale, on a f,0s = O et done, pour tout entier n, on a
I’isomorphisme:

(1) H(S, 0s(nD)) = H(S', 05/(nR)) .

Soient S, le modéle minimal de S’ et K, I'image inverse du diviseur
canonique de S, sur S’. Reprenons les notations de la proposition 2-1.
Il existe une famille de diviseurs effectifs (L,),.; tels que:

K=K, +>L,.
icl

Soit J le sous-ensemble formé des i€l tels que R-L, =0. Posons L =
>iesL; et L' = 3¢, L;,. D’apreés la proposition 2-1, le diviseur K, + R
+ L/ est numériquement positif. Posons E, = E + (r — 1)L.

LeEMME 2-2. Pour tout entier n> 0, on a: B((n + a 4+ r)R)NE, = §.
Démonstration. Soit n un entier > 0. On a:

n+a+rR=K+@—-—1)K+R)+(®n+ DR+ (aR — rK).
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Par définition, on a:

K=K, +L+L
aR—rK=f*aD - U)+ E=P+E.

En reportant ces égalités dans 1’égalité ci-dessus, on obtient:

(2) (n+a+r)R
=K+ (@r—-)E+R+L)+nm+1DR+P+E+ (r—1)L.

Posons P, =(r — 1)(K,+ R+ L) + nR + P; d’apres la proposition 2-1,
P, est un diviseur numériquement positif. Si n>1, d’aprés la remarque
0-1 il vérifie: P > 0. De plus on a:

m+a+r)R=K+P,,, +E,.
D’aprés la définition de E,, on a: 0z (R) = O,. Cela montre que la suite
0—>0s(K + P,.;) —> O0s((n +a + r)R)y—> Oy, —> 0

est exacte. D’aprés les remarques précédentes sur P, et le théoréeme 0-1,
I’homomorphisme:

H(S’, 0s((n + a + r)R)) —> H(E, O5,)

est surjectif. Comme la fonction constante et égale & 1 appartient a
H(E,, 03,), on déduit le résultat annoncé. :

ProrosITiON 2-3. Sous les hypothéses de la proposition 2-0, il existe
un entier n, tel que pour tout n > n,, le systéme linéaire |nD| est sans point
base.

Démonstration. D’aprés 'isomorphisme (1) de ce paragraphe, il suffit
de voir que pour n assez grand, |nR| n’a pas de composantes fixes de
dimension 1. 11 découle alors des résultats de Zariski [Z] que pour n assez
grand, [nR| est sans point base. Posons P,=(r — )(K, + R + L) + P;
sir>2 ona: P;>0.

Soient n I’entier considéré dans la proposition 2-0, et m un entier > n.
Soit C une courbe fixe du systéme linéaire |(m + a + r)R|. D’apres le
lemme 2-2, C n’est pas contenue dans E,, Remarquons que puisque S’
est de type général, on a d’aprés la proposition 0-4: A*(S’, O (K + P, +
(m + 1)R)) > 1. D’aprés la formule (2) de ce paragraphe, on a:

m+a+r)R=K+P,+(m—n+ 1R+ nR + E,.
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Posons P,, = Py + (m — n + 1)R. D’aprés ce que 'on vient de voir, C est
une composante fixe du systéme linéaire |K + P,, + nR|. Par I’hypothese
¢) de la proposition 2-0, on a: h%(S’, Os(nR)) > 4. Comme on a m > n,
d’aprés la remarque 0-1, P,, est un diviseur numériquement positif vérifiant
P2 > 0. D’apres la proposition 2-2, C est une courbe rationnelle lisse
telle que: P,-C = R-C = 0.

Soient (C;);c; la famille finie des composantes fixes de |(m + a + r)R|,
(@.):c; la famille des multiplicités des C; dans la partie fixe de |[(m + a + r)R),
et M sa partie mobile. On a: m+a+r)R=M+ > ;c;a,C,. Soit b un
entier € {2, 3}; on a:

bm+aoa+r)R=K+P,+m+1+0B—-2(m+a+r)R+ M
+§1aici+E0'

Posons G = E, + > ,,c; a,C;. Alors puisque chaque C; est rationnelle et
lisse, on a: Ou(R) = 0p. Posons R, =P+ (m+1+ (b —-2)(m+a+r))R
+ M. Etant donné que M est numériquement positif, d’aprés la remarque
0-1, R,, est numériquement positif et vérifie RZ, > 0. En utilisant le théoréme
0-1, on obtient: HY(S’, 05 (K + R,)) = 0. On a la suite exacte:

0—> 0g(K + R,) —> 0g(b(m + a + r)R) —> Oy —> 0 .

L’homomorphisme: H(S’, 05 (b(m + a + r)R)) — H(G, 0;) est surjectif.
Comme la fonction constante et égale a 1 appartient & H(G, @;), on déduit:

Bb(m +a+r)RNG=§.
Mais on a: B(b(m + a + r)R) < B((m + a + r)R). Cela entraine:
dim B(b(m + a + r)R) = 0.

Puisque pour tout s> 7(n + a + r) il existe deux entiers p et ¢ > n
vérifiant s = 2(p + a +r) + 3(g + @ + r), on obtient le résultat annoncé.

4) La démonstration de la proposition 2-0

Remarque 2-1. Soit C une courbe sur S’ telle que R-C = 0. Alors
on a:

O(R) = 0O .

En effet, d’aprés la proposition 2-3, il existe un entier m, tel que pour
m > m,, |mR| n’ait pas de point base. Soit m un entier > m,; on a:

Oc((m + DR) = 0(mR) = 0, ,
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ce qui montre le résultat.

LEMME 2-3. Soit E un diviseur effectif vérifiant R-E = 0 et E* = —1.
Alors E est 1-connexe au sens de [Ral.

Démonstration. Soient D, et D, deux diviseurs effectifs non nuls, tels
que: E = D, + D,. Puisque R est numériquement positif, on a R-D, =
R-D, =0. Comme R®> 0, le théoréme de I’indice implique: D? < —1 et
D < —1. L’égalité: —1 = E*= D: + 2D,-D, + D: montre que: D,-D, > 1,
ce qui termine la démonstration.

ProprosITION 2-4. Sous [l'hypothése de la proposition 2-0, le systéme
linéaire |(m + a + r)D| est sans point base dans les deux cas suivants:

(i) r=2z2etm>=n—1,

(iil) r=1letm>=n.

Démonstration. D’aprés 1’isomorphisme (1) du paragraphe 3 de ce
chapitre, il suffit de montrer que |(m + @ + r)R| n’a pas de point base,
Soient m un entier >n —1si r>2 ou >n si r=1, et x un point fermé
de B((m + a + r)R). Par le lemme 2-2, on a x¢ E, Comme précédem-
ment posons Po=(r —1)(K,+ R+ L)+ P et P,=P,+ (m—n+1R.
D’aprés la formule (2) du paragraphe 3 de ce chapitre, on a:

m+a+r)R=K+P,+(m—n-+ DR+ nRkR + E,
=K+ P, +nR+E,.

D’aprés la remarque 0-1 et les conditions (i) ou (i), P, est un diviseur
numériquement positif vérifiant P?, > 0. De plus la proposition 0-4 im-
plique: |K+P,, + nR|+# @. On en déduit que X est point base du systéme
linéaire |K + P, + nR|. D’aprés ’hypothése c¢) de la proposition 2-0, on
a: ho(S’, Os(nR)) > 4. La proposition 2-1 implique qu’il existe un diviseur
effectif E vérifiant: R-E = P,,-E =0 et E* = — 1. De plus E passe par
le point x. La remarque 2-1 montre que:

(1) @E(R) = Ug

Montrons que E N E, = § : D’aprés le lemme 2-3, E est connexe; comme
toutes les sections de HYS’, 0u((m + a + r)R)) s’annulent au point x,
d’aprés la formule (1), ces sections s’annulent aussi le long de E. D’aprés
le lemme 2-2, on a E N E, = §; on obtient: n+a+r)R-E=K-E+ P, E
+nR-E+ E-E=K-E=0. Cela implique que I'on a: E*= 0 (mod 2).
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Comme E? = —1, on obtient une contradiction, ce qui démontre la propo-
sition 2-4.

Il est clair que la proposition 2-4 entraine la proposition 2-0 par la
formule (1) du début de la troisiéme section de ce chapitre. Cela termine
la démonstration de la proposition 2-0.

La démonstration des théorémes 1 et 2

1) La démonstration du théoréme 1:
Reprenons les notations données en (0-1) au chapitre 0.

ProposITION 3-1. Soit m un entier > 17; il existe une surface irréduc-
tible, normale, Q-Gorenstein de type général au sens des définitions 2-1 et
2-2 dans le systéme linéaire |mH| n’ayant que des singularités isolées.

Démonstration. D’aprés la proposition 0-3 (i), on a [4H|+ @ et |5H|
#+ @. D’aprés l'assertion (ii) de la proposition 0-3, le systéme linéaire
|[mH| n’est pas composé d'un pinceau, et on a: rH — H= (r — 1)H. Les
hypothéses de la proposition 1 sont donc satisfaites en y faisant D = H.
Soit S e|mH| une surface irréductible n’ayant que des singularités isolées.
Puisque X est de Cohen-Macaulay, S 'est aussi. Comme S n’a que des
singularités isolées S est normale. Soit f: Y— X la résolution des sin-
gularités de X vérifiant les hypothéses données en (0-1). Soient Y’ un
modele birationnel de Y, f/: Y/ — Y un morphisme birationnel composé
d’une suite finie d’éclatements de centres lisses, vérifiant les conditions
suivantes: Posons p = fof’; alors le transformé strict S’ de S par p est
lisse.

Soit K. le diviseur canonique de Y’; par hypothése, il existe un divi-
seur effectif E tel que: rK,, = p*(H) + E. Soit K’ le diviseur canonique
de S’ et notons G = (rS’ + E)|s,.. La formule d’adjonction donne:

rK’ = G + p*(H)|s .

Comme G est un diviseur effectif, cela implique que S’ est de type général.
Soit wg le faisceau dualisant de S; on a: 0¥ = ¥ (rS) ® 0;. Soient ¥
le bidual de w®" et A la réunion du lieu singulier de S et des points sin-
guliers de X d’indice > 1.

Alors dim (A) =0 et si 'on pose # = X — A, on a: O0,(H) = 0¥ |,.
Posons aussi ¥ = S N %; on déduit:

&, = ¥, = 0,(H + rS)|, .
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Puisque la codimension de 7" dans S est > 2, on a: £ = 0,(H + rS) ® 0.
Par suite ¥ = 05((1 + rm)H) et S est @-Gorenstein. Cela achéve de
montrer la proposition 3-1.

LeEMME 3-1. Soient m un entier > 17, S une surface irréductible dans
|mH|. Alors pour tout entier p vérifiant: 4 < p < m, on a: h%S, 0s(mH))
=T

Démonstration. Soient S, p et m vérifiant les hypothéses du lemme.
On a la suite exacte:

0—> O0x((p — m)H) —> Ox(pH) —> O4(pH) —> 0.
D’aprés la proposition 0-2, on a l’isomorphisme:
H(X, 0x(pH)) —> H*(S, 05(pH)) .
La proposition 0-3 implique: A°(S, Os(pH)) > 7, ce qui démontre le résultat.

ProrosiTION 3-2. Si r > 2, pour tout entier m > 34r + 3, le systéme
linéaire |mH | est sans point base.

Démonstration. Soit m un entier > 34r + 3. Il existe un entier s > r
et un entier p vérifiant 17 < p < 33, tels que 'on ait: m = 17s + p. Soit
@ un point base du systéme linéaire [mH|. Comme on a: s|17H| + |pH|
C |mH|, il existe un entier b€ {17, p} tel que @ soit point base de |bH|.

D’aprés la proposition 3-1, il existe une surface S normale @-Goren-
stein de type général dans |bH|. Posons D = H|;. D’apres la démonstration
de la proposition 3-1, le bidual de ¥ est isomorphe a: Og((1 + br)D).
Posons a =1+ br et U= aD; alors on a: aD — U=0, et D* = bH*> 0.
De plus D est numériquement positif; d’aprés le lemme 3-1, on a pour
tout entier n verifiant 4 < n < b: AYS, 0s(nD)) > 7. La proposition 2-0
implique que pour tout entier g > a + r + 3, le faisceau 0 (gD) est
engendré par ses sections globales. On a la suite exacte:

0 —> Ox((m — b)H) —> Oy(mH) —> Os(mD) —> 0 .

D’aprés la proposition 0-2, ’homomorphisme: H(X, Ox(mH))— H(S, 0s(mD))
est surjectif. Montrons que m > a + r + 3.

1) Supposons que b = 17.

Alors a4+ r+3=17r4+r+3=18r+ 3, et il est clair que: m >
a+r+ 3
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2) Supposons que b = p.

Alors ona: a+r+3=pr+r+3=({pP+ Dr+3. Mais p+ 1< 34,
par suite, puisque par hypothése m >34r+ 38, ona: m>a+r + 3, ce
qui démontre le résultat.

Cela donne une contradiction, et démontre la proposition 3-2. Le
théoréme 1 est donc démontré dans le cas oli r > 2. Le théoréme 2 couvre
lecasr=1.

2) La démonstration du théoréme 2.

Nous supposerons désormais r = 1. Alors wy est un faisceau inversible
et est isomorphe a Ox(H). Soit m un entier > 17; d’aprés la proposition
3-1, il existe une surface S irréductible, normale, de Gorenstein dans le
systéme linéaire |mH|. Posons R = H|s, alors si 'on note wg le faisceau
dualisant de S, on a: wg = Os((m + 1)R). Par hypothése R est ample. De
plus le lemme 3-1 montre que pour 4 < p <m, on a: h%S, Os(pR)) > 5.
Les hypothéses de la proposition 2-0 sont réalisées pour S. Distinguons
les deux cas suivants:

1" cas. Supposons que le systeme linéaire |2mH| ait un point base
Q. Alors @ est aussi point base de |[mH|et @€ S. On a la suite exacte:

0——> O0y(mH) —> 0x(H+ S 4+ (m — )H) —> os((m — 1)R) —> 0 .

D’apres les considérations du début et le théoréme 0-1, on obtient une
surjection:

HY(X, 0x(H+ S + (m — D)H)) —> H(S, 0s(m — 1R) .

D’apreés la proposition 2-0, le faisceau ws((m — 1)R) est engendré par ses
sections globales. Mais on a: H+ S + (m — 1)H = 2mH, ce qui donne
une contradiction.

2éme cqs, Supposons que le systéme linéaire |(2m + 1)H| ait un point
base . Comme |(m + DH| + |mH| C |(2m + 1)H| soit @ est point base
de |mH]|, soit il est point base de |(m + 1)H|.

1) Si @ est point base de |mH|, @€ S et on a la suite exacte:

0—> Ox(H+ mH)—> 0x(H+ S + mH) —> wg(mR) — 0

On conclut alors comme précédemment.
2) Si Q est point base de |(m + 1)H|, on remplace m par (m + 1) et
on peut alors supposer que @€ S. On a la suite exacte:
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0—> Ox(H + (m — 2)H) —> 0z(H + S + (m — 2)H)
—> ws((m — 2)R)—> 0.

On conclut alors comme pour le cas précédent.

[B-1]
[B-2]

[B-3]
[E]

[F]
[Hal
[Hi]
K1
[K-1]
[M]
[Ra]
[R-1]
[R-2]
[S]

vl
[Z]

Cela termine la démonstration du théoréme 2.
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