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Abstract. On etudie ici les homomorphismes metriques entre systemes dynamiques
definis par des substitutions de meme longueur. En general, ces homomorphismes
sont continus, et ont une forme simple. Le commutant essentiel d'un systeme
dynamique defini par une substitution est fini, et peut etre determine explicitement.

1. Preliminaires et enonce du resultat
1.1. Les systemes dynamiques definis par des substitutions ont ete introduits par
Gottschalk [2] et etudies entre autres par Martin [4], Dekking [1] et Queffelec [5].
On rappelle dans ce paragraphe les definitions et les proprietes utilisees dans la
suite; pour les demonstrations, on pourra se reporter a [6]. La seule notion nouvelle
introduite ici est celle de substitution reduite.

Soit A un ensemble fini, appele alphabet, dont les elements sont appeles des
lettres. Un mot sur A est une suite finie w = (a>0,... ,<ok) de lettres; A* designe
l'ensemble des mots sur A • q etant un entier > 1, une substitution de longueur q sur
A est une application £ de A dans A* qui associe a chaque lettre un mot de longueur
q. On etend par concatenation £ en une application de A* dans lui-meme; cela
permet d'iterer £: pour tout n >0, £" est une substitution de longueur q" sur A. On
dit qu'un mot w sur A est un mot de f s'il existe une lettre a et un entier n > 0 tels
que at soit un sous-mot de £"a. Si x = (xk; fceZ) appartient a Az et si / est un
intervalle de Z, on note xt le mot (xk;ke I).

Soit X l'ensemble des suites x e Az telles que, pour tout intervalle fini / de Z, x,
soit un mot de f • X est une partie fermee de Az, invariante par le 'shift' T de Az.
Le couple (X, T) sera appele le systeme dynamique defini par £

On s'interesse ici uniquement aux substitutions f primitives, c'est a dire celles
pour lesquelles il existe un entier n>0 tel que pour tout couple (a, b) de lettres, b
apparait dans ("a. Dans ce cas, le systeme dynamique topologique (X, T) admet
une unique mesure de probability invariante /A. (X, T, fi) sera appele le systeme
dynamique metrique defini par £

Par concatenation, on peut etendre £ en une application de Az dans lui-meme,
encore notee I-; il est clair que l'image de X par £ est contenue dans X, et que £
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<o et <a' etant deux mots de meme longueur k, on note

d(a>,o')=- card {j e [0, k[; «, ̂  &>j}.

a et b etant deux lettres, la suite (d(^"a, %"b)) est decroissante. On dira que la
substitution £ est reduite si cette suite ne tend vers 0 que dans le cas ou a = b. On
verra plus loin (Proposition 1) que, si le systeme dynamique defini par ( n'a pas
un spectre purement discret, il est metriquement isomorphe au systeme dynamique
defini par une substitution reduite canoniquement associe a £ Pour etudier les
homomorphismes entre deux systemes dynamiques definis par substitutions et dont
le spectre n'est pas purement discret, on peut ainsi se ramener au cas ou les
substitutions sont reduites.

1.2. Exemples d'homomorphismes. A et B etant deux ensembles finis, et fc>0 un
entier, on appelle code de longueur k une application U de Az dans Bz commutant
avec le shift et telle que, pour tout xeAz, (Ux)0 ne depende que de x[ok[. Soit
X t= Az un ensemble invariant par le shift, et V:X-* Bz; s'il existe un code U: Az -*
Bz de longueur k dont la restriction a X soit egale a V, on dira encore que V est
un code de longueur k.

(a) Soient { et C deux substitutions primitives de meme longueur q sur les
alphabets A et B, f une application de A dans B et n > 0 un entier tels que:

pour tout a e A et tout^e [0, q"[, (Cf(a))j =f((€"a)j).

Soit U: AZ->BZ le code de longueur 1 defini par/- U verifie l / f = £nU. (X, T,fi)
et (Y, T, v) etant les systemes dynamiques definis par f et £, UX est inclus dans
Y; notons encore U la restriction de U a X. U est un homomorphisme de (X, T, fi)
dans (Y, T, v); un tel homomorphisme sera appele un homomorphisme trivial.
Lemanczyk et Mentzen [3] ont prouve que tout isomorphisme entre deux systemes
dynamiques definis par des substitutions bijectives (cf §3.1.) est le produit d'une
puissance du shift et d'un homomorphisme trivial.

(b) Soit (X, T, fi) le systeme dynamique defini par une substitution primitive £
de longueur q sur A. Soient B Fensemble des mots de longueur 2 de f et p e [0, q -1[.
On definit une substitution £ de longueur q sur B par:

((£0,-1, (#)o) sij = q-p-l;
#>),+;,_i, (#>);+„_,+!) si q-p<j<q.

La substitution £ est primitive; soit (V, T, v) le systeme dynamique defini par £.
L'application qui a chaque (a,b)eB associe a definit un code U:BZ^AZ de
longueur 1. On verifie facilement que UY<= X; U est un isomorphisme de (Y, T, v)
sur (X, T, fi). L'isomorphisme U'1 de (X, T, /*) sur (Y, T, v) est donne par un code
de longueur 2. II n'existe aucun entier n tel que T"U~X soit trivial. Notons que

On peut generaliser cette construction en remplacant la substitution | par une
de ses iterees f" et en choisissant rentier p dans [0, q"-l[.

THEOREME 1.3. Soient f et £ deux substitutions primitives de meme longueur q sur les
alphabets A et B, et (X, T, fi) et (Y, T, v) les systemes dynamiques qu'elles definissent.
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On suppose deplus que f est reduite et que Yest infini. Alors, pour tout homomorphisme
S de (X, T, fi) dans (Y, T, v), il existe un entierj tel que TJS soit presque partout egal
a un homomorphisme U verifiant:
(1) U est un code de longueur 2;
(2) il existe un entier n > 0 et p e [0, q"-\[ avec TPUZ" = £"U.

REMARQUES. Tout homomorphisme S de (X, T, fi) dans (Y, T, v) est done presque
partout egal a un homomorphisme continu; plus precisement, cet homomorphisme
peut s'ecrire comme un produit d'une puissance du shift, d'un homomorphisme
trivial et d'un isomorphisme du type donne dans l'exemple (b).

Comme il n'existe qu'un nombre fini de codes de longueur 2, il n'existe, aux
puissances du shift pres, qu'un nombre fini d'homomorphismes de (X, T, /x) dans
(y,7».

Remarquons enfin que la decomposition de S donnee dans le theoreme est unique.

2. Demonstration du theoreme
2.1. Y etant infini, on sait d'apres [4] que la substitution £ est 'determinee', e'est a
dire qu'il existe un entier r > 0 tel que si xe£Y et ye Y verifient xt_r r) = _y[_r r],
alors y e f Y. Dans toute la suite, r designera un tel entier. Cette propriete signifie
que fY est une partie ouverte de Y, et que {Tk£,Y\ 0<k<q} est une partition de
Y. De meme, pour toute n > 0, £" Y est une partie ouverte de Y et {TkC" Y,0<k<qn}
est une partition de Y. Pour toute xe Y et tout n>0, on notera 7rn(x) l'entier
ke[0,q"[ tel que x€TkC"Y. Remarquons que irn+l(x) = irn{x) modulo q" pour
tout n > 0 et tout x e Y.

Par unique ergodicite, la mesure image de fi par S est v, done X est aussi infini,
et on peut definir de meme des applications de X dans [0, q"[, que Ton notera
aussi irn.

Enfin, la propriete de partition que Ton vient de montrer, et l'unique ergodicite
de (X, T) entrainent que la mesure image de fi par f est q" • fi\f»x (cf [6]); ainsi,
pour tout borelien E de X,

= q-n jH(E) = q-n j card {je[0, qn[; T>£"xe E}

Cette remarque servira plusieurs fois dans la suite.
On notera %C l'ensemble des homomorphismes metriques de (X, T, /a) dans

(Y, T, v). Soient WeW et n>0. L'application qui a tout xeX associe irn(x)-
vn( Wx) mod q" est invariante par T done presque partout egale a une constante
que Ton notera pn(W). Ainsi, TP^W)W^"X est inclus, a un ensemble negligeable
pres, dans £"Y; d'autre part, comme I est reduite, £" est un homeomorphisme de
Y sur f" Y; pour presque tout x e X, il existe done un unique y e Y tel que
T"-{ W) Wfx soit egal a Cy, on notera Wnx cet element y de Y. Comme T""C = f "T
et que T*"f" = €"T, Wn e %. On a ainsi associe, a chaque We 3€, une suite (pn( W))
d'entiers et une suite (Wn) dans 5if telles que, pour toute n > 0

0^pn(W)<pn et TpJW)Wg" = {nWn presque partout.

On posera po( W) = 0 et Wo = W. Remarquons que, pour tout n > 0,
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Pn+1(W)=pn(W) + qn
Pl(Wn) et que (WJ,= Wn+1; par recurrence, (Wn)j=Wn+J

pour tous n,j>0.
2.2. Comme £ est reduite, il existe une constante TJ>0 telle que d{£"a, £nb)> 77
pour toutes lettres a,beB distinctes et tout n >0. Dans toute la suite, -q designera
une telle constante.

Pour deux applications mesurables U et V de X dans Bz commutant avec le
shift, on note d( U, V) = M{x e X; (Ux)0 * (Vx)0}.

LEMME 1. Soient U, VeW. Si d(U, V)<r)/(2r+l), alors U= Vpresquepartout.

Pour tout n > 0, notons £„ = {x e X; (Unx)0 ^ (Vnx)0}. Montrons par recurrence
que/>„(£/)=/>„( V) et que /*(£„) < l / ( 2 r+ l ) pour tout n>0. II n'y a rien a prouver
pour n = 0. Soit «>0, et supposons que ces proprietes sont vraies a l'ordre n - 1 .
La fonction qui a tout x e X associe TTJ( t/n_ix) - w,( Vn_,x) est egale presque partout
a pt( Vn_!) -p,( {/„_]); par definition de r elle est nulle sur l'ensemble des x e X tels
que (t/n_ix)t_r r] = (Vn_1x)[_r>r], et cet ensemble a une mesure >0 par hypothese.
Ainsi.p.Ct/^,) = P,(Vn_,), done pn(U) = pn(V). Notons p = pn(U). Pour tout xe £„,
il existe au moins 179" entiers fce [0, q"[ tels que (ft/nx)fc 5̂  (^nVnx)t, e'est a dire
tels que Tp+k^"xe Eo. Ainsi,

Jn)< J card {je[p,p + qn[; Vfxe

= «>(£»),
done (i(En) < l/(2r+1), et les proprietes annoncees sont vraies a l'ordre n.

Soit k>0 un entier; choisissons un entier n tel que q">4k, et posons p=pn(U).
Si x 6 X verifie (Unx)0 = (Vnx)0, alors (UTp+i^nx)^K fc] = ( V T " ^ ^ ) ^ ^ fc] pour tout
7e[fc,q"-A:]. Ainsi

L'ensemble des x e X tels que Ux = Vx est l'intersection decroissante de ces
ensembles pour keN, il a done une mesure >0. Par ergodicite, U= V presque
partout.

2.3.
LEMME 2. Soit S e 5if. // exw/e w«e suite (/„) de codes de longueur 2 telle que d(Sn,fn)
tende vers 0.

Soit e > 0. S etant mesurable, il existe un entier m > 0 et une application g de X
dans B telle que g(x) ne depende que de xt_m m] et que l'ensemble £ =
{x€X; (Sx)o^g(x)} ait une mesure inferieure a eri/6. Choisissons n assez grand
pour que m < r\qn/6, et posons p = pn(S). Pour tout xe X, notons A(x) l'ensemble
des entiers ke[m, q"-m] tels que Tk+P£nx n'appartienne pas a E. Soit enfin
F = {x e X; card A(x) > (1 - 77/2)<?"}.

Montrons que Sn coincide sur F avec un code de longueur 2. Soient x, y € F
avec x[0,1] = >'[0,1]. Pour tout ke[m,qn-m], (Tp+k^x)[^m] = (Tr'+k^y)l_mtml,
done g(T"+'tr^) = g(rp+'crj')- Si fc6A(x)nA(j), (r5nx),
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g( Tp+k^"y) = ((nSj)k. Enfin, comme x et y appartiennent a F, card (A(x) D A(y)) >
(l-Tj)q", done (Snx)0=(Sny)0 par definition de 17. Ainsi, pour xeF, (Snx)0 ne
depend que de x[0,1]. D'autre part,

eV/6>n(E)>q-n (qn -2m-card A(x))

done fi(F)>l-e, d'ou le resultat.

Remarque. On n'a pas prouve que/n(X) est inclus dans Y, e'est a dire que/n est
un homomorphisme; on ne peut done pas appliquer directement le lemme 1 a Sn

et/,.

COROLLAIRE 1. Soit S e 3€. S'il existe n > 0 tel que 5 = Sn presque partout, alors S est
presque partout egal a un code de longueur 2. En particulier, la propriete 2 du theoreme
implique la propriete 1.

Pour toutj > 0, Sn+j = (Sn)j = Sy, en particulier S2n = Sn et, par recurrence, 5fcn = S
pour tout k > 0. Comme il n'existe qu'un nombre fini de codes de longueur 2, le
Lemme 2 entraine que S est un code de longueur 2.

Remarque. Sous les memes hypotheses, S, est un code de longueur 2 pour tout j a 0;
on peut en deduire que l'entier n peut etre choisi inferieur ou egal au nombre de
codes de longueur 2.

2.4. Fin de la demonstration du theoreme. A et B etant finis, il n'existe qu'un nombre
fini de codes de longueur 2. D'apres le Lemme 2, il existe done deux entiers m > 0
et fc>0tels que d(Sm, Sm+k)< ij/(2r+l). D'apres le lemme 1, Sm = Sm+k.

Soit n>m un entier multiple de k; posons U = Sn,p = pn(U) et j = pn(S)-p.
Alors Uk = (Sn)k = Sn+k = (Sm+k)n_m = (Sm)n_m = Sn = [/; par recurrence, Urk = t/
pour tout r > 0; comme n est un multiple de k, Un = U. D'apres le corollaire, U est
un code de longueur 2. Par definition de p, TPU£" = CU. D'autre part, TJS(" =
T~P£"U = U£"; TJS et U coincident presque partout sur £"X done presque partout
sur X par ergodicite.

On a bien ecrit 5 sous la forme annoncee. II reste a eliminer le cas ou p = q"-l.
Dans ce cas, posons V=TJ~1S. V verifie V£" = ("V, done V est un code de longueur
2 d'apres le Corollaire 1; on s'est ainsi ramene au cas ou p = 0, ce qui acheve la
demonstration.

3. Cas particuliers
3.1. On conserve les notations du theoreme. Soit 2 l'ensemble des homomorphismes
U pour lesquels il existe n > 0 avec U = Un, e'est a dire:

il existe pe[0, qn-l[ avec TpU£,n = ("U.

D'apres le Corollaire 1, tout homomorphisme Ue 3) est un code de longueur 2. On
peut dans certains cas preciser ce resultat et montrer que U est un code de longueur
1, ou meme un homomorphisme trivial.

https://doi.org/10.1017/S0143385700005113 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S0143385700005113


474 B. Host and F. Parreau

Soit Ue2. Quitte a remplacer £ par £", £ par £" et q par q", on peut se ramener
au cas ou U = Ut, c'est a dire supposer qu'il existe p e [0, q -1[ avec Tp£/f = £U.

L E M M E 3. Soient U<=2 etpe[0,q-l[ avec TpU£ = £U. Sip<-q(q-l), alors Uest

un code de longueur 1; en particulier, sip = 0, U est trivial. Sip > (1 - -q)(q - 1 ) , alors

T"1 U est un code de longueur 1.

Supposons que p<r)(q-l); soit fc>0 tel que Tender s=p(qk- l)/(q-l) soit
strictement inferieur a T]qk-1. Comme TsU£;k = £*£/, pour x e X la donnee de x0

determine (^fcl/x)[0,,
k-2-s] done (Ux)0 car <j f c - l -5>(l - i7)^ ' t ; 1/ est done un

code de longueur 1. Si p = 0, l'application/:/4-»£ definie par (£/x)0=/(x0) pour
tout xeX verifie (£f(a))j=f((ga)j) pour tout ae A et toutjetO, q[, done U est
trivial. La deuxieme partie du lemme se montre de la meme fa$on.

Le lemme precedent s'applique en particulier si la substitution £ est bijective, c'est
a dire si, pour tout je[0, q[, les lettres ((£a),; ae B) sont toutes distinctes; dans ce
cas £ est reduite, et sa constante 17 est 1.

COROLLAIRE 2. Si les substitutions £ et £ sont bijectives, tout homomorphisme Ue2
est trivial. Tout homomorphisme entre les systemes definis par $ et £ est le produit
d'une puissance du shift et d'un homomorphisme trivial.

Soient ue2) et pe[0, q-l[ avec T"U^ = £U. II suffit de montrer que p = 0;
supposons que p n'est pas nul. D'apres le Lemme 3, il existe deux applications /
et g de A dans B telles que, pour tout xe X, (Ux)0=f(x0) = g(xt).

Soient a, a'eA. tj etant bijective, il existe b, b'eA telles que (^fc),_1 = a et
(gb')q-i = a'. De la relation de commutation verifiee par U, on deduit facilement
que/(a) = (£/(6)),_,_p, que g(a) = (£f(b))q_2_p et les memes relations avec a' et
b' a la place de a et b. La substitution £ etant bijective, on a alors

/ («)=/(« ' ) O f(b)=f(b') o g(a) = g(a')-

Soient maintenant j i j ' e V avec j o = >'o- Par minimalite, il existe x, x'e X tels que
Ux = y et l/x' = y'. On a alors/(x0) =f(x'o) done g(x0) = g(x'o) et >»_, = y!_,; de meme,
yi = y\ et par recurrence y = y'. Y est done fini, d'ou une contradiction.

3.2. Commutant. Soit (X, T, n) le systeme dynamique defini par la substitution
primitive £ de longueur q sur l'alphabet A; on suppose que £ est reduite et que X
est infini. II est classique que le commutant 'S de ce systeme est un groupe
(car(X, T, fi) est une extension finie d'un systeme a spectre purement discret).
D'apres le theoreme, le commutant essentiel, quotient de ^ par le sous-groupe
{TJ;jeZ} est fini; chaque element du commutant essentiel est represente par un
automorphisme appartenant a Pensemble 2 defini au paragraphe precedent.

Si Ue2) verifie TpU€" = £nU, alors, tout k>0, U verifie aussi TmUfk = ̂ nkU
avec m=p(qnk-l)/(q" -1 ) ; comme 2 est fini, il existe un entier n>0 tel que,
pour tout U £ 2, il existe p e [0, q" -1[ avec T"U4" = i"U; quitte a remplacer f par
£" et g par q" on peut supposer que n = 1. Ainsi, pour tout t/€ @, il existe un entier
p( U) e [0, q -1[ avec
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Soient U et Ve 2. Sip(U) + p(V)<q-\, alors UVeSH etp(UV)=p(U)+p(V);
si p(U) + p(V)^q-l, alors T~XUV appartient a 2 et p(T~lUV) =
p(U) + p(V)-q + l. Ainsi, {p{U) mod <?-l; C/e^} est un sous-groupe de Z/(q-
1)Z. II y a deux cas possibles:
- Ou bien tout Ue 3) est trivial, et le commutant est {TjS;jeZ, S trivial}.
- Sinon, il existe un entier m>\ divisant (q-l) et Ue2 telsqaep(U) = (q-l)/m,

et tel que T~xUm soit trivial; le commutant est alors {VUSk\jeZ,0<lc<m, S
trivial}. Du Lemme 3, on deduit facilement que m s l / i j .

3.3. Existence d'une racine carree du shift. On conserve ici les hypotheses du
paragraphe precedent. On donne un algorithme permettant de determiner si T admet
une racine carree. Supposons d'abord que T admette une racine carree 5.

Soient j e Z tel que U=TS appartienne a 2, n>0 et pe[0,q"-l[ tels que
TpUin = ^nU. Comme U2=T2J+l, un calcul immediat montre que j = 0 et que
p = (qn -1)/2. Ainsi, q est impair, l'entier m introduit au paragraphe precedent est
pair, S appartient a ® et il existe w>0 avec T(q"~l)/2S^n = £"S.

II est immediat que, pour tout;>0, pj(S) = (qJ-l)/2, Sj= T et Sj est le produit
de S et d'un automorphisme trivial; on peut en deduire que l'entier n peut etre
choisi inferieur ou egal au nombre f d'automorphismes triviaux.

D'autre part, S est un code de longueur 2; il est donne par une application
/ : A2-* A; pour un certain n < t, en posant p = (q" —1)/2, / verifier

)J+P, ( f « W i ) siOrsj<qH - 1 -p,

)j-q'+P, ( f & W + P + . ) si q" -p < ; < q" - 1.
pour tout mot (a, b) de longueur 2 de £ Comme s2=T,f verifie d'autre part

f(f(a,b),f(b,c)) = b (2)

pour tout mot (a, b, c) de longueur 3 de £
Reciproquement, soit/:A2-»A satisfaisant (1) et (2), et soit S:AZ->BZ le code

de longueur 2 definit par / ; la relation (1) entraine que S(X) est inclus dans X
done que S est un automorphisme de (X, T, fi); la relation (2) entraine que 52= T.
On peut ainsi determiner si T a une racine carree en nombre fini d'etapes.

3.4. Un exemple. Soient A = {a, a', b, b'} et £ la substitution de longueur 3 sur A
donnee par:

£a = ab'b; £a'=a'bb'; £b = aa'b'; £b' = a'ab.

Cette substitution est primitive et reduite avec une constante 77 = \; elle definit un
systeme dynamique (X, T, n) infini. Ce systeme possede deux automorphismes
triviaux: l'identite I et le code S de longueur 1 qui echange d'une part a et a' et
d'autre part b et b'. Soit U le code de longueur 2 verifiant US = SU et donne par:

aa->a; aa'^b; ab^a; ab'-*b\

ba^b'; ba'^a'; bb-*b'; bb'-*a'.

Un calcul simple montre que TUg = £U, et on en deduit que l'image de X par U
est contenue dans X: X est un automorphisme de (X, T, /A); U est une racine carree
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de T. D'apres le § 3.2., les automorphismes de ce systeme sont tous de la forme
PW, oii j € Z et W e {/, S, U, SU}.

Comme U2 = T, t/3£ = £U. En fait, on peut montrer que le systeme (X, U, fi) est
isomorphe au systeme defini par une substitution: soient B = {0,1}, £ la substitution
sur B donnee par £0 = 001 et £1 = 110, et (Y, T, v) le systeme dynamique qu'elle
definit. le code de longueur 2 donne par:

00^a; Ol^ft; lO^b'; l l ^ a '

estunisomorphismede (Y, T, V)SUT(X, U, n); cette remarque s'etend au casgeneral.

4. Reduction des substitutions
On montre ici le resultat annonce au § 1.1. Soit f une substitution de longueur q
sur A On dit que deux lettres a et b sont equivalentes, et on note a ~ b, si
d(^"a, £"b)-»0 quand /?-» +oo; l'aphabet reduit A est le quotient de A par cette
relation d'equivalence; la classe d'un lettre a e A est notee a. Si deux lettres a et ft
sont equivalentes, alors (fja)j ~ (fft), pour tout j e [0, q[; on peut done definir une
substitution £ sur A par (£d)j = ((^a)j) pour 0 <_/ < q. Cette substitution est reduite;
on l'appelle la substitution reduite de g.

Pour xeAz, on note x l'element (xj;jeZ) de Az. L'application x^x est un
homomorphisme du systeme dynamique defini par £ sur le systeme dynamique
defini par £

PROPOSITION 1. Soient (X, T, fi) le systeme dynamique defini par une substitution £
de longueur q sur A, et (X, T, fi.) le systeme dynamique defini par la substitution reduite
£ de £ Si (X, T, n) n'a pas un spectre purement discret, Vhomomorphisme naturel de
ce systeme sur (X, T, fi) est un isomorphisme metrique.

Comme (X, T, /x.) n'a pas un spectre purement discret, on deduit facilement des
resultats de [1] que X est infini; on peut done definir des applications 7rn: X -* [0, q"[
comme au § 2.1. L'homomorphisme naturel de X dans X est trivial: irn(x) = nn(x)
pour tout n ettout xe X; en particulier, si x, y G X verifient x = y, alors 7rn(x) = irn(y)
pour tout n.

Soit E l'ensemble des xe X pour lesquels il existe yeX avec x = y et x0^y0. II
suffit de montrer que n(E) =0.

Soient n > 0, j e [0, q"[ et x e X tels que TJ£"x e E. II existey e X avec (V£"x)~ = y
et y0^ (i"xo)j- D'apres ce qui precede, nn(y) = 7rn(T^"x) =j et il existe ze X avec
y = V£"z. Ainsi, (Tfz)~ = (Tj£"x)~ et en particulier (t"zo)j ~ (^"xo)j; d'autre part,
(i"zo)j = y0^ (i"xo)j; rentier j appartient done a l'ensemble £„ donne par:

Sn= U {je[O,qn[',(€na)j~(?b)jtt(?a)j*(?b)j}.
a,b^A

On a done:

/*(£) = q~" J card {j G [0, q"[; Pfx e £} d/i(x)

< q"" card Sn.
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Or, pour tout n > 0,

done q " card £„ tend vers 0 quand n -* + 00, et fi(E) = 0, ce qu'il fallait demontrer.
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