
Can. J. Math., Vol. XXXVI, No. 5, 1984, pp. 830-882 

ESPACE DES ÉTATS NORMAUX D U N FACTEUR 
DE TYPE IIIX 0 < X < 1 ET D'UN 

FACTEUR DE TYPE III0 

JOCELYNE BION-NADAL 

Introduction. Soit M un facteur de type III^ 0 ^ X < 1, agissant sur un 
espace hilbertien à base dénombrable. Le propos de ce travail est l'étude 
des états normaux d'un tel facteur à équivalence unitaire près. L'espace 
quotient n'est pas séparé; l'espace séparé associé est obtenu comme 
quotient de l'espace des états normaux 6f{M) par la relation d'équivalence 
R dont les classes sont les fermetures des orbites précédentes. 

Pour étudier cet espace, on définit un calcul fonctionnel sur M + * 
(espace des formes linéaires positives normales sur M) à valeurs dans M. 
Ce calcul fonctionnel est déterminé par la donnée d'une C* algèbre 
d'applications de M + * dans M "continues" en un certain sens, notée 
C*(M). 

On utilise une décomposition discrète de M comme produit croisé 
(cf. [1] ) : M = N > < Z où N est de type Iloo et 6 est un automorphisme 

e 
de N. On note p l'unique élément de C = N D N' tel que r(6(x) ) = r(px) 
pour tout x G 7V+ (T : trace sur TV). Lorsque M est de type IIIx 0 < X < 
1, TV est un facteur et p = X. Lorsque M est de type III0, 

re 
C = L°°(Q, ii)p = J^ p(a)dii{a) ^ X0 < 1. 

On étudie d'abord C*(N), N étant de type I I^ . 
Lorsque N est un facteur, C*(N) est canoniquement isomorphe à 

%(R%). (Ç* algèbre des applications continues bornées de R+ dans C 
munie de la norme sup.) 

Lorsque "N n'est plus un facteur, on établit un isomorphisme entre 
C*(TV) et la C* algèbre C$(%(R%) ) des classes de fonctions boréliennes 
bornées/sur 12 X R% telles que pour tout a,fa soit continue. 

Ceci étant établi, on construit des isomorphismes canoniques entre : 
-C*(M) et tf(R%/Xz) lorsque M est de type IIIA 0 < X < 1. 
— C*(M) et la C* algèbre des classes de fonctions boréliennes bornées 

sur l'espace du flot des poids qui sont continues le long des orbites du flot, 
c'est-à-dire la sous C* algèbre C$(%(R%))$ de C$(%(R%)) constituée 
des classes de fonctions / invariantes par 6 où 
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9(f)(a,x) =f(60(a),p(aylxX 

lorsque M est de type HI0. 
On associe alors à tout <JP e M + * une forme linéaire sur C*(M); ce qui 

permet d'établir une bijection 
— entre ^(M)/R et l'ensemble des mesures de Borel positives sur 

R^/À z de mesure totale 1 si M est de type III^, 0 < À < 1; 
— et si M est de type III0 entre ^(M)/R et l'ensemble TIQ des mesures 

de probabilité sur l'espace du flot des poids qui rendent négligeable tout 
ensemble stable par l'action du flot des poids qui est négligeable pour la 
classe de mesure canonique sur l'espace du flot. Autrement dit Tl0 est 
l'ensemble des mesures de Borel positives v sur FQ vérifiant v(F0) = 1 

F0 = { (a, x) e fi X RVp(a) = * < 1} 

telles que pour tout borélien A de FQ\ 

^IT(A)) = 0 =^ v{A) = 0 

où 77 désigne la projection canonique de F0 sur fi. 
Finalement, lorsque M est un facteur de type III^ 0 < À < 1, on 

obtient une majoration du diamètre de l'espace quotient Sf(M)/R par 
2(1 - VX). 

Ceci traite le cas des facteurs de type III^ 0 ^ X < 1. Lorsque M est 
un facteur de type III] on sait que le groupe unitaire agit topologiquement 
transitivement sur M [4]; c'est-à-dire que le diamètre deS?(M)/R est nul; 
mais on ne sait pas encore déterminer C*(M). 

Je tiens à remercier Alain Connes qui a dirigé ce travail. 

Préliminaires. Les algèbres de Von Neumann étudiées dans cet article 
sont des algèbres de Von Neumann agissant sur un espace hilbertien à ase 
dénombrable. 

Le mot "poids" signifie dans toute la suite poids normal semi-fini. On 
considère sur l'ensemble des poids la relation de préordre -< introduite 
dans [5] (définition 1.1.2) et on note — la relation d'équivalence 
associée. 

Soit M une algèbre de Von Neumann de type 11^ ou un facteur de type 
IIIx 0 = A < 1. On définit un calcul fonctionnel "continu" sur M + * 
(ensemble des formes linéaires positives normales sur M). C'est pourquoi 
on considère les applications X:M+* —> M qui vérifient les propriétés 
suivantes : 

P . l . Si \Wn - vil - > 0 a lors \\X(<çn)<çn - X(<ç)<ç\\ - > 0. 

P.2. Pour toute isométrie partielle u de M telle que uu* G MV 

(centralisateur de <p) 
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X{<Pu) = U*X(<p)u (OÙ <pu(x) = <p(uxu*) 

= u*<pu(x) pour tout x e M). 

P . 3 . S i <PI, <P2 G M + * ont des supports orthogonaux: 

X(<P\ + <P2) = X(<p\) + A ^ ) -

On va montrer que l'ensemble de ces applications X peut-être doté 
d'une structure naturelle de C* algèbre commutative. 

1. LEMME. Pour tout <p e M+*, X(y) appartient au commutant My du 
centralisateur de <p donc au centre Cy du centralisateur de <p. 

Démonstration. L'appartenance de X(<p) à My résulte immédiatement de 
la propriété P.2. Puis l'hypothèse faite sur M entraine l'égalité Cy = My 
O M (d'après [5] ). 

2. LEMME. Soit X vérifiant les propriétés P.l, P.2 et P.3. Alors 

Sup \\X(<p) Il < 00. 
qpe A/ * 

Démonstration. On raisonne par l'absurde. Alors pour tout n e N*, il 
existe <p e M + * tel que ||X(«p) || > n. Il existe alors un projecteur e <E M^ 
tel que 

\\X(<pe)<pe\\ > n\We\\ (1). 

Soit (un)n(EN* une suite d'isométries partielles de M telles que 

un*un = 1 pour tout n G N*, 

que les supports des un* soient deux à deux orthogonaux et que 

2 unun* = 1. 

En utilisant les propriétés P.2, P.3 et un sous-ensemble fini de la suite 
(M/) / (EN* on trouve un élément <pn de M + * vérifiant (1), tel que 

1 ,. „ l 

^ < IkJI < -• 
2n n 

La série 

converge alors normalement vers un élément \p de M + * . Les propriétés P 
entrainent alors que 

2 Wv«)v»)«* _ X(\p)\p 
0<n<k 

0 quand /c —> 00. 
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On en déduit que la série 2 „ G N * 11^(^)^11 converge; ce qui est impossible 
car 

\\X(<Pn)<Pn\\ > i 

2n 

On peut donc définir 

| |*|| = Sup ||Jf(„) ||. 
<p(EM * 

Par ailleurs on peut définir sur l'ensemble des applications X vérifiant 
les propriétés P une addition une multiplication et une involution 
ponctuelles par : 

(Xx + X2)(<p) = X,(<p) + X2(<p) 

X*M = (x(v) r 
(X]X2)(<P) = X\(<p)X2(<p). 

De ce qui précède on déduit aisément le résultat suivant: 

PROPOSITION. Soit M une algèbre de Von Neumann de type 11^ ou un 
facteur de type \\\\ 0 = X < 1. L'ensemble des applications X vérifiant les 
conditions P muni des opérations ponctuelles et de la norme 

H-YII = S u p HA-(ç) || 

est une C* algèbre commutative. 

On la note C*(M). 

I. Etude de C*(N) lorsque N est un facteur de type li^. On choisit une 
trace normale fidèle semi-finie T sur N. Alors pour toute forme linéaire 
positive normale <p sur TV, il existe un opérateur positif h affilié à TV de trace 
finie tel que <p = r(h •) (i.e., Vx e TV, <p(x) = r(hx) ). On pose alors, pour 
tout X e C*(TV):X(<p) = X(h). 

On note %(R%) la C* algèbre des applications continues bornées de R+ 
dans C munie de la norme sup. 

On se propose de montrer que C*(N) est canoniquement isomorphe à 
%(R1). 

1. Association à tout x e C*(N) d'une application j e ^ ( R ^ ) : 

1.1. LEMME. Soit X G C*(TV). 
a) Soit p un projecteur, p e N tel que r(p) < oo p ¥= 0. Soit a <E R^. Il 

existe /3 e C tel que X(ap) = /3p. 
b) Soit q un autre projecteur non nul de TV tel que r(q) < oo; alors 

X(aq) = 0q. 
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Démonstration, a) D'après la condition P.2, tout unitaire u de TV qui 
commute à h = ap commute à X(h), d'où {h}' n TV c {X(h) }'. 

En particulier, pour tout x e TV, pxp commute à X(h) = pX(h)p. 
D'où 

X(h) (= Np n N'p = Cp. 

Il existe donc j8 G C tel que X(h) = fip. 
b) TV est un facteur, donc p et q sont comparables. 
Par exemple p < q. 
— Si q est infini, qNq est proprement infini. Il existe deux projecteurs q\ 

et q2 orthogonaux tels que 

q = Q\ + qi*q ~ q\ et q ~ q2. 

D'où deux projecteurs orthogonaux q2 et p\ tels que/?i ~ p (q2 ~ q). 
D'après a), il existe y tel que X(aq) = yq et TJ tel que 

*(«/>! + Û;^) = Ï?(/M + qi)-

D'où /? = 7] = y. 
— Si g est fini, 1 — q est infini et p < 1 — q. 
On termine la démonstration comme dans le cas précédent. 

1.2. Définition. Soit X <= C*(TV). On peut définir une application/:R + 
—* C telle que pour tout opérateur positif 

k 

h = 2u &1P1 (OLJ = Opt : projecteur de trace finie, 
/ 1 

PiPj = 0 pour tout /' ¥= j) 

on ait 

k 

x(r(h-)) = 2/(«,•)/>,-, 

et telle que/(0) = 0. 

Ceci est possible grâce au lemme précédent et à la condition P.3. 

1.3. LEMME. Soit X e C*(N). Soit f associée à X comme dans la 
Définition 1.2 : 

a) la restriction de f à R + est continue. 
b) f est bornée et WfWn ^ \\X\\. 

Démonstration, a) Soit x e R5^. Soit (JC„)WGN
 u n e suite de réels positifs 

qui converge vers x. Soit p un projecteur non nul de TV tel que r(p) < 
0 0 . 

La condition P.l appliquée à <p = T(X/? •) et <p̂  = r(xnp •) montre que 

https://doi.org/10.4153/CJM-1984-049-7 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.4153/CJM-1984-049-7


ESPACE DES ÉTATS N O R M A U X 835 

xnf(xn) — xf(x) —> 0 quand n —> oo; 

or x ¥" 0 d'où le résultat. 
b) On a déjà vu que ||X|| < oo. Or pour tout <p = r(h •) où 

n 

h = 2 a//?,-, 
/ = 1 

X(cp) = f(h) d'où 

nx(cp)ii = n/(A)n g imi. 
Et 

Sup ||/(A)|| = ll/IL; 

/ = 1 

d'où le résultat. 

2. Isomorphisme entre C*(N) et %(R%). 

2.1. PROPOSITION. La C* algèbre C*(N) esf isomorphe à la C* algèbre 
%(R%). L'image de X G C*(N)par cet isomorphisme est f G ^ ( R ^ ) /e//e 
gwe X(r(/z •) ) = f(h) (pour tout h positif affilié à N de trace finie). 

(On note encore / le prolongement de / à R + obtenu en posant 
7(0) = o.) 

La démonstration de cette proposition s'appuie sur le lemme suivant : 

2.2. LEMME. SoitfR-\ > C continue bornée telle quef(0) = 0. Soient h, 
(/ï„)„eN des opérateurs positifs affiliés à N tels que : r(h) < oo r(hn) < oo 
pour tout n, et r\h — hn\ —> 0 quand n —» oo. Alors 

r\f(h)h — f(hn)hn\ —> 0 quand n —» oo. 

Notation. Lorsque / vérifie les hypothèses du lemme, on définit Xf G 
C*(M) par Xf(r(h •) ) = /(/*) (pour tout /z positif affilié à Af, de trace 
finie). 

Démonstration. Soit À G C tel que |Im X| > 0. S i /es t un polynôme en 
l/(x — X) et \/(x — À), le résultat se vérifie facilement. Ces polynômes 
sont denses dans %(R); et 

r\f(h)h - g(h)h\ ^ H/ - g l u 7(h) pour tout A; 

donc le résultat reste vrai pour toute / G #Q(R). Dans le cas général, on 
considère une suite (6p)p&N* de fonctions continues à support compact 

contenu dans -, p + 1 telles que 0 ^ 0p(x) ^ 1 pour tout x G 
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1 
lP 

converge en croissant vers x sur R + . Or 

R + et telles que 0p(x) = 1 sur Alors/, =fdp e %(R)etx6 (x) 

\\Xfm, - Xj(m\ ^ r\kOp(k) - k\ X 

pour tout \p = r(k •)• 

Soient <JP = r(h •) et <p,7 = r(hn •) pour tout n e N. Il existe alors PQ tel 
que 

\\Xfp(<p)<p ~ Xf(<p)q>\\ < € pour tout/? ^ P0-

Puis il existe n0 tel que pour p i^ P0 et n ^ «0> 

ll^,(v/i)vw _
 -*/(<P/Ï)VJI < 2c. 

D'où le résultat. 

2.3. Démonstration de la proposition. Soit X e C*(iV). Soit/ :R + —> C 
associée à A" comme dans la Définition 1.2./ e %(R^) d'après 1.3. 

Soit h positif affilié à N tel que r(h) < oo. 
Pour tout/? e N, on considère la subdivision op formée des k/2p, 0 ^ k 

^ p2p. On pose 

hp = ,?n l U + i " %) /: = 0 z x 2^ 2 ^ 

où qx = A^-oo^/i). Alors T|A - /^| -> 0 et X{hp) = f(hp) (voir la 
Définition 1.2). 

Le Lemme 2.2 et la propriété P.l entraînent alors que X(h)h = f(h)h. Si 
s(h) = 1 (i.e., r(h •) est fidèle), on en déduit que X(h) = f(h). Sinon, on 
introduit un opérateur positif k tel que r(k) < oo et tel que s(k) = 1 — 
s(h). D'où le résultat en utilisant P.2 et P.3. 

L'application X e C*(N) —>/ e ^ ( R ^ ) ainsi construite est, de façon 
évidente, un homomorphisme de C* algèbres tel que \\X\\ = ||/||oo- Cet 
homomorphisme est surjectif; car si / <E %(R%), on définit 
Xf(j(h ')) = f(h) pour tout h positif affilié à N de trace finie. 

On a déjà vu que Xf e C*{M) (Lemme 2.2). 

II. Etude de C*(N) lorsque TV est une algèbre de Von Neumann de type 
IIoo; mais n'est pas un facteur. Soit N une algèbre de Von Neumann de 
type IIQO sur un espace de Hilbert «g à base dénombrable. Il existe un 
espace métrisable compact £2, une mesure \x positive sur £2 de support 12; 
un espace de Hilbert $Q à base dénombrable; un champ jii mesurable a \—> 
Na de facteurs de type Iloo sur $ 0

 e t un isomorphisme de $> sur 
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L2(£l, ft) ® $ 0 qui transforme TV en / Nadii(a). N étant de type 11^, on 
peut choisir une trace normale semi-finie r sur 7V+. Il existe alors 
un champ JU mesurable a i—» ra de traces normales fidèles semi-finies sur 
Na tel que 

J fi radfi(a). 

On suppose désormais fixé le champ a M> ra. 
Alors, pour toute forme linéaire positive normale <p sur N, il existe un 

opérateur positif h affilié à N tel que <p = r(h •) (i.e., pour tout x e TV, <p(x) 
= T(/ZX) ). 

h = J n KdpioL) : 

On pose alors X(T(/Z •) ) = X(h). 

XT« IMI = r(h) = J2 ra(ha)dii(a) < oo. 

On se propose de montrer que dans ce cas C*(TV) est isomorphe à la C* 
algèbre des classes d'applications /:0, X R^ —> C boréliennes bornées 
telles que pour tout a <E Q,,fa soit continue sur R + . ( /e t g appartiennent à 
la même classe si elles ne diffèrent que sur un ensemble "saturé 
négligeable" i.e., sur un sous-ensemble A X R^ de fi X R^ tel que 
li(A) = 0.) 

Notation. Dans toute la suite £($o) •> respectivement &0£o)i> signifiera 
que &0Qo)> respectivement £0&o)i> e s t muni de la topologie forte 

S($o)i = { * e £($o)/IMI ^ 1}. 

1. Association à tout X <E C*(N) d'une application f définie sur fi X 
R^. 

1.1. PROPOSITION. Soit X e C*(N). Il existe une application fiï X R^ 
—> C te//e gwe 

1) Pour tout x <E R1|_, l'application : 

fi-^C 
a H->/(a, x) 

.so/f borèlienne. 
2) Ptfwr tout projecteur p de N de trace finie, pour tout x e R% : 

*(*/>) = J Q / ( « , x)pad{i(a) (oùp = J fi padii(a) ). 

1.2. LEMME. £0// /? w/7 projecteur de N de trace finie (p = 

padjx(a) ). S0/Ï x G R5^. 77 ex/ste w/?e application borèlienne j 
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>>:«-> C 
a h-> ya 

telle que 

r® 

Démonstration. De la condition P.2 vérifiée par X, on déduit comme au 
Lemme 1.1.1 que 

X(xp) e (pNpY n (pNp) = Cp 

(où C est le centre de N). 
C = L°°(fi, /A). Il existe alors une application borélienne 

y:Q^ C 
a i-> ya 

telle que 

r 
J fi 

*(*/>) = J ^ yoPaddict). 

1.3. LEMME. Soient p et q deux projecteurs de N de trace finie. Soit x e 
R + . Soient 

y = 2 -> C ef / : Q -» C 

dewx applications boréliennes telles que 

r® r® 
X(*P) = J a yaPady(cL) et X(xq) = J Q y'aqad[i(a). 

Alors 

ix( {a G S2//?a =£ 0; qa j : 0 et ya =£ y'a} ) = 0. 

Démonstration. Pour tout a e £2, Na est un facteur; donc les projecteurs 
/?a et ga sont comparables. Soient 

E] = {a e Q//7a -< ^ } et £ 2 = {« G Q/^« <̂ />«}• 

£i et £"2 sont mesurables et E\ U E2 = a. L'application 

4>:(C($o)b topologie forte) >(£($o)b topologie faible) 

est continue. 
Soit (^ ) / G N une suite dense dans §o telle que pour tout /, £,- ¥" 0. On 

peut supposer que pour tous i, j e N, les applications : 

a -> c et a -> c 
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sont boréliennes. 
Alors { (a, i ) G 12 X Q(§0)\/x*x = Pa e t xx* = la} e s t borélien dans 

fi X £(<êo)i- ? a r ailleurs, l'ensemble ^ d e s isométries partielles de £($o) 
est un sous-ensemble borélien de S($o)i c a r u G £($o)i e s t u n e isométrie 
partielle si et seulement si 

||w*w£/|| = |K-|| pour tout / G N 

i.e., 

S U P —lîFîi = S U P —lïrï i— p o u r t o u t L 

y e N WèjW KN Ifell 
Finalement 

B = { (a, x) G fi X 2(§o)i/* e ^ H 5; I * J = /?a et xx* ë <?«} 
F F 

est un sous-ensemble borélien de fi X &($Q)I- Or £($o)i e s t u n espace 
métrisable complet. On déduit de l'appendice V de [6], l'existence d'une 
application mesurable 

É,->JV a 

a l—> ua 

telle que pour tout a e Eu (a, ua) e B. 
On prolonge ua par 0 sur E2. On pose 

/ •© j 
u = J 9u uadii(a). 

upu* ë g. Soit/ / = q ~ upu*,p' est un projecteur orthogonal à wpw*. 

X(x^) = uX(xp)u*+ X(xp') d'après P.2 et P.3. 

En appliquant le Lemme 1.2 à X(xp'), on vérifie aisément que 

K { « e £,//>„ ^ 0 et j« ^ } ) = 0. 

Le cas de E2 se traite de la même façon. 

1.4. Démonstration de la Proposition 1.1. On choisit un champ mesurable 
de projecteurs de Na:a \—>pa tel que pour tout a e fi, 

pa * 0 et Ta(/?a) ë 1. 

Soit x G R^. D'après le Lemme 1.2., il existe une application borélienne 
fx de il dans C telle que 

Ceci définit une application 
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f:Q X R% -> C 

qui satisfait à la condition 1) de la Proposition 1.1. Du Lemme 1.3, on 
déduit immédiatement que / vérifie également la condition 2) de cette 
proposition. 

2. Propriétés de l'application f 

2.1. PROPOSITION. Pour tout X e C*(Ar), on peut choisir une application 
f'.ÇL X R+ —» C satisfaisant aux conditions X) et 2) de la Proposition 1.1 gw/ 
de /?/«5 50/7 borélienne bornée', et telle que, pour tout a e £2, l'application 

s<9/V continue. 

La première difficulté consiste à montrer l'existence d'une application 
borélienne satisfaisant aux conditions 1 et 2 de la Proposition 2.1. 

On choisit tout d'abord une application / quelconque vérifiant les 
conditions 1 et 2 de la Proposition 1.1. 

Pour tout x e R^, on note 

YX:Q -> C. 
a H - > / ( « , x) 

Yx est borélienne Y = (7 x) x e R* f définit alors une fonction aléatoire. 

2.2. LEMME. La fonction aléatoire Y = (Yx)xEim est continue en 
probabilité sur R%. 

Démonstration. Pour prouver ceci, il suffit de vérifier que, pour tout x{) 

<E R^_, pour toute suite ( ^ J n e N J n e R+> Qui converge vers XQ, pour tout 
€ > 0, fi{An) —» 0 quand n —> oo; où 

^w = {a €= î2/|/(a,^w)yw - / ( a , x0)*ol > c}. 

Soit a H ^ ^ u n champ mesurable de projecteurs de Na tels que 

Ta(Pa) = 1 p o u r tOUt û G fi. 

Soient 

/

© /*0 /*0 

Q xçpadn(a), hn = J fi yrf)adiL(a), p = J fi /V^(«)-
T\hn — h\ = \yn — XQ\T(P) —» 0 quand « —> oo. La propriété P.l. entraîne 
que: 

T|X(/Z„)/Z„ - X(/z) A| -> 0 quand « -> oo. 
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Or 

r\X(h„)hn - X(h)h\ ^ iix(An). 

2.3. COROLLAIRE. Soit X e C*(N). Il existe une application f°:Q X R^ 
—» C borélienne, vérifiant les propriétés 1) et 2) de la Proposition 1.1, telle 
que: pour tout x e R^_, pour tout a G Œ, // existe une suite (rn)n^w, rn e 
Q+ gw/ converge vers x telle que la suite f°(a, rn) converge vers 

Démonstration. Du Théorème III 4.4 de [71, on déduit l'existence d'une 
0 0 

fonction aléatoire Y = (Yx)xŒ^% separable, borélienne et équivalente à 
Y. D'après la Proposition III.4.2 de [7], 7° admet Q + comme partie 
séparante i.e., : il existe un sous-ensemble borélien N de Œ de mesure nulle 
tel que, pour tout a e 12 — N, pour tout x e R%, il existe une suite (r,?), rn 

G Q% telle que rn —> x et que J> (a) ~^ ^x(<*)-
On pose alors 

/ ° (a , x) = y^(a) X - xcyv(«) P°ur tout ( a , i ) G fi X R*+. 

2.4. LEMME. Soit X <= C*(Af); soit f° associée à X comme en 2.3; pour 
presque tout a e fi, 

Sup | / V *) I ^ 11*11-
JCC=R* 

Démonstration. On sait déjà que ||X|| < oo (d'après le préliminaire). 
Pour tout r e Q^ on pose 

5 r = {a G Q / | / ° ( a , r ) | > \\X\\}. 

Soit 

r® 
J Q Padn(<X 

un projecteur de TV tel que pour tout a e fi, /?a soit un projecteur de Na 

vérifiant 

Ta(/?«) = X5 r(«)-

Alors 

Il*fo0ll = Il /^ /°(a , r)p arf / i («) l l 

= Sup ess |/°(a, r) |. 
a£fi r 

Or ||X(r/>) Il S ||A-||. D'où n(Br) = 0. 
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Soi t 

A = U {a e a / | / ° ( a , r ) | > \\X\\). 

JU-04) = 0; et pour tout a E H - ^ , 

| /°(a, x) | ^ ||X|| pour tout x e R^ 

grâce au Corollaire 2.3. 

2.5. LEMME. Pour presque tout a e fi, / a est continue sur R^. 

Démonstration. D'après le Lemme 2.4, on peut supposer que / ° est 
bornée sur 12 X R5^ par \\X\\. On pose, pour tout a e fi, 

gaC*) = fa(x)x P o u r t o u t •* G R+-

Soit 

<̂  = { (a, x) G fi X R% tels que x soit un point de discontinuité 
d e / » } . 

Pour tout /? G N* soit 

{ (a, x) <E £2 X RVVn e N3r, 5 G Q^ tels que 

\x ~ A < - ; \x - s\< - et \g°a(r) - g°a(s) \ > - } 
n n p ) 

On vérifie que 

Q) = U ^ 
/>eN* 

L'inclusion ^ c S) est triviale. 
Réciproquement : Soit x un point de discontinuité de f\ donc g«; f°a 

étant bornée, il existe (x„)„ e N et /, éléments de R+ tels que : / ¥= g«(x), xn 

converge vers x et g%xn) converge vers /. Du Corollaire 2.3, on déduit 
alors l'existence d'une suite (z„)„eN , zn e Q^ qui converge vers x et telle 
que la suite g^(zn) converge vers /. On en déduit aussi l'existence d'une 
suite (z'n)nŒN, z'n <= Q^ qui converge vers x et telle que la suite (g^(z'n) ) 
converge vers g«(x). 

Soit P G N* c tel que 

> 
2 

P 
> 
'T^ g2(*) l ; 

, x ) <= &p d 'où 2 = U 96p. 

Soit 77 la projection de fi X R̂ _ sur 2; soit 2^ = ir(^p). D'après ce qui 
précède, 

https://doi.org/10.4153/CJM-1984-049-7 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.4153/CJM-1984-049-7


ESPACE DES ÉTATS N O R M A U X 843 

{a <E 0,/f a ne soit pas continue sur R+} = U Ep. 

â8p est borélien tandis que R^ est polonais. De l'appendice V de [6], on 
déduit l'existence d'une application borélienne 

V.Ep - * R^ 
a h-> <p(a) 

telle que, pour tout a e Ep, (a, <p(a) ) e <%p. 
Soit 

®n4> = { («, r, s) ^ Ep X R% X R%/r7 s e Q; 

|r - 9(a) | < - , \s ~ <p(a) | < - et \g°a(r) - g%) | > - }. 

&np est borélien. 
Il existe alors des applications qp„, ^„ boréliennes, définies sur Ep à 

valeurs dans R+, telles que 

(a, v„(a), ^ ( a ) ) <= ^ pour tout a Œ Ep. 

Soit a —>/?« un champ mesurable de projecteurs de Na tels que 

TaiPa) = XE„(«) P° U r t O U t « G S. 

Soient 

/•e 
h = J Q <P(a)PaM<x)', 

re 
K = J 2 <pn(à)padii(ay9 

r® 

K = J Q \lsn(0L)PaM<x)-

Alors r\h — hn\ —» 0; T|/Z — /cj —-> 0 quand « —> oo. Or les fonctions <p„ et xpn 

sont à valeurs dans un ensemble dénombrable (Q), donc 

fe o X{hn)hn = J Q (ga (<pn(a) )pad[i(a) et 

P 0 
X(kn)kn = J ^ (ga ( ^ (a ) )padix(a). 

D'où 

r\X(hn)hn - X(kn)kn\ > - ii(Ep\ 

De la condition P.l vérifiée par X, on déduit alors que fi(Ep) = 0. 
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2.6. Démonstration de la Proposition 2.1. D'après les Lemmes 2.4 et 2.5, 
il existe un sous-ensemble borélien A de fi de mesure nulle tel que / = 

/ ° X O Ï X R * satisfasse toutes les conditions de la Proposition 2.1. 

2.7. Définition et notation. 

1. Soit / borélienne bornée sur fi X R i . On note encore / le 
prolongement d e / à fi X R + obtenu en posantfa(0) = / ( « , 0) = 0 pour 
tout a e Q. 

2. Sur l'algèbre des fonctions boréliennes bornées/:fi X R^ —> C, telles 
que pour tout a, fa soit continue sur R + , on définit la relation 
d'équivalence iM par : f& g si et seulement s i / a = ga pour presque tout 
a e il\ c'est-à-dire si et seulement si / et g ne diffèrent que sur un 
sous-ensemble A "saturé négligeable" de fi X R+ (i.e., II(7T(A ) ) = 0 où 77 
désigne la projection de fi X R̂ _ sur fi). 

Pour simplifier les notations on notera encore / la classe d e / 
L'algèbre des classes d'équivalence de fonctions munie de 

Il lloo et de l'involution/* = / e s t évidemment une C* algèbre. On la notera 
C&(%(R%)). 

3. Isomorphisme entre C*(7V) et C$(%(R%) ). 

3.1. Définition. So i t / <= Cft(%(R%). On peut définir Xf.NÎ -> N en 
posant 

re 
Xf(r(h •) ) = J 0 fa(ha)dii{a\ 

pour tout opérateur h positif affilié à N de trace finie. 

3.2. PROPOSITION. La C* algèbre C*(7V) est isomorphe à la C* algèbre 
C$(%(R%)). L'image de X e C*(N) par cet isomorphisme est Vunique 
élément f de Cfi(%(R%) ) tel que X = A/: 

3.3. LEMME. Soitf G Q H ^ ( R ^ ) ). Alors Xf e C*(7V). 

Démonstration. Il est évident que J^ vérifie les propriétés P.2 et P.3. Il 
reste à prouver la "continuité" de Xf : Soit 

M = Sup | / (a , x) |. 
(a,*) 

Soient /z, /z„ des opérateurs positifs affiliés à TV de trace finie tels que 

(i) r\h — hn\ —» 0 quand n -^ 00. 

Soit € >̂ 0; 

T(A) = L Ta{ha)dti(a) < 00. 
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Alors il existe 7] > 0 tel que pour tout sous ensemble mesurable E de fi de 
mesure inférieure à TJ, 

JE Ta(ha)dii(a) < - . 

De (i) on déduit qu'il existe NQ tel que pour tout n = NQ : 

KE) < V => JE Ta(hrua)dii(a) < €. 

Soit n e N*. On pose 

An = {a e fi/ ( k positif affilié à Na et 

ra\k - ha\ < - ) => ra\fa(k)k - fa(ha)ha\ ^ €}. 

4̂„ est mesurable, car : Lx(Na) est separable; soit Q) un sous-ensemble 
dénombrable dense de Ll(Na). De I Lemme 2.2, on déduit que: 

CAn = U (a G B/TJA: - /zj < - et 

Ta\fa(k)k - fa(ha)ha\ > €}. 

An est mesurable pour tout n, An c 4̂„ + i et 

fi = U ,4„. 
A7GN* 

(d'après 1.2.2). Par ailleurs i\h - hp\ -> 0. Il existe alors Nx ^ 7V0, P0 e N* 
et v4 c fi avec fx(A) < TJ tels que pour tout a e fi — A, pour tout 

TJ/Z - / / « ! < — et 

Ta\fa(hp.a)hp,a ~ fa(ha)ha\ < t. 

Alors 

ja Ta\fa(hpJh^a - fa(ha)ha\d[x(a) < c(/i(î2) + 2M). 

3.4. Démonstration de la Proposition 3.2. Du Lemme 3.3 on déduit 
l'existence d'un homomorphisme de C* algèbres 

*:Ca(«k(R*))-»C*(JV) 
/ ^ -Y/' 

O est surjectif : Soit X <E C*(7V). Soit/* associée à X comme dans la 
Proposition 2.1. Pour tout projecteur/? de N tel que r(/?) < oo; pour tout 
x G M : 
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/
© re 

nfa(X)PaMa) = J Qfa(xPa)dK<*) 
re 

(avec/? = J a PadvioL))-

Soit h positif affilié à TV de trace finie. Pour;? e N*, on définit hp comme 
dans la démonstration de la Proposition 1.2.1. Et de même 

re 

Le Lemme 3.3 et la continuité de X entraînent que 

re 
X ^ k = Jçtfa&cùhadm. 

De même qu'en 1.2.3, on en déduit que 

re 

Ainsi X = Xf. 
0 est injectif : Si Xf = Xg; pour tout x e R + ,fa(x) = ga(x) pour 

presque tout a G fi. Soit 

E = U {a G B//a(r) * ga(r) }. 

E est borélien de mesure nulle; et pour tout a e CE, pour tout x e R + , 
fa(x) = ga(x) (par continuité d e / a et ga). 

III. Cas des facteurs de type IIIx 0 < À < 1. Soit M un facteur de type 
IIIX 0 < A < 1. 

On établit dans ce paragraphe un isomorphisme de C* algèbres entre 
C*(M) et ^(S\) (ensemble des fonctions continues sur le cercle unité muni 
de la norme sup); puis une bijection entre les classes d'équivalence 
topologique d'états sur M et les mesures de Borel positives sur le cercle de 
masse totale 1. 

Ensuite, on donne une caractérisation de Sp A^ en fonction des supports 
des mesures iiaq) (a e R+). 

Finalement on montre que le diamètre de l'espace quotient p(M)/ôl/(M) 
est majoré par 2(1 — y^X) lorsque M est un facteur de type IIIx 0 < X 
< 1. 

D'après [1] paragraphe IV, il existe une trace généralisée <p° sur M. Alors 
TV = MçpO est un facteur de type 11^; <p°|/v+ = T est une trace normale 
fidèle semi-finite sur 7V^; et il existe un automorphisme 0 de N et un 
unitaire U de M, 

U e M(o<v\ { A 1 } ) 
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tels que 0(x) = UxU* et que M = N X Z. 
e 

On note E l'unique espérance conditionnelle de M sur N. 

1. £7wde de C*(M). // étant positif affilié à TV, on note coh o £ le poids sur 
M défini par 

œh o £(*) - qP(hx) = r(hE(x) ). 

D'après le Théorème II.2.4 de [5], pour tout poids ^ sur M il existe un 
h e 7V+, vérifiant Às(/z) ^ /z < 1, et tel que \p ~ aiho E. (Ici et dans toute 
la suite, la notation h < 1 signifie h ta 1 et 1 — h non singulier.) 

Les applications X e C*(M) sont donc déterminées par leurs valeurs 
sur les poids de la forme coh o E. On pose 

log A 

Le résultat principal de ce paragraphe est le suivant : 

1.1. THÉORÈME. Ea C* algèbre C*(M) est isomorphe à la C* algèbre 
^(S\). L'isomorphisme que Von construit associe à tout X e C*(M) une 
application f <E ^(Sj) telle que X(coh o E) = f(h) (h positif affilié à N de 
trace finie) où f est définie sur R + par 

f(x) = f(elT°L°zx) pour tout x ¥= 0 /(O) = 0. 

1.2. LEMME. Soit X G C*(M). Pour tout opérateur positif h affilié à N de 
trace finie, Xico^ o E) e N. 

Démonstration. 

X(<p) ^ M'y n M; <p = co/, o £, M^ c M^o 

d'où X(<p) G N. 

Ceci permet de définir une application: 

7V+* -> TV 
coA H> X(coA o £ ) 

satisfaisant aux conditions P et de même norme que X. On déduit de la 
Proposition I.2A, l'existence d'une fonction/bornée sur R-h telle que/|R* 
soit continue, /(O) = 0, et qui vérifie pour tout h 

X(o:hoE) =f(h). 

_ 1.3. Démonstration du Théorème 1.1. On vérifie que pour tout x e R + , 
f(x) =f(\x). 

En effet : pour tout /z, 

X(côh o 6 o E) = AY<o>0- V/,̂  o £ ) 

d'où 

f(\e-\h)) = u*f(h)u. 
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En appliquant ceci à h = xe où x e R + et où e est un projecteur de trace 
finie, on obtient/(Àx) = f(x). 

On définit a lors /sur S\ par 

f(e>0)=f(e(,/T»yJ^ <?($,)• 

Il/lloo = ll^ll- On notey rhomomorphisme de C*(M) dans #(Si), défini 
pary(X) = / . Il reste à vérifier que j est surjectif. 

Soit / , G <g(Sx) définie par fn(e>0) = énd. 
Pour tout <jp e M % , on pose 

X„(<p) = (Dtp.Dr o E)nTo 

(cf la Définition 1.2 de [1] ). Alors pour toute isométrie partielle u telle que 
uu* e M<p : 

Xn{u*yu) = (D(u*<pu):D(r o E))nTo = u*Xn(<p)u 

(d'après 1.1.4 de [5], et parce que onT^ = id). Par ailleurs P.3 est triviale­
ment vrai. De plus 

Xn(œh o E) = hl"T° 

d'où 

Xn(cohoE) =fn(h) 

(Us) = sl"T° y s > 0,7,(0) = 0). 

Si \\q>k — <p|| ~* 0; on définit 0k et 0 sur M ® F2 par : 

0*1 2 xtj ® etj) = T o £ ( x n ) + cpA.(x22) 

et 

#( 2 */, ® etj) = T o £ ( x „ ) 4- <p(x22). 

Alors \\0k — 0|| —» 0 quand n —» oo. 
Du Théorème 1 de [2] appliqué à x = 1 ® <?2Î, on déduit que 

(Dyk\DT o E)„TQ converge fortement vers (Dy.Dj o E)nT{). D'où 

\\Xn(<Vk)<Vk — Xn(y)<ç\\ ~* 0» 

*„ e C*(M)ety(*„) = / „ . 

L'image par 7 de la C* algèbre C*(M) contient l'algèbre engendrée par 
l es / , qui est dense dans ^(S\)\ donc7 est un isomorphisme de C*(M) sur 

https://doi.org/10.4153/CJM-1984-049-7 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.4153/CJM-1984-049-7


ESPACE DES ÉTATS NORMAUX 849 

2. Caractérisation de l'équivalence topologique de deux états par l'égalité 
des mesures sur S\ qui leur sont associées. Pour toute application/ G ^(S\), 
on note/l 'application définie sur R + par 

fix) = yv^og,) 

pour tout x ¥= 0 et /(0) = 0 (comme précédemment). 
A tout état cp sur M, on associe la forme linéaire L^ sur ^(S\) définie 

par 

W ) = *(*/(*)) 
(oùXf(vhoE) = f(h)). 

Et on appelle /x^ l'unique mesure définie sur S\ par Ly (Théorème de 
Riesz). On va montrer le résultat suivant: 

2.1. THÉORÈME. 1) Soient <p et \p e M + * te/s gwe i// soit adhérent à l'orbite 
de <p (i.e., il existe une suite (<PW)WGN ^ ^ #w^ <P« ~ *P ^ ll<P« — 1̂1 "~* 0 quand 
n —> oo). 

,4/ors / i v = ii^. 

2) Soient <p, ^ G M + * te/s gwe /x^ = /x ;̂ tf/<?rs // existe une suite (ÇW)„GN, 

<P„ e M+*, te//e gwe V « G N 

Supp <pn = Supp \p, <JP„ ~ cp, e/ 

\\<Pn ~ 1̂1 ~^ 0 quand n —> oo. 

2.2. COROLLAIRE. On peut définir une relation d'équivalence Rpar <pR\p si 
et seulement si \p est adhérent à l'orbite de <p; le quotient M+ */R est séparé. 
(Ceci est une conséquence évidente du Théorème. ) 

Démonstration du Théorème. 1) Si <jp„ — <p et si ||<pw — i//|| —» 0; il est 
évident (d'après les propriétés P.l et P.2 vérifiées par les applications X) 
que /x<p = /ty. 

Le 2) résultera immédiatement du Théorème 1.2.2 de [5] et du lemme 
suivant. 

2.3. LEMME. Soient h\, h2 ^ N + , Xs(/zi) = h\ ^ 1; <?M — h\ non 
singulier. Xs(h2) = h2 = 1 et 1 — /^ H0« singulier, vérifiant l'égalité : 

(co/jj o E)X(o)h} o E) = (cohl o E)X(o)h2 o E) pour tout X G 
C*(Af). 

y4/ors // exw/e w/?e sw/te ( « „ ) „ G N d'isométries partielles de N telles que 

unu* = s(h\)\ u*un = s(h2) pour tout n, 

et que 

\\u*(uh{ o E)un — uhl o E\\ —» 0 quand n —» oo 

O'.e., r\u*h\Un — A2I -» 0 quand n —» 00). 
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Démonstration du lemme. Soit \x e R-f; on pose 

PIL = X]-oo,/i] {h\) et q^ = X]-oo^] (^2). 

Pour tout fi e ]A, 1], la fonction X]\,n] est limite simple d'une suite 
croissante de fonctions gn définies sur {0} U [À, 1] telles que g„(0) = g„(A) 
= gn(\) = 0, et dont les restrictions à [À, 1] soient continues; alors, par 
hypothèse 

T(g„(Ai)) = T(gw(A2)). 

La normalité de T jointe à la non singularité de 1 — h\ et 1 — hi 
entraine pour tout /x e [À, 1] l'égalité 

T(Pfx - Po) = <% ~ %) < °°-

11 existe donc une isométrie partielle u^ de TV telle que 

Pp ~ Po = u^u* et ^ - q0 = u*^. 

Soit n G N*; pour tout A: G (0, 1, . . . , 2n) on pose 

ak = A -r . 

On construit par récurrence sur k une isométrie partielle un^ e N telle 
que : 

"*,*"*,* = Pak ~ P& <MUnM = qak ~ QO-

un,k(un,k~\un,k-\) = un,k~û Un,k*(un,k-\un,k-\*) = un,k-\*-

On pose 

vw = w„,2" • v„ G TV • v„v* = Supp hû 

vn*vn = Supp h2 et 

Vz e {0, 1, . . . , 2"), vn(qa. - q0) = un/9 

rfiPa, ~ PO) = WW,i*. 

Soient 

2 « _ i 

Au = A(/?x - />o) + 2 «y(/?«,.+1 - />«,.) 
z=0 

et 

2"-\ 

hi.n = M<!\ ~ %) + 2 OLi(qa.^] - qa). 
1=0 
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r\v*h\Vn — h2\ —» 0 quand n —» oo. 

3. Etude des mesures [x^ où <p est un état sur M. 

3.1. PROPOSITION. Powr towte mesure régulière positive LL swr Si te//e gi/e 
JU(SI) = 1, // existe un état <p sur M tel que fx = \iy. 

La proposition résultera du lemme suivant : 

3.2. LEMME. Soit <p une fonction positive croissante sur [A, 1] continue à 
droite en tout point de [A, 1[ et à gauche au point 1; // existe alors h e N+ tel 
que XsQi) ^ h = 1; 1 — h non singulier, et tel que pour tout /x e [A, 1], 

<PO) = T(PIL ~ Po) 

(où pp = X]-oo#](h)). 

Ceci est un résultat classique dans les facteurs de type Iloo. (On pose «Q 
= À, CL\ = 1 et {am « > 1} = ]À, 1[ fi Q. On construit une suite (qa„) de 
projecteurs de N tels que r(qan) = <p(ccn) et que at ^ a, => ga/ = ga/. Puis 
pour tout t e [À, 1] on pose 

#, = inf {qa.\ at > t}. 

Le résultat en découle alors immédiatement.) 

3.3. Démonstration de la Proposition 3.1. Soit \i\ une mesure positive 
régulière sur S\ telle que ii\(S\) = 1. Soit L définie sur ^(S\) par 

L(f) = fSifdpx. 
Soit 

MK 1] -> Si-
x h-> e

lT°Logx 

On définit /XQ sur [A, 1], en posant pour tout sous ensemble borélien A de 
[A, 1] 

Mot4) = MiOo(^ H [A, 1[). 

Puis on définit v sur [À, 1] en posant pour tout sous-ensemble borélien A 
de [A, 1] 

v{A) = fA-{d^t). 

V/ G [À, 1] on pose 

v(0 = K [A, f] ) = j X / ] j</ft&). 
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Il est clair que <p vérifie les hypothèses du Lemme 3.2. D'où l'existence de 
h e N+ satisfaisant aux conclusions du lemme. 

So i t / G ^(Si). So i t / associée à / comme dans le Théorème 1.1 : 

/|[A,i] = f°Jo-

Alors 

L ^ = JsJdlXx = J[K\[f ° JoWdtoW 

= J[Xl]f(xWo(x) = J[XA]f(x)xdp(x) 

= J[XMf^xdT(P^ 

Or Sph c {0} U [A, 1] et/(O) = 0 d'où 

r(f(h)h) = JR+f(x)xdr(px) = J[XA]f(x)xdr(px) = L ( / ) . 

Soit xp = T{HE(-) ). Alors 

Hf) = r(f(h)h) = L(f) 

d'où L = L^î/xj = /ty, et 

r(/z) = jTXJ] xrfr(^) = L(l) = /x^S,) = 1. 

3.4. THÉORÈME. p(M)/R est en bijection avec les mesures régulières 
positives sur le cercle de masse totale 1. 

Ceci est une conséquence immédiate du Théorème 2.1 et de la 
Proposition 3.1. 

3.5. Etats associés à des mesures discrètes. 

PROPOSITION. Soient ah . . . , ak e S\ et soit 

k k 

/i = 2 À; Sa. (A, G R + et 2 A/ = 1). 

Les états <p sur M tels que fi = ju^ sow/1 cewx #w/ sow/ équivalents (au sens ~ 
et non pas seulement topologiquement équivalents) à 

k 

\p = TQIE(') ) où h = 2 ^ / 
/ -.-1 

6,- G [A, 1[ et elT»Lo&> = a} 
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et où les Pi sont des projecteurs deux à deux orthogonaux tels que bx T (/?,-) = 

K 
Démonstration. D'après le Théorème 1.2.2 de [5] on peut supposer que 

<p = coh o E, Xs(h) ^ h ^ 1 et 1 — h non singulier. 
Si il existe c e Sp(h) n [À, 1[ tel que 

^ L o g , ^ { ( ^ . ) ^ ^ , } ; 

alors il existe € > 0 e t / e ^(Sj) tels que 

S u p p / c S, - {(aj)i^j^ky, 

telle que 

/ ( * ) â OVx 

et que 

/ ( * ) ^ - V X G [^^oLog(,-c)5 e/T0Log(. + 0] 

JsfXx)dfi(x) = 0 et 

r(7(/z)/z) ^ 1 (c - C)T(/7C + C - A_<) > 0 

car c G S/?/z (on note/?M = A^-oo^ (/z) ). Contradiction. 
D'où Sph c {Z?i, . . . , bk, 1}. Or 1 n'est pas valeur propre de h par 

hypothèse. Donc Sph c [bh . . . , bk). 

k 

h = 2 £;/?/ 
z = l 

où les/?z sont des projecteurs orthogonaux. L'égalité 

jsfdii = r(f(h)h) pour tout / G « ^ 0 

donne alors immédiatement : Àz = 6ZT(/?Z-) pour tout z. 

Remarque. La construction des mesures ii^ que l'on a faite dépend de la 
décomposition de M que l'on a choisie. Mais si l'on considère deux 
décompositions distinctes 

M = i V 0 X Z = ^ , X Z ^ 0 = ( M ) ^ # ! = (M)Vl; 

d'après [1] 4.3.2, il existe un réel a, a > 0, tel que cpi ~ a<po- Et les mesures 
/x<p se déduisent alors des mesures /x^ par une rotation sur le cercle S\ 
d'angle alT°. 
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4. Une caractérisation de SpAy. On va démontrer le résultat suivant : 

4.1. THÉORÈME. Soit M un facteur de type UI\ 0 < X < 1; soit <p <E 

M + * . Soit a e R^. Alors : a e Sphy si et seulement si les supports des 
mesures /x^ et ixaq) ne sont pas disjoints. 

Il est évident (toujours d'après 1.2.2 de [5] ) que l'on peut se restreindre 
au cas où <p = uh o E, \s(h) ë h < 1. 

4.2. Calcul de Sph^oE en fonction de Sph. On utilisera le lemme 
suivant : 

LEMME. SOZÏ TV une algèbre de Von Neumann agissant sur un espace de 
Hilbert § . Soient a, b e N+ ; so/Y x Œ N; soient f, ?] £ $>. // existe a/Ws w/7£ 
mesure JU bornée sur R X R définie sur la o algèbre des boréliens telle que 
pour toutes fonctions boréliennes bornées f et g sur R : 

(f(a)$\xg(b)V) = J JRXRf(<x)WW(cc, fi)-

De plus si Spa a A et Spb c B\ alors Supp [i a A X B. 

Démonstration. On définit \i(E X F) lorsque £ et F sont des boréliens de 
R par : 

ii(£ X F) = (XFAa)Ç\xXF(b)v). 

fx s'étend alors de façon unique en une mesure /x sur les boréliens de R X 
R. Et il est évident que 

Supp ju c Sp(a) X Sp(b). 

Lorsque/et g sont des fonctions simples sur R, l'égalité 

(f(a) \xg(b)V) = j JRXRf(«)g(P)M^ fi) 
résulte immédiatement de la définition de ii. Toute fonction borélienne 
bornée est limite uniforme d'une suite de fonctions simples; d'où le 
résultat. 

4.3. PROPOSITION, a) Soit N un facteur de type I I^ . Soit r une trace sur N. 
Soit <p = r(h •) = o)h (où h est positif affilié à N tel que r(h) < oo). 
Alors 

SpAy = {YJU,-1; y et fi e Sph et \x ¥= 0}. 

b) Soit M un facteur de type IIIx 0 < X < 1, M = N X I Z, <p = 
v 

cûh o E où \s(h) = h = 1, T(/Z) < oo et \ —h non singulier. Alors 

Sph^oE = {XkJli~l avec y, ju e Sph; p ¥= 0 et k <^ Z}. 
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Démonstration, a) On vérifie que 

(YJU ' ; y e t / i G Sph - {0} } c Sp(o*). 

Soient y, 11 <= Sph — {0}. Va e R5^ on pose/?a = X]-oo,«](^)- Soit € > 0 
soient 

P = Pyedl - Pye dl et q = p ^ n - p^ e/2. 

TV est un facteur de type 11^ donc p et q sont comparables. Par exemple 
p < q. 11 existe alors u ^ N isométrie partielle telle que ww* = p, u*u ^ q. 
Pour montrer que 

u G # (a v , F€) où Kf - [ ^ " V ^ e€yfi~]] 

il suffit (Lemme 2.1.3. de [1] ) de vérifier que pour tout voisinage V de 0 et 
pour toute fonction g <= L](R) tels que Z(g) ^ V€ + V, 

o<ï(g)(u) = 0. 

Or 

(oV(g)(u)£\V) = jf {hltuh-lt^)g(t)dt 

= j^((hpfu(qh)~lt^)g{t)dt 

= jR(u(qhrirïï(hprltv)g(t)dt. 

D'après le lemme, il existe une mesure v sur R X R de support contenu 
dans Sp{qh) X Sp(hp) telle que 

(o*(g)(u)$\7i) = fR g(t)dt j [ y R a-i'P'dpia, /?). 

Supp v c Sp(qh) X S/?(/z/?), d'où V(a, 0) e Supp y, 

et alors g(fia~]) = 0. 
Une simple application du théorème de Fubini prouve alors que 

oV(g)(u) = 0. 

On a donc montré que Vc > 0, 

N(o*, [e~eyn~\ e£y/x_1]) * {0}-

Donc Y ^ - 1 e S/?(av) d'où 

{y/x ]; Y et /x G Sph - {0} } c S/?(a*). 

Réciproquement, on veut montrer que Vx G JV, X G Nio^. E) où 

^ = {YM /Y et /x G S/?A; II ^ 0}. 
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On fait la même démonstration que dans le cas de u\ mais ici 

Supp v c Sph X Sph. 

D'où Sp(o*) c E. Or Sp\ est fermé et Spo* = Sp\ n R^; d'où 

Sp(k<p) = {y/x-1/y et /A e S/?/z et /x ^ 0} 

(car 0 e S/JA^ si et seulement si 0 G Sph). 
b) Soit ? = o)h o E, q>\N = r(h •) et a^(x) = hltxh~lt Vx e TV. Alors 

d'après a) 

{y/x~Vy et /x e S/?A - {0} } c S/?(av). 

Par ailleurs 5(M) = {X"}. Et S/?AV est invariant par multiplication par 
tout élément non nul de S (M) ( [1] ). 

D'où 

Sp(\) D {X*y/x-1; y et ii Œ Sph - {0}, /c G Z}. 

Réciproquement, on montre comme au a) que Vx <E M, * e M ^ , F) 
où 

F = { X V _ 1 I Y et /x G S/;/I /A # 0 et A: G Z}. 

Pour x e TV le résultat est vrai d'après a). Pour x = If1 

o]oE(Ul) = If Xint. 

Alors si l'on pose / ( / ) = g(t) Xmt, f(a) = g(X~"a) d'où (en utilisant 
a)) 

SpM^) c { X S ^ V y et /x G Sph et /x ^ 0}. 

On en déduit que Spio^) c F (car l'algèbre engendrée par TV et t/ est 
faiblement dense dans M). Finalement 

S/?AV = {\ky[i~]; y et /x e S/?/z; /x ^ 0 et fc e Z}. 

4.4. Démonstration du théorème. 

LEMME. Soit M un facteur de type \\\\ 0 < X < 1; soit <p = r(hE(-) ) MA 
éta/ si/r M /e/ gwe Xs(h) = h < U M — /z «6>« singulier. Alors 

Supp M<p = {e'T(,Lo^|x G S/>A - {0} }. 

Démonstration. Ceci est une conséquence évidente de la définition de 
/x<p : pour t o u t e / e tf(S\) 

jsfdH = T(f(h)h) 

OÙ 

/ ( x ) =/(e'ToLog.*) p o u r t o u t x G [X, l[ et/(O) = 0. 
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Démonstration du Théorème 4.1. Soit a ^ 0, <p = CÔ^ o E, \s(h) = h 
< 1. 

Supp /XttV = { ^ L ° ^ | x G Sph _ ( 0 } j 

= {eiT°L°zaa\a e Supp /x^}. 

Soit 

ê = [a e R^|Supp /x^ et Supp /ia<p soient non disjoints}. 

S est fermé dans R+ et a e <f si et seulement si il existe a, b e Supp tt^ 
tels que 

^/ToLoga = ^ - 1 

Or 

^T 0 (Loga + Logx) = e/T0Logv ^ a = yx~\\k (fc G Z) 

D'où 

<f = { À V _ 1 et ti e 5/7/z - {0} } n R^ 

= S/?AV H R^ = S/?av (d'après 4.3). 

4.5. COROLLAIRE. Soit <p un état sur M. (i^ est une mesure ponctuelle sur 
S\ si et seulement si SpAy = S (M). 

Démonstration. Soit jÛ  = Sa. On sait alors d'après La Proposition 3.4 
que <JP est équivalent à xp = r(bpE(-) )(b e [À, 1[ tel que elT°Logh = a\ p \ 
projecteur et Z>T(/?) = 1). Alors SpL^ = SpA^. Et d'après la proposition 
précédente pour tout a e S/?A«p Pi R+, 

^/T0Log(aô) = fl. 

d'où il existe k e Z tel que a = À/\ 
Alors 

S/?A^ c {ÀjÀ: G Z} = S(M), 

d'où 5/?Av - S(M). 
Réciproquement, si £/?A«p = S (M); pour tous a, b <E Supp ii^, 3/c G Z 

tel que 

D'où Supp /z<p = {#}. 

5. Rémarque sur le diamètre de <$%/l/)/#(M). On note S?(M)/<%(M) 
l'espace des états normaux sur M quotienté par la relation d'équivalence 
unitaire. Il résulte de la densité des états fidèles dans y (M) que 

d i a m ^ ( M ) / ^ ( M ) = d i a m ^ ( M ) / # 
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où R est la relation d'équivalence définie en 2. 
Soit M = N X 3 Z une décomposition discrète de M. On vérifie 

e 
aisément, en utilisant le Théorème 1.2.2 de [5] que 

d i a m ^ ( M ) / ^ ( M ) = Sup Inf \\uhl o E - u(uhl o E)u*\\ (i), 

OÙ 

yT = {/z G N+\\s(h) ^ h < \\ r(h) = 1 et Sph discret}. 

5.1. PROPOSITION, diam Sf(M)/W(M) = 2(1 — \/X) lorsque M est un 
facteur de type l\\\ 0 < X < 1. 

5.2. LEMME. Soient h, k ^ N+ ayant des spectres discrets, et de trace 
finie. Il existe u e <%(N), des projecteurs (Pk)\ ^k^n de N de trace finie deux 
à deux orthogonaux, et des réels positifs (X^)I^A-^„, ( R ) I ^ A - ^ « écrits dans 
F ordre décroissant de sorte que 

n n 

h = Zu Xlpl et u*ku = 2a frPr 
/• = 1 1 = 1 

Ceci est un résultat connu dans les facteurs de type IIQQ. 

5.3. Démonstration de la proposition. Soient h\, h^ e Jf. D'après le 
lemme, il existe w, v, w e %{N) tels que 

(*) ù)h o E = T( 2 X/A^O)); 
v / = i 7 

"(w/,2 o £ > * = T( 2 ftPfE('))', 
v / - i 7 

vt/*(coA, o £)I/v* = T ( 2 a , - ^ ( 0 ) . 

v / = l 7 

où les (À/), (/i,-), (a,) et (/?,-) sont écrits dans l'ordre décroissant; À7, ju, G 
[À, 1] U {0} et où U est l'unitaire de M défini au début du III. Soit 

et 
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<P( (\), (M/), (at), (Pi), r(pi) ) = inf( \\œhl o E - œhl o E\\; 

\\vU*(œh] o £)f/v* - œh2 o £||; ||wt/*(coA2 o E)Uw* ~ cohl o £|| ), 

où h\ et /z2 vérifient (*) (ceci est bien défini car le terme de droite ne 
dépend des (pt) que par l'intermédiaire des (r(pi) ). De (i) on déduit 
que 

diam Sf(M)/<%(M) ^ Sup Sup <p( (A,-), (/xz), (a,-), (ft), 
((X/),(/i|),(a,-)Xft)) f ^ e f f 

T ( A ) ) 

où 

* = {(û,)i^w ^ [o, ir 2 \at = 2 MA- = 2 «A-
/ = ! z = l / = 1 

= 2 M = i}-
/ = 1 

<p dépend linéairement des r(pt) sur le compact convexe K. Donc son 
maximum sur K est attient en un point extremal de K', donc en un point tel 
que au plus 4 des r(pj) soient non nuls (car r(pt) = 1 est impossible). 

Si A4 ou H4 ¥= 0, <p est nulle au point considéré; donc on peut supposer 
que A4 = /x4 = 0. 

Si A3 ¥= 0 (ou /x3 ^ 0). Nécessairement 

OL\ = AAi ; « 2 = ^ l > a3 = ^ 2 > a4 = ^ 3 -

Et on a la même relation entre les ft et /A,-. Donc <p est une fonction convexe 
des (A7-), (/A,). Son maximum sur 

{((A/), (M/)) e ( [ ^ 1] U {O})6 2 A, T(/?Z) = 2 /*/ T(^) = 1} 
/ = 1 / = 1 

est alors atteint en un point tel que au plus deux des Az ou jttz £ {A, 1,0}. 
Pour que cp ne soit pas nulle en un tel point il faut que 

h\ = p + Xq + ar 
hl — aP + bq + ar (1) 

avec 1 > a = b > A et a = 1 ou A. 
Si A3 = 0. Alors JU3 = 0 (sinon <p est nulle au point considéré). Par le 

même raisonnement que ci-dessus, on se ramène au cas où 

h\ = p + \q 
hi = apJr bq (2) 
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OU 

hx = p 
h2 = ap + bq (3) 

avec 1 = a = b = X. 
Dans les cas (l) et (2) 

II, J, ! < 2 ( 1 ~ V^) 
T|/!| " H = 1 + VA • 

Dans le cas (3) 

r|/z, - A2| ^ 2(1 - yX) sia ^ y x ; 

et 

\\vU*a)hl o EUv* - œh2 o E\\ ^ 2(1 - VX) pour a ^ y X 

<]P atteint son maximum : 2(1 — yX) lorsque h\ = p et /z? = ~\/ïr(p + 
g). Alors /xW/i0£ et /xw 0 £ sont des mesures ponctuelles associées à deux 
points du cercle diamétralement opposés. Pour montrer que 

d i a m ^ ( M ) / ^ ( M ) = 2(1 - yX), 

il reste à prouver que 

inf ||co/j o E — u(cOh2 o E) w*|| = 2(1 — yX) 

ce qui n'est pas encore fait. 

IV. Etude des facteurs de type III0- Soit M un facteur de type III0. 
D'après [1] Paragraphe V, il existe un poids lacunaire fidèle <p° de 
multiplicité infinie sur M tel que M^p = N soit une algèbre de Von 
Neumann de type Iloo à centre diffus; <JP°U+ = r est une trace positive 
normale fidèle sur N. Il existe alors un automorphisme 8 de TV, ergodique 
sur le centre C de TV, et un unitaire U de M tels que 6(x) = U X U* pour 
tout i G i V e t que 

M = TV X J z. 
0 

On note E l'unique espérance conditionnelle normale fidèle de M sur TV; et 
p l'unique élément de C, 0 = p = XQ < 1 pour un X& tel que 

T(0(X) ) = r(px) pour tout x <E N + . 

On reprend les notations de II; en particulier 

re 
C = L°°(Œ, /x) et TV = J Q Nadii{a)\ 
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p s'écrit alors dans cette décomposition 
r® 

P = J Q P(a)dii(a). 

On établit dans ce paragraphe un isomorphisme entre C*(Af) et la C* 
algèbre des classes de fonctions boréliennes bornées sur l'espace du flot 
des poids qui sont continues le long des orbites du flot; c'est-à-dire la C* 
algèbre des classes de fonctions / boréliennes bornées sur fi X R^ telles 
que 

pour tout a G B , / a soit continue sur R^ 

pour tout (a, x) G fi X R%,f(0o(a)9 p(a)~lx) = f(a, x). 

On définit 0(f) par 

7(f){a9x) =f(80(a),p(«rlx), 

où #o est la transformation non singulière de (fi, /x) associé à la restriction 
de 0 à C. 

Et on note C§(%(R%) )$ la C* algèbre définie ci-dessus. 
La classe d e / d a n s cette C* algèbre sera encore notée/. 
On montre également que l'ensemble des classes d'équivalence topolog­

ique d'états sur M est en bijection avec l'ensemble des mesures de Borel 
positives v sur l'espace F0 du flot des poids telles que P(FQ) = 1 et v(A ) = 
0 pour tout sous-ensemble A de F0 saturé par l'action du flot, 
négligeable. 

(F0 = { (a, x) G ^l X R%\p(a) ^ x < 1} ). 

On vérifie de plus que cette bijection est invariante par changement 
d'écriture du flot des poids comme flot "au dessus" d'une fonction. 

Notation. Si /est une fonction borélienne définie sur fi X R^, on notera 
encore/son prolongement à fi X R + obtenu en posant/(a, 0) = 0 pour 
tout a G Q. 

1. Association à tout X G C*(M) de f G C&(%(R%) ). 

1.1. PROPOSITION. Soit X G C*(M). On peut lui associer f G 

C$(%(R%) )Q de sorte que pour tout h positif, affilié à N, de trace finie, 
re 

X(uh o E) = J fi fa(ha)dix(a) • (o)h(x) = r(hx) ). 

1.2. LEMME. Soit X G C*(M). Pour tout h positif affilié à N, de trace 
finie, X(coh o E) G N. 

Démonstration. Elle est identique à celle du Lemme III. 1.2. 

Ceci permet de définir une application : 

7V% -> N 
côh h-> X(uh o E) 
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satisfaisant aux conditions P. De la Proposition IL3.2, on déduit 
l'existence d e / , / e C$(%(R%) ) telle que 

re 
X(œh o E) = J fi fa(ha)dn(a). 

1.3. Démonstration de la proposition. 

U(œh o E)U* = oho 0~] o E = o)(p ]d(h)) o E. 

D'où : 

*(<op , ^ ) o £ ) = UX(h)U* = 0(X(h)). 

On applique ceci à h = Xe pour tout X e R5^, et tout projecteur e de N 
tel que T(<?) < oo. Soit/7 = 0(e). Alors 

re 
X(p^Ah)) = JQU\p-i(a))Padti«) 

tandis que 

f® 
0Wh» = jQf06\a)(X)Padli(a). 

On en déduit l'existence, pour tout X e R*j_, d'un sous-ensemble S2\ de fi 
tel que : ju(fi\) = 0 pour tout a e £2 — S2̂ , 

/«(Xp-i(a)) =fo0\a) (*)• 

Soit £ = U fiA; ju(£) = 0. 

La continuité d e / a et/^0 i(a) entraîne alors que : pour tout X e R + , pour 
tout a ^ Qi — E 

fa(Xp-\(a)) = feQ\a) (X). 

2. Définition de Xfpour toute f e Cft(%(R%) )$. Soit 

/ e C&(%(R%))è. 

On va donner un sens à l'expression Xf(\p) pour tout poids $ sur M et non 
pas seulement pour toute forme linéaire positive. 

a) Définition : de Xf(\p) pour tout poids \p intégrable sur M lorsque/est 
unitaire : 

On note 0 l'isomorphisme canonique de L°°(fi X R%)/0 sur PM\ e tc G 
Zl(FM), le cocycle associé à / Les notations â", (D\p:Dœ)c font référence 
à IV.2 de [5]. 

2.1. PROPOSITION ET DEFINITION. So/f \p un poids intégrable sur M. 
'expression (D\^:Dco)c X pœ (©(/) 

dominant to sur M. On la note Xf(\p). 
L'expression (D\\J\DU>)C X /?w (©(/) ) e^ indépendante du choix du poids 
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Démonstration. Soient œ\ et C02 deux poids dominants sur M. D'après le 
Théorème II. 1.1 de [5], il existe un unitaire v de M tel que oi\ = vco2v*. 
Alors 

p:]\®(f)) = vp:2\®(f))v*, et 

(Zty:Z)wi), = W:DÙ32)C â?2(v)v*. 

Le résultat sera alors une conséquence immédiate du lemme suivant : 

2.2. LEMME. Soit to un poids dominant sur M; ôc est un automorphisme 
intérieur de M, et plus précisément : 

K(x) = p~'(©(/) )xP~u ' (6(7) )* pour tout x e M. (i) 

Démonstration. Il suffit de vérifier (i) pour tout X e R̂ _ pour tout x <E 
M(aw, {A} ). 

Soit 

M = Nl X R avec Nl = Àfw, 

une décomposition continue de M. 
On reprend les notations de la Proposition IV.2.1. de [5]. Soit 

x G M(o^, {À} ); x = a W-LogA avec a e Nl. 

Alors 

â,w(aw_LogA) = p„ (cx) au-LogX-

Soit u = Pu ( 0 ( / ) ); u est un unitaire de C^ 

Pu (C\) = ^LogA"*"LogA-

Or w-LogAw*wLogA G ^w donc commute à a. D'où 

â c % 2 « _ L o g A ) = i / (ûw_ L o g X ) i /* . 

On choisit un poids dominant cô sur N; tô = T(/Z •); alors tô o E est 
dominant sur M. 

2.3. LEMME. SO/7 ^ t/« poids intégrable sur N, \p = r(k •). 

1 ) ôfE(x )=(ja h(kaW{a) ) X ( fQ fa(ka)d^a) ) 

pour tout x <E M. 

2) (DM o E):D(â o £) )c = ( £ / A « « ) ) ( / a / A ) # ) ) • 
Démonstration. D'après le Théorème II.2.2 de [5], il existe une isométrie 

partielle u ^ N telle que : \p = u tô u*. 

r® r® 
J Q fa(ka)dii(a) = u J Q fa(ka)dii(a)u* 
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et 

ôc (x) = u â" (u*xu)u* pour tout x E M. 

1) est alors une conséquence du Lemme 2.2 et de l'égalité 

-1 fQ 

PâoÂ®U) ) = J Q fa(KW{a). 
2) résulte de 1) en considérant 0 défini sur N ® F2 par 

0\ 2 Xij 0 e,y) = û(xn) + ^ 2 2 ) et 1 ® e2l e Â  ® F2. 

2.4. PROPOSITION. Jf̂  vérifie les propriétés suivantes : 
Sa/Y *// w« /?#/<& intégrable sur M : 

1) pour toute isométrie partielle u de M telle que uu* G Afy, 

Xf(u*\Pu) = u*Xf(\P)u. 

2) si \p = <p(k - ) = T o E(k •)•> 

3) ô^(x) - Xf(\p)xXfW)* pour tout x e M. 

Démonstration. 

1) */(M*i/*0 = (D(u*tu):D(û o £ ) ) C j p ^ ( 0 ( / ) ) 

= u*(D^:D(à o F) ), âc*
o£(H) / W ( 0 ( / ) ) 

= u*(£ty:D(û o E) )CPÛOE (©(/) )«-

2) est une conséquence triviale de 2) du Lemme 2.3. 
3) se déduit immédiatement du Lemme 2.2. 

b) Définition : de Xf(\p) pour tout poids \p lorsque c associé à / est de 
classe C2 : 

c étant de classe C2, (D\p\Dco)c est défini pour tout poids \p sur M et tout 
poids dominant CÔ sur M (Lemme IV.2.9 de [5] ); 

On pose alors pour tout poids \p : 

XfW) = W:Du)cp-\&(f)). 

Là encore la valeur de cette expression ne dépend pas du choix de co; donc 
Xf(\p) est bien défini. 

Il est alors immédiat que les propriétés 1, 2 et 3 de la Proposition 2.4 
restent vraies pour tout poids xp. 

Et de plus pour tout \p : 

XfM = (D^.DT O E)C I fa(\)dfi(a). 
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c) Définition : de Xf(\p) dans le cas général : 

Remarque. Soient /e t \p tels que Xf(\p) ait déjà été défini en a) ou b). 

Soient k <= N^(ps(k) ^ k < 1); et u une isométrie partielle de M tels 
que 

\j/ = w*<p(/c -)u, u*u = Supp(i^), uu* = s(k). 

Alors 

Xf{$) = u*Xf(<p(k •) )u 

i.e., 

XfW) U*yj ufa(kaW(a)]U 

d'après la Proposition 2.4. 
Ceci va permettre de définir Xf(\p) dans le cas général; à condition de 

vérifier que le résultat est indépendant du choix de u et k. 

2.5. LEMME. Soient hh h2 ^ N+ tels que ps{h\) ^ h\ < 1; ps(h2) = h2 

< 1. 
Soient U\ et u2 des isométries partielles de M telles que : 

u\uf = s(h\), u2u$ = s(h2), U\U\ = u2u2 = Supp(ip). 

On suppose que 

u*<p(h\ -)u\ = u%<p(h2 -)u2 = \p. 

Soitfe C$(%(R%))0. Alors : 

" f ( J ^fa(h\,a)dii(a)Jul = u^yj ^fa(h2^a)d[i(a)Ju2. 

Démonstration. 

<p(h2 •) = u2u*<p(h\ •) U\U2. 

D'après le Lemme 1.2.6 de [5], u2u* e N. Alors 

^(^2 ') = <p(u2U*h\U\U$ •). 

Et 

J Q fa(h2,a)dii(a) = u2ufyj Qfa(hUa)d^a)Juyui. 

On peut donc donner la définition suivante : 

2.6. Définition. Soit ^ un poids quelconque sur M. Il existe (d'après le 
Théorème 1.2.2 de [5] ) une isométrie partielle u de M, et k e 7V+ tels 
que 
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\p = W*qp(/c ')w, U*U = S u p p \p 

ps(k) ^ k < 1, uu* = s(k). 

Soi t / G Cft(%(R%) )#; on définit 

XfM = u*yjQfa(ka)drt«))u. 

D'après la remarque cette définition est compatible avec les précé­
dentes; A^ vérifie alors les propriétés suivantes : 

2.7. PROPOSITION. 1) Soit \p = <p(k •) où k est positif affilié à N. Alors 

f® 
*/U0 = J Q fa(kaW(a). 

2) Pour tout poids \p, pour toute isométrie partielle u de M telle que uu* G 

Xf{u*^u) = u*Xf($)u. 

3) si Supp \p\ est orthogonal à Supp \p2, 

W i ©te) = XfWù + */«,2). 
Démonstration. 1) On décompose /c sous la forme 

+ oo 

£ = 2 /cw avec pw.s(/c„) ^ /c„ < pw_i 

de sorte que les s(kn) soient deux à deux orthogonaux. 
Il suffit alors de vérifier que pour tout n : 

J Q fa(Ka)dli(a) = UX -» J Q fa(k'm)dtiOL)U"-1 

OU 

P\~n^-\kn) = Ju Kiadll{a). 

Il suffit de montrer le résultat pour n = 2 et n = 0 (il est trivial pour 
n = 1), puis une récurrence immédiate permet de conclure. 

n = 2. Si k2 = Xe où e est un projecteur de TV le résultat découle 
immédiatement de l'égalité 

f(00(a), X) = f(a, p(a)X) pour tout a e Q. 

On conclut en remarquant que tout ki e N+ est limite croissante d'une 
suite d'éléments de N^ qui sont combinaison linéaire à coefficients 
strictement positifs de projecteurs deux à deux orthogonaux de N. 

Le cas n = 0 est identique. 
2) et 3) sont immédiats. 
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Pour vérifier que Xf ainsi défini est un élément de C*(M), lorsque/ e 
C§(%(R%) )#, il reste à montrer la continuité de Xf. 

3. Continuité de Xf lorsque f e C§(%(R%) )# est unitaire et que c associé 
à f est de classe C . Dans ce cas 

Xf(\f/) = (Dxp.Dr o E\. X / fa(\)d(i(a) pour tout poids ^. 

3.1. THÉORÈME. Soit f e Q K ^ R ^ ) )# unitaire. On suppose que le 
cocycle c associé à f est de classe C {en norme). 

Soient (Ç„)„ G N, (^«)«eN ûfew.x suites déformes linéaires positives normales 
fidèles sur M qui convergent vers une même forme linéaire \p sur M non 
nécessairement fidèle (i.e., ||<pw — \p\\ —> 0 et \\\pn — \p\\ —» 0). yl/ors 

||Vw - W„:Z>vJ<VJ-> 0 tf 

WXfWnWn - Xf(<pn)<pn\\ - > 0 #M0rt</ rt - > OO. 

Remarque. Ce résultat est comparable au (ii) du Théorème IV.2.6 de [5]. 
Dans les deux cas, on montre une continuité de l'application : 

(v, V e Tl°M X Wl°M -> (Z)v:Zty), 

où 39? M- est l'espace des poids fidèles sur M et °l/(M) le groupe unitaire de 
M. Mais ici s3ftM et °U(M) sont tous deux munis de topologies strictement 
plus fines que dans le Théorème IV.2.6 de [5]. 

Notation. Soient <pj et <P2 des poids sur une algèbre de Von Neumann A\ 
on notera 

fvi 0 1 
[0 cp2J <P2J 

le poids défini sur A 0 F2 par 

^ ( 2 - * / / ® ^ ) = Vl(*ll) + <P2(*22)-
U V 2 J \ i < / / < 2 ' ^ / ^ 2 

Démonstration du théorème. Soit F ^ un facteur de type 1^. Pour tout 
c > 0, on choisit he e F ^ tel que 

1 - € ^ h€ ^ 1 + €, 

comme dans la démonstration du Théorème II.4.7 de [5], de sorte que 

Vw,€ = Vw ® Tr(/*€ •) et ^ = ^? 0 Tr(he •) 

soient des poids fidèles intégrables sur M 0 F ^ . 

On définit alors 
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4v o 
L o <P,M 

sur M® F^® F, 

Soit w un poids dominant sur P. Soit / e ^ (R) (espace de Schwartz) 
telle que /(O) = 1. D'après la démonstration du Lemme IV.2.7 de [5] (qui 
s'applique ici jusqu'à l'avant dernière ligne), il existe une suite (g„),/GN 
d'éléments de Ll(R) tels que g„(0) = 1 et que 

\\o*n o o|( x - âc"(jc) ) H â cj|jc|| pour tout x e P\ 

où €/7 —> 0 quand n —* oo. 
Pour tout /? G N, pour tout e > 0, ^ e est intégrable donc #/; € <̂ cô, 

d'après le Théorème II.2.2 de [5]. L'inégalité établie ci-dessus reste donc 
vraie lorsque l'on remplace cô par 6pe. En l'appliquant à x = \M ® 1/r ® 
e\2, on obtient pour tout e0 > 0, l'existence de NQ tel que 

H y %'[ ( 1 M - (Ityp:D<pp)c) ® el2) \\ < e0 

pour tout/? e N(z') • gNo *f e £ !(R); par ailleurs 

( # o\ 
arVo <PP\\M®en) ~ ( l A / 0 e 1 2 ) 

converge fortement vers 0, uniformément sur tout compact (d'après le 
Lemme 2.4 de [2]); de plus 

jt fRgN0*Au)du = ^ ( ) ( 0 / ( 0 ) = i. 

On déduit aisément de ceci la convergence forte de 

UP o) 
o\9*f <PP'( 

vers \M ® e\2 lorsque/? —> oo. On pose 

UP o) [^ 01 
XP = 4v0*/' V> ; ( W ® ^12) - 1 A / ® 1̂2 ^ Y = [O ;/,] 

Alors lU^yll —* 0 quand /? —» 00 (ii). 
En utilisant la convergence nomique de yp vers y et le fait que 

UP V\ 

/ invariant, on vérifie aisément que 
0 tppl 

soit 

https://doi.org/10.4153/CJM-1984-049-7 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.4153/CJM-1984-049-7


ESPACE DES ÉTATS NORMAUX 869 

_UP o 
l l a /o %}{xp)y\\ -> 0 q u a n d p - » oo (iii). 

Des relations (i), (ii), (iii) appliquées aux éléments x ® e^\ pour tout x e 
M, on déduit que 

\\<pp - (D^p:Dq>p)c\f/p\\ -> 0 quand /? -> oo. 

On termine la démonstration du théorème en utilisant l'égalité 

(D4,p:DVp)c = XfWp)Xf(Vpr
l 

et l 'appartenance de Xf(<pp) à My . 

3.2. C O R O L L A I R E . Soient (\pp)p^^*, \p des formes linéaires positives 
normales sur M {non nécessairement fidèles) telles que \\\pp — ;//|| —> 0 quand 
p —» oo. Soit f unitaire f e C$(%(R%) )# telle que le cocycle c, qui lui est 
associé, soit de classe C (en norme). Alors 

\\xf(^P)^p ~ ^ /OMII - ^ 0 quand p -> oo. 

Démonstration. Soit/? G N*. Soit i ^ u n e forme linéaire positive normale 
sur M telle que 

Supp fy = 1 - Supp ^ et que | | ^ | = - . 

Soit y une forme linéaire positive normale sur M telle que 

Supp y = 1 — Supp \p, et ||YII = 1. 

On pose 

<pp = \pp © \pp et yp = - y (B \p pour tout p e N*. 

On applique alors le Théorème 3.1 à ( « P ^ G N * » ( Y ^ ^ G N * et ^ ; ce qui 

donne : 

ll^Ofy)?/, - ^/r(YiP)Ypll "^ 0 quand p -> oo. 

D'où 

I I W P W ' , - * / 0 W l l -> 0 quand p -> oo. 

4. Continuité de Xfpour tout f e Q5(%(R+) )#. Le Théorème 3.1 établie 
ci-dessus, et son Corollaire 3.2, restent évidemment vrais lorsque / n'est 
plus supposée unitaire, mais que l'application : 

R ^ -> L°°(2 X R%) 

X i ->/x : (a , x ) H > / ( a , * ) / ( « , À" 1 *) 

est encore de classe C2. 
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On se propose de montrer la continuité de Ay-dans le cas général, 

a) Restriction du domaine de f. 

4.1. LEMME. Soit 

F0 = { (a, x) G 12 X R^|p(a) ^ x < 1}. 

On note <ï> l'application '.f^-*f\F0-
1) O induit un isomorphisme de L°°(fi X R%)/ÏÏ sur L°°(F0). 
2) $ /Ww/ï w« isomorphisme deC§(%(R%) )# swr /e quotient : 

[ / boréliennes bornées sur FQ telles que 
de | — ) pour tout a G fi,/a £0/7 continue sur [p(a), 1[ 

[ —) pour presque tout a G fi, 

f(a,p(a)) = l im/(0 o (a ) ,x) 
* - > 1 

où JSiïg si et seulement si fa = ga pour presque tout a G fi. 

Démonstration. On définit 0 sur F0 par 

0(a,x) = ( f loMp'W). 
On vérifie alors aisément que pour tout n G N, #'; est une bijection de 

F0 sur 6"(F0) où 

Â'?(F0) = { ( « , * ) G fi X R^|p(ë 0" 1 (a))- , . . . ( f lo" ' , + 1 (« ) ) " 1 

< p(60\a)yl ...p(0o\a)r]} si n â 1 

et 

0"(FO) = { (a, x) G fi X R%\p(a)p(0o(a) ) . . . p(0o"(a) ) ^ * 

p(a) . . . (p(0o " 1 ( « ) ) } s i « â - 1 

d'où 

fi X R^ = u 0"(FO); 

les 6n(F0) étant deux à deux disjoints. 6$ étant mesurable, pour toute g G 
L°°(F0), on définit/ G F M par 

/ ( a , JC) = g( (ë)~w(a5 x) ) pour tout (a, x) G 0"(F()). 

Il est alors clair que O est un isomorphisme de C* algèbres de L°°(Çl X 
R + )/0 sur L°°(FQ) d'où 1); 2) se déduit immédiatement de ce qui 
précède. 

b) Densité des fonctions/ G C$(%(R%) )$ telles que l'application À H^ 
/x soit de classe C2: 
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4.2. LEMME. Soit f G C§(%(R%))Q. Il existe une suite (/„)„eN*, 
uniformément bornée, fn G C$(%(R%) )#, telle que pour tout n G N 
l'application X i—> (/w)\ £0// de c/asse C°° e/ te//e que pour tout a G 12, 

Sup |/w(«, *) — / ( « , x) | —> 0 quand n —> oo. 
p(a)^.x<l 

Démonstration. Pour tout a G 12, fa est définie sur R+; on prolonge fa 

par 0 sur R_: 
Soit (<p„),)GN* une suite régularisante telle que 

Supp <p,7 c 
1 1 -, + -
n n 

(0 ^ <p„ ^ 1, <p„ est de classe ^°° sur R). 
Pour tout a G 12, on pose g„ a = fa * <vn'-> P U 1 S o n définit/,, tt par : 

ÂAX) = gnAx) + Û«X + *>a 

où aa et Z?a sont choisis de sorte que 

/«,a(p(«) ) = /«(P(«) ) et /w,«(l) = /« ( l ) . 

Alors 

Sup |/„,a(x) | Si 3H/IL. 

D'après 2) du Lemme 4.1, il existe alors une unique fonction fn G 
C$(%(R%) )è telle que pour tout a G 12, pour tout x G [p(a), 1[ : 

M", x) = AA*) • (Wf»\\ ^ 3 | | / | | ) . 
On vérifie aisément, en utilisant les propriétés de régularité de <p,z, que 

l'application : 

À G R*+ h-> (/„)x G L°°(12 X R*+) 

est de classe ^°°. 
Par ailleurs, la continuité uniforme d e / a sur un voisinage compact de 

[p(a), 1] entraîne que pour tout a G 12, 

Sup \fn(ot, x) — f(a, JC) | —> 0 quand n —» oo. 

4.3. LEMME. Soit (g„)/îEN* une suite uniformément bornée de fonctions 
de C$(%(R%) )#, telles que pour tout a G 12, 

Sup \gn(oL, x) | —> 0 quand n —> oo. 
p(a)^x<l 

77 existe alors une suite ( r„)„ e N* de fonctions uniformément bornées de 
C$(%(R%))è, telles que 
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i) pour tout n e N*, Tn(a, x) = |g„(a, x) | pour tout x e R^, pour tout 
a e 12. 

ii) pour tout n <E N*, l'application 
X e R*+ i-^(r„)A G L°°(12 X R*+) 

M/7 J<? classe ^°°. 

iii) /?cwr /6>w/ a e 12, 

Sup r„(«, x) —> 0 quand n —» oo. 
p ( a ) ^ A < l 

Démonstration. Soit A e N*. On prolonge g,? a par 0 sur R —. 
Pour tout (a, x) E fi X R%, on pose 

^?(a, x) = Sup \g„(a,y) |, 
| V - - V | ^ 1 / / Z 

puis y,? = ^„ * <jp„. Alors X H-> (y,z)A est de classe fé700 et il est évident que 
pour tout (a, x) e 12 X R^, 

y,?(a, x) â |g„(a, x) |. 

En utilisant à nouveau le 2) du Lemme 4.1, on considère Tunique r„ G 
Q5(fé/,(R+) )# telle que pour a e 12, pour tout x e [p(a), 1[ : 

rw(a, x) = y„(a, x) + tf„ax + bfUCC 

où A,,^ et ft,z a sont tels que : 

r„(a, 1) = Sup(y„(a, 1); Y W ( 0 O ~ W P(«oH(«))) 

rw(a, p(a)) = Sup(y„(a, p(a) ); yw(»0(«), 1) )-

T,? comme yrt vérifie (ii). 

| | r j | ë 3||gJ| ^ 3 ^ pour tout ft 

(où A" = Sup | |gj | ) 

et 

T„(a, x) ^ y,7(a, x) ^ |g„(a, x) | 

pour tout a e 12 et tout x e [pa, 1[ d'où (i). 
Il reste à vérifier (iii). 
L'hypothèse faite sur la suite (gn)„eN* entraîne que pour tout a e 12, 

pour tout sous-ensemble compact K de R+, 

Sup \gn(a, x) | —> 0 quand n —» oo. 

Soit a G 12; p(a) > 0. 
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Soit n0 ^ 2/p(a); de ce qui précède on déduit facilement que 

Sup D'où 
1 1 

p(a) ^ . Y ^ l + — 
"0 «0 

^„(a, A) —> 0 quand n —> oo. 

Sup r,7(a, x) —* 0 quand « —* oo. 
p(a)^A<l 

On peut maintenant établir la continuité de Xj dans le cas général. 

4.4. THÉORÈME. Soit f e Q5(%(R+) )#. Soient \p, (^A)AGN des formes 
linéaires normales sur M telles que ||i/^ — v//|| —> 0 quand k —> oo. y4/6>rs 

I I W * ) * * - A/UWII -» 0 <7*W /c -> oo. 
Démonstration. Soient ( /J / ) G N* comme dans le Lemme 4.2. Pour tout 

« G N*, on pose 

sv? y y«-

La suite (g„)„eN* vérifie les hypothèses du Lemme 4.3; on en déduit alors 
l'existence d'une suite (T„)„eN* satisfaisant aux conclusions de ce 
lemme. 

Il existe k ^ N tel que 

p(a)s(ka) ^ ka < 1 pour tout a e 12; 

et une isométrie partielle u de M tels que ^ = w*(cô  o E)u. 
Alors 

I^OWII = j [ Ta(Yn{ka)ka)d^a 

Sup r„(a, x)Ta(ka)d\x{a). 
JU p(a)^x<\ 

I Ta(ka)dix(a) < oo; donc ra(ka) < oo pour presque tout a e fi. La 
condition (iii) du Lemme 4.3 entraîne alors que 

Sup r„(a, x)ra(ka) —» 0 quand n —» oo, 
p(a)^A<l 

pour presque tout a G fi. 
D'où HA^WOi/'ll ~^ 0 d'après le théorème de convergence dominée de 

Lebesgue; i.e., pour tout c > 0, il existe N0 tel que 

H T̂,,W'W'II < € P 0 U r t O U t n = N0-

TNQ vérifient la propriété (ii) du Lemme 4.3, on déduit du Corollaire 3.2 
que 

WXTNJMPWP - *r„0(MII "* 0 quandp -> oo. Or 

https://doi.org/10.4153/CJM-1984-049-7 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.4153/CJM-1984-049-7


874 JOCELYNE BION-NADAL 

\\XgN{4>pypp\\ ê \\Xr^pWp\\ pour tout p 

(conséquence de (i) ). D'où il existe p$ tel que pour tout p = po 

11^,(^)^11 < € et HA^CWII < e-

En appliquant le Corollaire 3.2 à XfN, on vérifie que l'inégalité 

\\xfwpwp - xf(M\\ < 2« 
est vraie pour p assez grand. 

On est maintenant en mesure de déterminer C*(M). 

4.5. THÉORÈME. C*(M) est isomorphe à C$(%(R%) )#. L'image de X <E 

C*(M) par cet isomorphisme est f e C§(%(R%) ) de sorte que 

r® 
X(o)h o E) = J Q fa{ha)dii{a) 

pour tout h positif affilié à N de trace finie. 

Démonstration. Ceci est une conséquence immédiate de la Proposition 
1.1 et du Théorème 4.4. 

5. Caractérisation de Véquivalence topologique de deux formes linéaires 
positives normales sur M par F égalité des mesures sur F0 qui leur sont 
associées. 

5.1. PROPOSITION. A chaque <p e M + * , on peut associer une unique 
mesure de Borel sur FQ, notée /i^, telle que pour toute f e C§(%(R%) )# : 

<f(Xf(<p)) = jr/itW^t). 

Démonstration. 1) Existence du fiy : So i t / e %{FQ) positive. Soit 

M = Sup / ( a , JC). 
(a,*)eF0 

Il existe une suite décroissante ( / J „ e N de fonctions positives sur F{) qui 
converge simplement vers / sur F0 et telle que pour tout n e N : 

~)fn,a s o l t continue sur [p(a), 1[ et 

Sup !/„,«<>) I ^ M. 
p ( a ) ^ A < l 

- ) hiri/„0o(a)(x) = f^a(p(a) ) pour tout a e Q. 
A—M 

A < 1 

On note encore /„ l'unique élément de C$(%(R%) )$ associé à fn (cf. 
Lemme 4.1). On pose alors 

L v ( / ) = lim <p(Xy» ). 
A7-^00 
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Ceci a bien un sens car si <p —̂ co/7 o F, ps(h) ^ h < 1; 

Ap(/) = Jn Ta(fa(ha)ha)dii(a) 

(grâce à la normalité de ra et au théorème de convergence monotone). 
Lçp admet alors un unique prolongement en une forme linéaire continue 

positive sur %(FQ). DU théorème de représentation de Riesz, on déduit 
l'existence d'une mesure de Borel positive /x^ sur F0 vérifiant la condition 
voulue. 

2) Unicité de /x^ : 
Soit /A' une autre mesure de Borel sur F0 telle que 

v ( * / ( v ) ) = }FJ(tW(t) pour t o u t e / e C&(%(R*+))ff. 

Soi t / G %(Fo) positive. Soient (fn) comme ci-dessus. Le théorème de 
convergence monotone appliqué aux mesures /x et /x<p prouve que 

jT f(tW(t) = fF f(t)d^(t). 
Par linéarité cette égalité reste vraie pour t o u t e / G ^C(F0). D'où /x' = 

/V 

5.2. Remarque. Soit / borélienne bornée sur F0; soit <p G M + * ; <jp ~ 
o)h o F, ps(h) ^ h < 1, alors 

(i) JF f(*)dli<p(t) = J^ Ta(fa(ha)ha)dn(a). 

5.3. THÉORÈME. 1) Soient y, \p G M + * te/s gi/e ^ so/ï adhérent à l'orbite 
de <jp (/.e., // existe une suite (<pn)n(=N vérifiant <pn ~ <p pour tout n ^ N et ||<p„ 
— ̂ /|| —> 0 quand n —> oo). yl/6>rs ii^ = /x̂ . 

2) Soient y, \p G M + * te/s gt/e xi<p = /x̂ . yï/ors // existe une suite (<pw)„eN» 

/>owr /ow/ /7 G N, <p„ ~ <jp et Supp <pw = Supp \p. 

\\<Pn — 1̂1 ~^ 0 quand n —> oo. 

5.4. COROLLAIRE. <9« /?ew/ définir sur M + * w«e relation d'équivalence R 
par : <p/fy ^ e/ seulement si \p est adhérent à l'orbite de <p. Le quotient 
M + */R est séparé. 

Ceci est une conséquence triviale du Théorème 5.3. 

5.5. Démonstration du Théorème 5.3. 1) Des propriétés P.l et P.2, on 
déduit aisément que 

<p(X(<p) ) = iK^WO ) Pour tout X G C*(M). 

D'où ju<p = /x̂  (cf. Proposition 5.1). 
2) résultera immédiatement de la Proposition 5.6. 
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5.6. PROPOSITION. Soient hh h2 ^ N^; ps(h\) = h\ < 1, ps(h2) = h2 < 
1. On suppose que 

(<o/7] o E)X(uhl o E) = (œh2 o E)X(œ,l2 o E) pour tout X e C*{M). 

Alors il existe une suite (v„)„eN d'isométries partielles de N telle que : 

vnvn = s(n\)'y v*vn = s(nl) Pour tout n G N 

||v*(co/?1 o E)vn — cûfl2 o E\\ —> 0 quand n —» oo. 

5.7. LEMME. Soient h\ et h2 comme dans la proposition précédente. 

r® 
h] = f h\ad\i(a) avec p(a)s(h\ a) ta h]a < 1 et 

Ta(h\,a) < oo pour tout a e 12. 

h- = Ja h2 = I h2adfi(a) avec p(ot)s(h2a) ^ h2a < 1 et 

Ta(n2,a) < °° Pour tout a ^ Œ-

Alors pour presque tout a <E 12; ra(f(h\a)) = Ta(f(h2a)) pour toute 
fonction f:{0) U [p(a), 1] —> C te//e que f(0) = 0 et dont la restriction à 
[p(a), 1] ô/Y continue. 

Démonstration. D'après la Proposition 5.1, 

*<*h\OE R 

Soit ^l 'ensemble des restrictions à [0, 1] des polynômes à coefficients 
dans Q + z'Q; &> est dénombrable et dense dans (#( [0, 1] ), || IL). 

Pour t o u t e / e ^ , l'application 

fi->CXC 
« ^ ( T t t ( / ( / 2 l , a ) / 2 l , a ) , T a ( / ( / j 2 , a ) ^ 2 , « ) ) 

est mesurable. Il existe alors un sous-ensemble borélien i? de 12 tel que 
/x(12 — i?) = 0 et tel que les restrictions à B des applications précédentes 
soient boréliennes. Alors l'application: 

$:B X #([0, 1]) -» R + 

( « , / ) H* | T t t ( / ( A U ) / l U ) - Ta(f(h2,a)h2,a)\ 

est borélienne. 
Pour tout n e N*, on pose 

(aj) ^ B X «>([0, ! ] ) /* («>/ ) > 0-
4̂W est borélien; #( [0, 1] ) est métrique complet. Soit Zn la projection de 

An sur 12. Il existe alors une application borélienne : 
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telle que pour tout a e Z„, («,/«) G v4„. Soit 

a e Z„ i-^ aa G U 

(ensemble des nombres complexes de module 1) une application 
borélienne telle que pour tout a e fi : 

[Ta(/a(^l,a)Al,«) ~ Ta(fa(h2Jh2^) K G R + 

On définit g G ^>(F0) par 

g ( a , x ) = f ^ ( j c ) s i j c G Z " ^0 sinon. 

Alors 

JFo g(tWuhpE (0 = JFo g(tW«h2OE (0-

Ce qui, d'après la remarque 5.2 donne 

0 = L \Ta(fa(h\,a)hUa) ~ Ta(fa(h2Jh2^) |rf/x(«) ^ - /x(Z„). 
»/Z„ Yl 

D'où /x(Zw) = 0. 

5.8. Démonstration de la Proposition 5.6. D'après le Lemme 5.7, on peut 
supposer que pour tout a <E 12 et toute/: {0} U [p(a), 1] —> C telle que/(0) 
= 0 et que/ |[p ( a ) i] soit continue 

T«(/(Al,a)) = Ta(f(h2ia))-

On déduit alors de III.2.3, l'existence, pour tout a G fi, d'une suite 
(un,a)n^N d'isométries partielles de Na telles que 

^n,a^n,a ^v"l,a/> Un aUna *S\"2,a/ 

et que 

Ta|ww,a*/ii,aMw,a ~ h2J ""> 0 quand n -> oo. 

Soit a i—> ^ ( a ) une suite d'applications mesurables de 4̂ dans £(§o)> 
soit A c fi (jii(fi — A) = 0) tels que : pour tout a G i les (Tj(a) )Z GN 
soient denses dans Na muni de la topologie forte, et que pour tout / e N 
l'application : 

A ^ R + 
« •-* Ta|7

,
I-(a)AUa7'l-(a)* - h2J 

soit borélienne. 
On vérifie alors aisément que pour tout n e N*, 
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(a, x) e A X £(<£o)U G Na et TJX/ZJ ax* - /z2,J < D 
est un sous-ensemble borélien de 12 X ^($o)F. 

Par ailleurs, en notant ^"l'ensemble des isométries partielles de ^(,s>o), 
on sait, (cf. la démonstration du Lemme II. 1.3) que 

£ = { ( a , j c a ) G ! Î X &(£o)il*« e Na n ^T 

xax* = s(hla) et x*xa = 5(A2,«) } 
f 

est borélien dans fi X £($o)i-
Or pour tout a e fi, G„ a n Ea ¥= <Ô. Il existe alors pour tout A7 G N*, un 

champ mesurable : a e A i—» v„ a G 7Va tel que 

(a, v„a) E Gn D E pour tout a G i 

On pose 

v" = J V V«^(a) 
a v e c Va = 0 si a £ ^ . (V,7)„G N* satisfait aux conclusions de la 
proposition. 

6. Etude des mesures [i^, pour <p e M+*. A chaque <p e M + *, on associe 
la mesure fi^ sur FQ définie en 5.1. 

On se propose ici de caractériser les mesures ainsi obtenues. 

6.1. PROPOSITION. Soit TT la projection de F0 sur fi. Soit v une mesure de 
Borel sur F0, positive, telle que V(FQ) = 1. La condition nécessaire et 
suffisante pour qu'il existe qp G Sf(M) tel que fi^ = v est que : pour tout 
sous-ensemble borélien A de FQ tel que \X(TT(A) ) = 0; v(A) = 0. 

Démonstration, i) Pour tout <p e M + * , <p ~ coh o E, ps(h) ^ h < 1, pour 
tou te / borélienne bornée sur F0, 

JF{)f(tW<p(t) = Ju ra(fa(ha)ha)d^(a ) 

(cf. 5.2). D'où la nécessité de la condition. 
ii) Soit v vérifiant la condition énoncée ci-dessus. On peut prolonger v 

en une mesure (encore notée v) définie sur la a algèbre 38 des boréliens de 
^l X [0, 1] par 

p(A ) = v(A n F0) pour tout A e ai. 

Soit (rn)n^N une numérotation de Q n [0, 1]. Pour tout « G N o n pose 
Bn = ]0, rn[. On définit alors une mesure vBn positive sur la a algèbre 3ê{) 

des sous-ensembles boréliens de ^l en posant : 

*BJA) = JQy,nuz XAXB„(<X, x)dv(a, x) pour tout A e ^ 0 . 
/fiX]0,l] X 
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L'hypothèse faite sur v entraîne l'absolue continuité de la mesure vB) par 
rapport à la mesure ju. D'après le théorème de Radon-Nikodym, il existe 
alors gn G Lx(ix) tel que pour tout A G ^ 0 : 

"Bn(A) = Jf iX4(«)gw(«WM«)-

On peut de plus, en faisant une récurrence sur n, choisir gn de sorte que : 
pour tous /?, n G N, rp < r„ => gp ^ g„. 

On définit alors pour tout a G fi et tout / G ]0, 1[ 

<pa(t) = inf gn(a). 
{n/r„>t} 

En utilisant la séparabilité de &0Po)i (i.e., ^($o)i+ niuni de la topologie 
faible), on déduit l'existence de B borélien, K H , (̂Œ — B) = 0, tel que 
pour tout r G Q n ]0, 1[, l'application 

B x s(§0)r
y->R + 

(« , A) l~> Ta(X[p(a), r](/l)) 

De ce qui précède, et du Lemme III.3.2 appliqué à <pa, on déduit 
l'existence d'un champ mesurable d'opérateurs : a G fi i ^ /îft G jVft tel 
que : 

i) pour tout a G fi, 

P(«M^a) = /*« < 1. 

ii) pour tout a G B, 

<Pa(r) = Ta(x[P(a),r](^a) ) P°ur tout r G Q n ]0, 1[. 

On pose 

r® 
h = J n /zad/x(a) et ^ = T(/Z -)^ 

La continuité à droite de q>a et la normalité de ra entrainent alors 
l'égalité : 

M" 

pour t o u t e / = X4x]o,*> ^04» 0 G •% x ]0> U donc aussi pour t o u t e / 
borélienne positive sur F0. 

On en déduit que 

JFo g(a, x)dv(a, x) = JFg(<*, x)d^(a9 x) 

pour toute g borélienne positive, donc aussi pour toute g borélienne 
bornée sur F0. D'où v = fx^. Or v(F0) = 1 d'où \p(\) = 1. 

https://doi.org/10.4153/CJM-1984-049-7 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.4153/CJM-1984-049-7


880 JOCELYNE BION-NADAL 

6.2. THÉORÈME. 6f{M)/R est en bijection avec l'ensemble des mesures de 
Borel positives v sur F{) de mesure totale 1 telles que pour tout sous-ensemble 
A de FQ saturé négligeable (i.e., ^(A) ) = 0), v(A) = 0. 

Ce théorème est une conséquence immédiate du Théorème 5.3 et de la 
Proposition 6.1. 

7. Indépendance des mesures (iy par rapport au choix de la décomposition 
discrète de M. On écrit ici le flot des poids sur M comme flot des poids sur 
la transformation ergodique, non singulière, 9$, d'un espace mesuré (fi, p) 
au-dessus de la fonction p(0 < p < 1) sur fi. 

Autrement dit, dans l'espace 

F 0 = { (a, x) G fi X R%\p(a) ê x ^ 1}, 

on identifie les points (a, p(a) ) et (00(a), 1). Et le flot (F\)\Ç=R* est défini 
sur cet espace par : 

F\(a, x) = (a, X~]x) modulo 0 

(où 0(a, x) = (#o(<*), P _ 1 (a)x) )• Alors d'après le Théorème 1.6.1 de [3], il 
existe une décomposition discrète "unique" de M associée à cette écriture 
du flot des poids. 

Plus précisément : il existe une algèbre de Von Neumann N de type 11^, 
un isomorphisme / de L°°(Çl, p) sur le centre de N, une trace normale fidèle 
r sur TV et un automorphisme 9 de TV tels que 9 o 1 = I o #0 et que pour 
tout t G R : 

(D(T O 9):(Dr)t = /(p'"'); 

de sorte que M soit isomorphe à TV x 3 Z par un isomorphisme qui 
e 

respecte l'écriture du flot des poids de M comme flot sur la transformation 
#0 au-dessus de la fonction p. 

De plus si TV', / ' , r', 9' satisfont les mêmes conditions, il existe un 
isomorphisme a de TV sur TV' qui transforme TV, /, T, 9 en TV', F, T', 9'. 

Il est alors évident que les mesures (/x )̂ sur F0 définies en 5.1 à partir de 

la décomposition N > < Z d'une part, et de la décomposition TV' X 3 Z 
e v 

d'autre part, sont les mêmes. 
On veut maintenant étudier comment se transforment les mesures p^, 

lorsque l'on change l'écriture du flot des poids de M comme flot au-dessus 
d'une fonction. 

Soient 

F{Q] = { (a, x) e ^ X R%\pV\à) ^ JC < 1}, / e {1, 2}. 

On reprend les mêmes notations que précédemment, mais en leur 
ajoutant les indices (1) et (2) selon l'écriture du flot des poids à laquelle 
elles se rapportent. En particulier, on note 
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e ( ; ) : L°°(F^) -> PM 

les isomorphismes canoniques. 

©(/) o Ft = Fto 0 ( / ) . 

Ainsi @(2) o @(1) est un isomorphisme de L°°(F0 ) sur L°°(/<o ) qui 
commute avec l'action du flot. 

On sait alors qu'il existe A^ et A^2) sous-ensembles boréliens de 
F0 et F{) respectivement, saturés négligeables (i.e., stables par l'action 
du flot des poids, de mesure nulle), et un isomorphisme de Borel b de 
FQ — Açr) sur FQ — yl(i) qui commute avec l'action du flot, tel que 
pour toute/borélienne bornée sur FQ , 

0 , 2 ) ' o 6 ( i ) ( / ) =fob 
(2) 

en dehors d'un ensemble saturé négligeable de F0 . 
On va alors montrer que pour tout <p e M+*, jtî  est image récipro­

que de Hy par b. 

PROPOSITION. Pour toute fonction borélienne bornée f sur FQ , pour 
toute forme <p e M + * : 

jF^fi^v = Jn2)fobdii^\ 

Démonstration. Pour toute/borélienne bornée sur F0 , 

©(2) O 0 ( 1 ) ( / ) = 7 0 / 7 

(en dehors d'un ensemble saturé négligeable); et b commute avec l'action 
du flot; il est alors évident que e a ) ' o e(1) envoie 

Ch(\)(%m))ïï(i) sur Q ( 2 ) (^ (R* + ) )^ ( 2 ) . 

S o i t / e Cg(i) ( ^ ( R + ) )^(i). La définition donnée en 2.1 rend évidente 
l'égalité : 

X(
f%) = <2J2.0e(l)(/) (*> 

pour tout poids \p intégrable. De la densité des poids intégrables dans 
l'ensemble des poids fidèles de multiplicité infinie pour la distance d 
(Théorème II.4.7 de [5] ), et de la continuité de l'application <p 1—> ô^ par 
rapport à la distance d lorsque c est de classe C2 (Lemme IV.2.4. de [5] ), 
on déduit que cette égalité reste vraie pour tout poids fidèle de multiplicité 
infinie sur M et toute / unitaire associée à un cocycle de classe C2 en 
norme. De la propriété P.2 et du Lemme 4.2, il résulte alors que 

^ X } 1 ^ ) ) = v ^ e ^ o e o ^ W ) pour tout <p e M + * . 

D'où, d'après la définition et l'unicité des mesures jû  (cf. 5.1.), 
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J r o ^ o 

pour toute /borélienne bornée sur F 0 . 
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