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ESPACE DES ETATS NORMAUX D’UN FACTEUR
DE TYPEIII, 0 <A < 1ET D’UN
FACTEUR DE TYPE IIl,

JOCELYNE BION-NADAL

Introduction. Soit M un facteur de type IIIy, 0 = A < 1, agissant sur un
espace hilbertien a base dénombrable. Le propos de ce travail est I'étude
des états normaux d’un tel facteur a équivalence unitaire pres. L'espace
quotient n’est pas séparé; ’espace séparé associé¢ est obtenu comme
quotient de I'espace des états normaux ¥ (M) par la relation d’équivalence
R dont les classes sont les fermetures des orbites précédentes.

Pour étudier cet espace, on définit un calcul fonctionnel sur M 'y
(espace des formes linéaires positives normales sur M) a valeurs dans M.
Ce calcul fonctionnel est déterminé par la donnée d’'une C* algebre
d’applications de M "« dans M “continues” en un certain sens, notée
C*(M).

On utilise une décomposition discréte de M comme produit croisé
(cf.[11): M =N >0<l Z ou N est de type I, et € est un automorphisme

de N. On note p 'unique ¢élément de C = N N N’ tel que 7(6(x) ) = 7(px)
pour tout x € N (7 : trace sur N). Lorsque M est de type Il 0 <\ <
1, N est un facteur et p = A. Lorsque M est de type 111,

D
C=L"Q pp= fQ pla)dp(a) = Ay < 1.

On étudie d’abord C*(N), N étant de type Il..

Lorsque N est un facteur, C*(N) est canoniquement isomorphe a
%,(R%). (C* algebre des applications continues bornées de R*% dans C
munie de la norme sup.)

Lorsque N n’est plus un facteur, on établit un isomorphisme entre
C*{(N) et la C* algebre C§(%,(R*%)) des classes de fonctions boréliennes
bornées f sur @ X R*% telles que pour tout a, f, soit continue.

Ceci étant établi, on construit des isomorphismes canoniques entre :

—C*(M) et E(R* /\?) lorsque M est de type I1I, 0 < X\ < 1.

—C*(M) et la C* algebre des classes de fonctions boréliennes bornées
sur I’espace du flot des poids qui sont continues le long des orbites du flot,
c’est-a-dire la sous C* algébre C§(%,(R*%))g de C(%,(R*%)) constituée

)

des classes de fonctions f invariantes par 6 ou
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8(/)e, x) = f(Bp(a), p(a) 'x),

lorsque M est de type I1I,.

On associe alors a tout ¢ € M1, une forme linéaire sur C*(M); ce qui
permet d’établir une bijection

— entre #(M)/R et 'ensemble des mesures de Borel positives sur
R*% /A% de mesure totale 1 si M est de type III), 0 < A < 1;

— et si M est de type III entre #(M)/R et 'ensemble Wi, des mesures
de probabilité sur I’espace du flot des poids qui rendent négligeable tout
ensemble stable par ’action du flot des poids qui est négligeable pour la
classe de mesure canonique sur 'espace du flot. Autrement dit Wi, est
’ensemble des mesures de Borel positives v sur Fy vérifiant »(Fy) = 1

Fo={(a,x) € @ X R /pla) = x < 1}
telles que pour tout borélien 4 de Fy:
r(A)) = 0 = w(d) = 0

ou 7 désigne la projection canonique de Fy sur €.

Finalement, lorsque M est un facteur de type IIIy, 0 < A < 1, on
obtient une majoration du diamétre de I’espace quotient #(M)/R par
2(1 — V).

Ceci traite le cas des facteurs de type III, 0 = A < 1. Lorsque M est
un facteur de type III; on sait que le groupe unitaire agit topologiquement
transitivement sur M [4]; c’est-a-dire que le diamétre de #(M)/R est nul;
mais on ne sait pas encore déterminer C*(M).

Je tiens a remercier Alain Connes qui a dirigé ce travail.

Préliminaires. Les algébres de Von Neumann étudiées dans cet article
sont des algébres de Von Neumann agissant sur un espace hilbertien a ase
dénombrable.

Le mot “poids” signifie dans toute la suite poids normal semi-fini. On
considére sur I'ensemble des poids la relation de préordre < introduite
dans [5] (définition 1.1.2) et on note ~ la relation d’équivalence
associée.

Soit M une algebre de Von Neumann de type I, ou un facteur de type
III, 0 = A\ < 1. On définit un calcul fonctionnel “continu” sur M 4
(ensemble des formes linéaires positives normales sur M). C’est pourquoi
on considére les applications X:M ' — M qui vérifient les propriétés
suivantes :

P.1. Si |lg, — ¢ll = 0 alors | X(g,)e, — X(e)gl| — 0.

P.2. Pour toute isométrie partielle u de M telle que wu* € My
(centralisateur de ¢)
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I

X(gu) = w*X(o)u (ol g,(x) = g(uxu®)
= u*eu(x) pour tout x € M).
P.3. Si ¢|. 99 € M« ont des supports orthogonaux:

X(g1 + @) = X(g1) T X(¢2).

On va montrer que I'ensemble de ces applications X peut-étre doté
d’une structure naturelle de C* algébre commutative.

1. LEMME. Pour tout ¢ € M+, X(¢) appartient au commutant Mg, du
centralisateur de ¢ donc au centre Cy, du centralisateur de ¢.

Démonstration. L’appartenance de X(¢) & Mg, résulte immédiatement de
la propriété P.2. Puis I'hypothése faite sur M entraine I'égalité¢ Coy = Mg,
N M (d’apres [5] ).

2. LEMME. Soit X vérifiant les propriétés P.1, P.2 et P.3. Alors

Sup [ X(g) [| < oo.
PEM «

Démonstration. On raisonne par ’absurde. Alors pour tout n € N*, il
existe ¢ € M ™, tel que ||X(g) || > n. Il existe alors un projecteur e € Mg
tel que

||X(q7€)q’eH > nllq)eH (1)
Soit (u,),en+ une suite d’isométries partielles de M telles que
u,*u, = 1 pour tout n € N*,

que les supports des u,* soient deux a deux orthogonaux et que

E “nun* = 1.

neN*

En utilisant les propriétés P.2, P.3 et un sous-ensemble fini de la suite
(4;);eN+ ON trouve un élément ¢, de M '« vérifiant (1), tel que

L <l <
2n? bn n

La série
Z (‘Pn )u,,*

neN*

converge alors normalement vers un élément i de M " . Les propriétés P
entrainent alors que

> (X(@n)en)ur — X(\}/)\[/’ ’ — 0 quand k — oo.

0<n<k
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On en déduit que la série 2, N+ || X (9, )@nl| converge; ce qui est impossible
car

1
||X(‘P,, )‘Pn” > 2_
n

On peut donc définir

X = Sup [IX(9) Il
PEM .
Par ailleurs on peut définir sur I'ensemble des applications X vérifiant
les propriétés P une addition une multiplication et une involution
ponctuelles par :

(X, + Xo)(9) = Xi(9) + Xo(9)
X*(9) = (X(9))*
(X1 X2)(e) = Xi(9)Xa(9).
De ce qui précede on déduit aisément le résultat suivant:

PROPOSITION. Soit M une algébre de Von Neumann de type 1., ou un
Sfacteur de type 11Ty 0 = X\ << 1. L’ensemble des applications X vérifiant les
conditions P muni des opérations ponctuelles et de la norme

IXIl = Sup |IX(e) |l
QEM+ &

est une C* algebre commutative.

On la note C*(M).

I. Etude de C*(N) lorsque N est un facteur de type 1l... On choisit une
trace normale fidéle semi-finie 7 sur N. Alors pour toute forme linéaire
positive normale ¢ sur N, il existe un opérateur positif 4 affilié & N de trace
finie tel que ¢ = 7(h -) (1.e., Vx € N, ¢(x) = 7(hx) ). On pose alors, pour
tout X € C*(N):X(¢) = X(h).

On note %,(R*% ) la C* algébre des applications continues bornées de R*
dans C munie de la norme sup.

On se propose de montrer que C*(N) est canoniquement isomorphe a
%, (R%).

1. Association a tout x € C*(N) d’une application | € €,(R*%) :

1.1. LEMME. Soit X € C*(N).

a) Soit p un projecteur, p € N tel que 1(p) < cop # 0. Scita € R%. 1]
existe 3 € C tel que X(ap) = Bp.

b) Soit q un autre projecteur ngn nul de N tel que 7(q) << co; alors
X(agq) = Bq.
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Démonstration. a) D’aprés la condition P.2, tout unitaire u de N qui
commute & & = ap commute a X(h), dou {h} N N C {X(h)}.
En particulier, pour tout x € N, pxp commute a X(h) = pX(h)p.
D’ou
X(h) € N, N N, = Cp.

Il existe donc B € C tel que X(h) = Bp.

b) N est un facteur, donc p et ¢ sont comparables.

Par exemple p < gq.

— Si ¢ est infini, ¢Ng est proprement infini. Il existe deux projecteurs g,
et ¢, orthogonaux tels que

9=aq * g.q9g~q etqg~q.
D’ou deux projecteurs orthogonaux ¢, et p; tels que p; ~ p (g2 ~ q).
Draprés a), il existe y tel que X(ag) = yq et 0 tel que
Xlapy + aq) = n(p1 + q2).
Dou S =1n=y.
— Sigestfini, 1 — gestinfinietp <1 — gq.
On termine la démonstration comme dans le cas précédent.
1.2. Définition. Soit X € C*(N). On peut définir une application /:R+
— C telle que pour tout opérateur positif
k

h= X a;p; (a; = Op, : projecteur de trace finie,
i1

pip; = 0 pour tout i # j)

on ait
k
X(rh) = 2 fl@p

et telle que f(0) = 0.
Ceci est possible grace au lemme précédent et a la condition P.3.

1.3. LEMME. Soit X € C*(N). Soit [ associée ¢ X comme dans la
Définition 1.2 :

a) la restriction de [ a R* est continue.

b) [fest bornée et || flloo = || X]I.

Démonstration. a) Soit x € R*%.. Soit (x,),enN une suite de réels positifs
qui converge vers x. Soit p un projecteur non nul de N tel que 7(p) <
Q.

La condition P.1 appliquée a ¢ = 7(xp °) et ¢, = 7(x,p -) montre que
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xnf(xn) - Xf(X) — 0 quand n — oo;
or x # 0 d’ou le résultat.
b) On a déja vu que || X|| < oco. Or pour tout ¢ = 7(h -) ol

n

h = Z Q;pis

i=1

X(¢) = f(h) dou

IX(@) | = [If(h) Il = IIX]I.
Et
Sgp AR = 1/ lloos
{h:iglall]l}

d’ou le résultat.
2. Isomorphisme entre C*(N) et %,(R%).

2.1. PROPOSITION. La C* algébre C*(N) est isomorphe a la C* algébre
%,(R%). L’image de X € C*(N) par cet isomorphisme est [ € €,(R%.) telle
que X(7(h )) = f(h) (pour tout h positif affilié @ N de trace finie).

(On note encore f le prolongement de f & R+ obtenu en posant
/() =0)

La démonstration de cette proposition s’appuie sur le lemme suivant :

2.2. LEMME. Soit f:R+ — C continue bornée telle que f(0) = 0. Soient h,
(h,)nenN des opérateurs positifs affiliés a N tels que : 7(h) < co T(h,) < co
pour tout n, et lh — h,| — 0 quand n — oo. Alors

T f(hh — f(h,)h,| — 0 quand n — oo.

Notation. Lorsque f vérifie les hypothéses du lemme, on définit X, €
C*(M) par Xy(r(h )) = f(h) (pour tout h positif affilié a N, de trace
finie).

Démonstration. Soit A\ € C tel que |Im A| > 0. Si f est un polyndme en
1/(x — A) et 1/(x — A), le résultat se vérifie facilement. Ces polynomes
sont denses dans %,(R); et

ol f(hyh — gkl = [/ = glleo (k) pour tout h

donc le résultat reste vrai pour toute /' € %(R). Dans le cas général. on
considére une suite (6,),en+ de fonctions continues a support compact

|
contenu dans [ " l,p + 1] telles que 0 = 0,,()() = 1 pour tout x €
14
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1
R+ et telles que 6,(x) = 1 sur [—,p]. Alors f, = f8, € &(R) et x0,(x)
p

converge en croissant vers x sur R+. Or

X, O — Xl = 7lk6, (k) — k| X [ flloo

pour tout ¢ = 7(k ).

Soient ¢ = 7(h *) et ¢, = 7(h,, -) pour tout n € N. Il existe alors P tel
que

1X;(9)e — Xr(e)ell < € pour tout p = P,
Puis il existe ng tel que pour p = Py et n = ny,
Xy (9n)on — Xr(@n)enll < 2e
D’ou le résultat.

2.3. Démonstration de la proposition. Soit X € C*(N). Soit f:R% — C
associée & X comme dans la Définition 1.2. f € %,(R*%) d’aprés 1.3.

Soit & positif affilié a N tel que 7(h) < oco.

Pour tout p € N, on considére la subdivision o, formée des k/27, 0 = k
= p2?. On pose

p2r—1 k
h, = EO 2p(q%l in_p)
ot gn = Xj—cop(h). Alors 7lh — k)| — 0 et X(h,) = f(h,) (voir la
Définition 1.2).

Le Lemme 2.2 et la propriété P.1 entrainent alors que X(h)h = f(h)h. Si
s(h) = 1 (i.e,, 7(h -) est fidéle), on en déduit que X(h) = f(h). Sinon, on
introduit un opérateur positif k tel que 7(k) << co et tel que s(k) = 1 —
s(h). D’ou le résultat en utilisant P.2 et P.3.

L’application X € C*(N) — f € %,(R*) ainsi construite est, de facon
évidente, un homomorphisme de C* algebres tel que || X|| = [|f]lco. Cet
homomorphisme est surjectif; car si f € %,(R%), on définit
Xp(r(h ) = f(h) pour tout A positif affilié & N de trace finie.

On a déja vu que Xy € C*(M) (Lemme 2.2).

II. Etude de C*(N) lorsque N est une algebre de Von Neumann de type
II; mais n’est pas un facteur. Soit N une algebre de Von Neumann de
type Il,, sur un espace de Hilbert $ a base dénombrable. Il existe un
espace métrisable compact 2, une mesure p positive sur £ de support :
un espace de Hilbert §, a base dénombrable; un champ p mesurable a
N, de facteurs de type II,, sur &, et un isomorphisme de & sur
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0
LA(Q, 1) @ £ qui transforme N en Q N dw(a). N étant de type 11, on
peut choisir une trace normale sémi-finie 7 sur N*. Il existe alors
un}champ p mesurable a — 7, de traces normales fideles semi-finies sur
N, tel que

(]
T = _/Q Tadu().

On suppose désormais fixé le champ a — 7,.

Alors, pour toute forme linéaire positive normale ¢ sur N, il existe un
opérateur positif 4 affilié a N tel que ¢ = 7(h -) (i.e., pour tout x € N, ¢(x)
= 7(hx)).

®
h = /Q hedu(a) :
On pose alors X(7(h *)) = X(h).

”‘PH = T(h) = '/&;Ta(ha)dp'(a) < 0.

On se propose de montrer que dans ce cas C*(N) est isomorphe a la C*
algébre des classes d’applications f:Q X R*% — C boréliennes bornées
telles que pour tout & € Q, £, soit continue sur R% . (fet g appartiennent a
la méme classe si elles ne différent que sur un ensemble ‘‘saturé
négligeable” i.e., sur un sous-ensemble 4 X R* de € X R% tel que

wA) = 0.

Notation. Dans toute la suite ()", respectivement 2(5}@{, signifiera
que (D), respectivement L(g);, est muni de la topologie forte

LD = {x € U/ IIxIl = 1}.
1. Association a tout X € C*(N) d’une application [ définie sur @ X
R%.

1.1. PROPOSITION. Soit X € C*(N). Il existe une application f-Q X R%
— C telle que
1) Pour tout x € R*., lapplication :

Q—-C
a = f(a, x)

soit borélienne.
2) Pour tout projecteur p de N de trace finie, pour tout x € R¥ :

© (&)
X(xp) = | o fla, x)padp(e) (o p = _/ g Padp(a) ).

1.2. LEMME. Soit p un projecteur de N de trace finie (p =

@
_/Q Podp(a)). Soit x € R%. Il existe une application borélienne
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y:l - C

o Yy

telle que

@
Xxp) = f o YaPadp(@).

Démonstration. De la condition P.2 vérifiée par X, on déduit comme au
Lemme I.1.1 que

X(xp) € (pNp) N (pNp) = C,

(ou C est le centre de N).
C = L™, p). Il existe alors une application borélienne

y:l —C

a)—)ya

telle que

(©]
X(xp) = f g VaPadu(@).

1.3. LEMME. Soient p et q deux projecteurs de N de trace finie. Soit x €

R*.. Soient
y=88—->C e y:Q—C
oy, oy

deux applications boréliennes telles que

D (©]
X(xp) = f g YaPadie) et X(xq) = f o Yadadp(a).
Alors
W {a € Q/py # 0; qo # 0 ety # yo}) = 0.

Démonstration. Pour tout a € 2, N, est un facteur; donc les projecteurs
P« €t g, sont comparables. Soient

E = {O( € Q/pa < qa} et £y = {0‘ = Q/qa < pu}'
E,| et E, sont mesurables et £, U E, = . L’application

D:(U(Dp);, topologie forte) —> (X(Hy)1, topologie faible)
xkox*x

est continue.

Soit (§;);en une suite dense dans 9 telle que pour tout i, § # 0. On
peut supposer que pour tous i, j € N, les applications :

Q—C et @ —>C

a = (pL&ilé) a = (g4&il€)
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sont boréliennes.

Alors { (o, x) € & X YDy)1/x*x = py et xx* = ¢,} est borélien dans
Q X B(Sbo)f. Par ailleurs, ’ensemble .7 des isométries partielles de ¥($)
est un sous-ensemble borélien de Q(@O)f car u € () est une isométrie
partielle si et seulement si

[lu*uéll = |lugll pour touti € N

1.e.,
Sup | uélug)) | Sup | u(&lé) | bour tout i
JEN Iléjll keN “§k||

Finalement

B = {(a, x) € Q X UDp)/x € Ny N T, x¥x = p, et xx* = ¢}

est un sous-ensemble borélien de £ X Sl(f,)o)lF. Or 5&(5:)0)}‘r est un espace
métrisable complet. On déduit de appendice V de [6], I'existence d’une
application mesurable

EI - Na
o —u,
telle que pour tout a € Ey, (a, u(lx) € B.
On prolonge u, par 0 sur E,. On pose
®
= /p U du(a).

upu* = q. Soit p’ = g — upu*, p’ est un projecteur orthogonal a upu*.

<

X(xq) = uX(xp)u*+ X(xp’) d’aprés P.2 et P.3.

En appliquant le Lemme 1.2 & X(xp’), on vérifie aisément que
W {a € E\/Py # 0 et y, # y,}) = 0.

Le cas de E; se traite de la méme facgon.

1.4. Démonstration de la Proposition 1.1. On choisit un champ mesurable
de projecteurs de N :a — p, tel que pour tout a € £,

Pa * 0t 1y(py) = 1.

Soit x € R*%. D’apres le Lemme 1.2., il existe une application borélienne
f* de © dans C telle que

@
X(xp) = f o/ (@padp(a).

Ceci définit une application
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£ X R:E = C
(a, x) = f(a)

qui satisfait & la condition 1) de la Proposition 1.1. Du Lemme 1.3, on
déduit immédiatement que f vérifie également la condition 2) de cette
proposition.

2. Propriétés de l'application f.

2.1. PROPOSITION. Pour tout X € C*(N), on peut choisir une application
/:82 X R% — C satisfaisant aux conditions 1) et 2) de la Proposition 1.1 qui
de plus soit borélienne bornée; et telle que, pour tout « € §Q, l'application

fuRY = C
x = f(a, x)

soit continue.

La premiére difficulté consiste & montrer I’existence d’une application
borélienne satisfaisant aux conditions 1 et 2 de la Proposition 2.1.

On choisit tout d’abord une application [ quelconque vérifiant les
conditions 1 et 2 de la Proposition 1.1.

Pour tout x € R*, on note

Y. — C,
a = f(a, x)

Y. est borélienne Y = (Y,), g+ définit alors une fonction aléatoire.

2.2. LEMME. La fonction aléatoire Y = (Y,)cer+ est continue en
probubilité sur R%..

Démonstration. Pour prouver cecli, il suffit de vérifier que, pour tout x
€ R*%, pour toute suite (y,),en> Vn € R*%, qui converge vers x, pour tout
e > 0, w(4,) = 0 quand n — oo0; ou

A” = {lX < Q/lf(a~ yn)yn - f(a~ X())XOI > 6}.
Soit a = p, un champ mesurable de projecteurs de N, tels que
T(ps) = 1 pour tout a € Q.

Soient

h = / o XoPadp(a), hy = f o YnPadp(@), p = / o Padp(@).

7lh, — hl = |y, — xol7(p) — 0 quand n — oo. La propriété P.1. entraine
que:

TIX(h,,)h,, - X(h) hl — 0 quand n — oo.

https://doi.org/10.4153/CJM-1984-049-7 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.4153/CJM-1984-049-7

ESPACE DES ETATS NORMAUX 841

T X(h)hy — X(Wh| = e(4,).

2.3. COROLLAIRE. Soit X € C*(N). Il existe une application °:Q X R%
— C borélienne, vérifiant les propriétés 1) et 2) de la Proposition 1.1, telle
que: pour tout x € R* | pour tout a € Q, il existe une suite (r,),en»> 'n €

* qui converge vers x telle que la suite [Ua, r,) converge vers

/%a, x).

Démonstration. Du Théoréme 111 4.4 de [7], on déduit I’existence d’une
fonction aléatoire Y” = (Y )rer+ séparable, borélienne et équivalente a
Y. D’aprés la Proposition 111.4.2 de [7], YV admet Q% comme partie
séparante i.e., : il existe un sous-ensemble borélien N de {2 de mesure nulle
tel que, pour tout &« € € — N, pour tout x € R*% | il existe une suite (r,), 7,
€ Q% telle que r, — x et que Y‘,)n(a) - Y?(oz).

On pose alors

1
fUa, x) = Yg(a) X o xcn(@) pour tout (e, x) € @ X R%.

2.4. LEMME. Soit X € C*(N); soitf0 associée a X comme en 2.3: pour
presque tout « € €1,

Sup |/, x)| = |IX]l.
xER*
Démonstration. On sait déja que ||X|| < oo (d’aprés le préliminaire).
Pour tout r € Q¥ on pose
B, = {a € Q/|f%a, r)| > [IX]| }.

Soit

D
p= / o Padpt(@)
un projecteur de N tel que pour tout « € £, p, soit un projecteur de N,
vérifiant
T Pa) = XB,(@).
Alors

D
I f o /0@ rpadp(e) ||

= Sup ess [fAa, r)|.
a€EB,

1X(rp) |l

Or [[X(rp) | = [IX]|. D’ou w(B,) = 0.
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Soit

A= U {a€ Q% r)|>X]I)
re QF
wA) = 0; et pour touta € & — A4,
|/%a. x)| = ||1X|| pour tout x € R¥%
grace au Corollaire 2.3.

0 .
2.5. LEMME. Pour presque tout a € S, [, est continue sur R¥..

Démonstration. D’aprés le Lemme 2.4, on peut supposer que /" est
bornée sur € X R* par ||X||. On pose, pour tout « € £,

gg(x) =f2(x)x pour tout x € R*%.
Soit

2 = {(a, x) € £ X R¥% tels que x soit un point de discontinuité
de fa}-

Pour tout p € N* soit

X

) = {(a,x) e Q X R%/Vn € N3r, s € Q% tels que

1 1 0 0 1
x = <= lx — 5] < -etlgyr) — gu(s)| >~ .
n n p

On vérifie que

9= U %,
peN*
L'inclusion 4, C & est triviale.

Réciproquement : Soit x un point de discontinuité de /9 donc g% /9
étant bornée, il existe (x,),cn et /, éléments de R*% tels que : [ # g%(x), x,,
converge vers x et g)(x,) converge vers /. Du Corollaire 2.3, on déduit
alors I’existence d’une suite (z,)),ens Z, € Q% qui converge vers x et telle
que la suite g%(z,) converge vers . On en déduit aussi I’existence d’une
suite (z),ens Z, € Q% qui converge vers x et telle que la suite (g)(z}))
converge vers gg(x).

Soit p € N¥* tel que

T Y

(a, x) € B, dou D = p:\* B,.
Soit 7 la projection de £ X R* sur {; soit £, = 7(%,). D’apres ce qui
précede,
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{a € Q/fg ne soit pas continue sur R% } = UN E,.
pEN*

%, est borélien tandis que R% est polonais. De I'appendice V de [6], on
déduit 'existence d’une application borélienne

¢:E, — R%
a — ¢(a)

telle que, pour tout a € E,, (a, ¢(a) ) € %,.
Soit

%,

oy — {(a,r,s) € E, X R: X Ri/r,5 € Q;
1 1 0 0 1
lr — o(a) | <;» ls — g(a) | <;et lga(r) — gals) | >1—)}

%, est borélien.

Il existe alors des applications ¢,, y, boréliennes, définies sur E, a
valeurs dans R% , telles que

(a, (Pn(a), 1Pn(a)) = '@”,P pour tout a € Ep.
Soit @ — p, un champ mesurable de projecteurs de N, tels que
To(Pa) = X£(@)  pour tout a € €.

Soient

D

h = / o P@padp(a);
(]

hn = /Q ‘Pn(a)padlu‘(a);

D
kn = /Q ‘I’n(a)padnu'(a)'

Alors 7lh — h,| — 0; 7/h — k,| — 0 quand n — co. Or les fonctions ¢, et ¥,
sont a valeurs dans un ensemble dénombrable (Q), donc

D
X (hy Yy = /;(g2<%xa>»mw4a) et

(&
mm=h@mwwmx

D’ou
1
T X(h)h, — X(kp)k,| > " .U'(Ep)~

De la condition P.1 vérifiée par X, on déduit alors que w(E,) = 0.
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2.6. Démonstration de la Proposition 2.1. D’aprés les Lemmes 2.4 et 2.5,
il existe un sous-ensemble borélien 4 de © de mesure nulle tel que f =
fUXcaxr+ satisfasse toutes les conditions de la Proposition 2.1.

2.7. Définition et notation.

1. Soit [ borélienne bornée sur € X R*%. On note encore [ le
prolongement de /a4 € X R, obtenu en posant f(0) = f(a, 0) = 0 pour
tout a« € Q.

2. Sur I'algebre des fonctions boréliennes bornées f:Q X R% — C, telles
que pour tout a, f, soit continue sur R*%, on définit la relation
d’équivalence & par : [ % g si et seulement si f, = g, pour presque tout
a € Q; c'est-a-dire si et seulement si f et g ne différent que sur un
sous-ensemble A “‘saturé négligeable” de £ X R*% (i.e., w(m(4)) = 0ouw
désigne la projection de € X R*% sur ).

Pour simplifier les notations on notera encore f la classe de f.

L’algebre des classes d’équivalence de fonctions munie de
Il lloo et de 'involution f* = f est évidemment une C* algébre. On la notera
CH(6(R%) ).

3. Isomorphisme entre C*(N) et C§(%,(R%)).

3.1. Définition. Soit f € C¥(%,(R*). On peut définir Xf:NJf — N en
posant

D
Xt ) = [ o futhoduta,
pour tout opérateur 4 positif affilié a N de trace finie.

3.2. PrROPOSITION. La C* algébre C*(N) est isomorphe a la C* algébre
CE(6,(R%)). Limage de X € C*(N) par cet isomorphisme est l'unique
élément [ de C§(6,(R%)) tel que X = X;.

3.3. LEMME. Soit f € C§(%,(R%)). Alors X; € C*(N).

Démonstration. 11 est évident que Xy vérifie les propriétés P.2 et P.3. Il
reste & prouver la “continuité” de Xy : Soit

M = Sup |f(a, x)|.

(a.x)
Soient h. h,, des opérateurs positifs affiliés a N de trace finie tels que
(i) 7lh — h,| — 0 quand n — oo.

Soit € > 0;

Th) = ﬁz Talho)dp(@) < oco.
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Alors il existe 7 > 0 tel que pour tout sous ensemble mesurable £ de  de
mesure inférieure a 7,

€
S, rahorder < >
De (1) on déduit qu’il existe Ny tel que pour tout n = Ny :
ME) <n= fETa(hn.a)du(a) <e
Soit n € N*. On pose

A, = {a € Q/ (k positif affilié¢ a N, et

Talk - ha' < %) = Ta'fa(k)k - f(x(ha)ha| = €}~

A, est mesurable, car : L'(N,) est séparable: soit Z un sous-ensemble
dénombrable dense de L'(N,). De I Lemme 2.2, on déduit que:

1
CA, = U {a € Q/rlk — hy| < — et
ke n
Ta‘fa(k)k - fa(ha)hal > (}-
A,, est mesurable pour tout n, 4, C A4, et

Q= U 4,

neN*

(d’apres 1.2.2). Par ailleurs 7|4 — h,| — 0. Il existe alors Ny = Ny, Py € N*
et A C Q avec w(4) < 7 tels que pour tout « € £ — A, pour tout

p=P,
Tallpa — hol < 1 et
Ny
Ta|fa(hp‘a)hp.a - fa(ha)hal <e
Alors

/&; Tol oy hp.a = Salhodholdp(e) < e(u(Q) + 2M).
3.4. Démonstration de la Proposition 3.2. Du Lemme 3.3 on déduit
I’existence d’un homomorphisme de C* algébres
©:CH(%,(R*) ) = C*(N)
=X
® est surjectif : Soit X € C*(N). Soit f associée & X comme dans la

Proposition 2.1. Pour tout projecteur p de N tel que 7(p) << co; pour tout
x € R%:
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D D
XG0p ) = [ fuopeduta) - f o Jalpa)dita)

(©)
(avec p = f g Padid(@) ).

Soit h positif affili¢ 2 N de trace finie. Pour p € N*, on définit 4, comme
dans la démonstration de la Proposition 1.2.1. Et de méme

@
X(hp) = /Q fa(hp,a)dl"‘(a)~

Le Lemme 3.3 et la continuité de X entrainent que

D
X(h )h = /Q fa(ha)hadtu‘(a)-

De méme qu’en 1.2.3, on en déduit que

D
X(h) = fﬂ fa(ha)dnu'(a)-

Ainsi X = Xp.
O est injectif : Si Xy = X, pour tout x € R+, fu(x) = gu(x) pour
presque tout « € 2. Soit

E= U {a€Qflr) + gr)}.
reQ*

E est borélien de mesure nulle; et pour tout « € CE, pour tout x € R+,
Jo(x) = go(x) (par continuité de f, et g,).

II. Cas des facteurs de type 111, 0 < A < 1. Soit M un facteur de type
I, 0<A<I.

On ¢établit dans ce paragraphe un isomorphisme de C* algeébres entre
C*(M) et €(S,) (ensemble des fonctions continues sur le cercle unité muni
de la norme sup); puis une bijection entre les classes d’équivalence
topologique d’états sur M et les mesures de Borel positives sur le cercle de
masse totale 1.

Ensuite, on donne une caractérisation de S, Ag en fonction des supports
des mesures p,qy (@ € R%).

Finalement on montre que le diametre de I’espace quotient p(M )/ (M)
est majoré par 2(1 — \/A) lorsque M est un facteur de type 11, 0 < A
< 1.

D’aprés [1] paragraphe 1V, il existe une trace généralisée ¢ sur M. Alors
N = Mo est un facteur de type Il.; ¢'|y+ = 7 est une trace normale
fidele semi-finite sur N'; et il existe un automorphisme 6 de N et un
unitaire U de M.

Ue Mo¥, A\ '})
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tels que 8(x) = UxU* et que M = N><11Z.
9

On note E I'unique espérance conditionnelle de M sur N.

1. Etude de C*(M). h étant positif affilié & N, on note w;, o E le poids sur

M défini par
wy 0 E(x) = ¢Ahx) = 7(hE(x)).

D’aprés le Théoréme 11.2.4 de [5]. pour tout poids ¢ sur M il existe un
h € N7, vérifiant As(h) = h < 1, et tel que y ~ wy, o E. (Ici et dans toute
la suite, la notation # << 1 signifie # = 1 et 1 — h non singulier.)

Les applications X € C*(M) sont donc déterminées par leurs valeurs
sur les poids de la forme w, o E. On pose

2w
7 log A

Le résultat principal de ce paragraphe est le suivant :

1.1. THEOREME. La C* algébre C*(M) est isomorphe da la C* algébre
6(S,). L’isomorphisme que I'on construit associe a tout X € C*(M) une
application | €_€(S)) telle que X(w, o E) = f(h) (h positif affilié a N de
trace finie) ou f est définie sur R+ par

f(x) = [Ty pour tour x # 0 ]7(0) = 0.

1.2. LEMME. Soit X € C*(M). Pour tout opérateur positif h affilié a N de
trace finie, X(w, o E) € N.

Démonstration.
X(g) € Mg N M: ¢ = w0 E, My C Mgpe
d’ou X(¢) € N.
Ceci permet de définir une application:
N's >N

wy > X(w, 0 E)

satisfaisant aux conditions P et de méme norme que X. On déduit de la
Proposition 1.2.1, I'existence d’une fonction f bornée sur R+ telle que f|g+
soit continue, f(0) = 0, et qui vérifie pour tout &

X(wy 0 E) = f(h).

1.3. Démonstration du Théoréme 1.1. On vérifie que pour tout x € R™,

fix) = fonx).
En effet : pour tout A,

X(wp 000 E) = X(wrg 1py0 E)
d’ou

FA0\(h)) = U*(h)U.
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En appliquant ceci 8 & = xe ol x € R+ et ou e est un projecteur de trace
finie, on obtient f(Ax) = f(x).
On définit alors f sur S| par

@ = f(" ). f e ES)).

[l flleo = IX|]. On note j '’homomorphisme de C*(M) dans %(S,). défini
par j(X) = f. Il reste a vérifier que j est surjectif.

Soit £, € %(S,) définie par f, (%) = "0,

Pour tout ¢ € M "4, on pose

X, (¢) = (Dg:D1 0 E)nTO

(cf la Définition 1.2 de [1] ). Alors pour toute isométrie partielle u telle que
u* € My -

Xy(u*qu) = (D(u*qu):D(r o E) )1, = u*X,(e)u

E

(d’apres 1.1.4 de [5], et parce que 0,7,%)
ment vrai. De plus

= id). Par ailleurs P.3 est triviale-

X, (wp 0 E) = h"To
d’ou
X, (w0 E) = fu(h)
(fuls) = sT0 Vs > 0, £,(0) = 0).
Si [lgx — ¢ll = 0; on définit 6, et § sur M @ F, par :

0k< > Xij®eij) =10 E(x)) + er(x2)

1=ij=2
et

0( > x; @ e,j) =10 E(x1}) + ¢(x2).

1=ij=2

Alors ||6,, — ]| — 0 quand n — oo.
Du Théoréme 1 de [2] appliqué &4 x = 1 ® e, on déduit que
(Dgy:DT1 o E),1, converge fortement vers (Dg:Dt o E),7,. D’ou

X (oi)er — Xu(@)ell — 0,
X, € CXx(M) et j(X,) = [,

L’image par j de la C* algebre C*(M) contient ’algébre engendrée par
les f,, qui est dense dans %(S,); donc j est un isomorphisme de C*(M) sur
E(S)).
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2. Caractérisation de I'équivalence topologique de deux états par I’égalité
des mesures sur S qui leur sont associées. Pour toute application /' € %(S)),
on note f I'application définie sur R+ par

flx) = f(eTolory)

pour tout x # 0 et ]7(0) = 0 (comme précédemment).
A tout état ¢ sur M, on associe la forme linéaire Lg sur %(S)) définie
par

Lo(f) = o(X7(9))

(0l Xj (w0 E) = f(h)).
Et on appelle pg 'unique mesure définie sur S| par Lg (Théoreme de
Riesz). On va montrer le résultat suivant:

2.1. THEOREME. 1) Soient ¢ ety € M x tels que  soit adhérent a Uorbite
de ¢ (i.e., il existe une suite (¢,), N telle que ¢, ~ g et |lg, — Y|l = 0 quand
n —> 00).

Alors pg = py.

2) Soient ¢, ¥ € M 4 tels que ke = My; alors il existe une suite (¢, ), N,
o, € M7y, telle que ¥V n € N

Supp Pn = Sl.lpp 4/» Py ~ @, €l
”q’n - Hb” —0 quand n — oo.
2.2. COROLLAIRE. On peut définir une relation d’équivalence R par ¢RY si

et seulernent si  est adhérent a l'orbite de ¢; le quotient M /R est séparé.
(Ceci est une conséquence évidente du Théoréme.)

Démonstration du Théoréme. 1) Si ¢, ~ ¢ et si |lg, — Y| — 0; il est
évident (d’apres les propriétés P.1 et P.2 vérifiées par les applications X)

que g = My
Le 2) résultera immédiatement du Théoré¢me 1.2.2 de [5] et du lemme
suivant.

2.3. LEMME. Soient h;, hy € N*, As(h)) = hy = 1; et 1 — hy non
singulier. As(hy)) = hy = 1 et | — h, non singulier, vérifiant I'égalité :

(wp, o E)X(wp, o E) = (wp, o E)X(wy, o E) pour tour X €
C*(M).

Alors il existe une suite (u,),enN d’isométries partielles de N telles que
uuy = s(hy); ufu, = s(hy) pour tout n,
et que
lle (wp, 0 E)u, — wp, 0 Ell = 0 quand n — oo

(ie, Tluthiu, — hy)l >0 quand n — o).
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Démonstration du lemme. Soit p € R+; on pose

Pu = Xl—oop) (h1) €t gy = Xj—coy (M)

Pour tout p € JA, 1], la fonction x,; est limite simple d'une suite
croissante de fonctions g, définies sur {0} U [A, 1] telles que g,(0) = g,(A)
= g,(1) = 0, et dont les restrictions a [A, 1] soient continues; alors, par

hypothése
T(gn(hl)) = T(gn(hl) )-
La normalité de 7 jointe a la non singularité de 1 — hy et 1 — hy

entraine pour tout u € [A, 1] I'égalité
T(py — Po) = (g — qo) < oo
1l existe donc une isométrie partielle u, de N telle que
Pu — Po = Uy et g, — qo = uguy,.
Soit n € N*; pour tout k € {0, 1,...,2"} on pose
(1 =Mk

(X/\:‘A‘P' o

On construit par récurrence sur k une isométrie partielle u,, € N telle
que :

UnkUn k = Pay — P05 Uit kUnk = Go — G0
U g (U U —1) = Upg—15 Un ™ (Ung—1Upp—1%) = Upp—1".
On pose
Vv, = Uyon vy € N vk = Supp hy;
v, *v, = Supp h, et
Vie {0,1,...,2"}, v,(qs, — G0) = Up;:
Vi (Po, — PO) = Upi™.
Soient

pL—

By = Npx —po) + 2 (Pa,., — Pa)

1=0
et

2"—1
h2.n = }\(fb\ - 40) + 2 ai(qa,q - qa,)-

i=0
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v;fhl,nvn = hz,n- D’ou
|vi¥hyv, — hyl = 0 quand n — oo.
3. Etude des mesures g ot ¢ est un état sur M.

3.1. PROPOSITION. Pour toute mesure réguliére positive u sur S, telle que
w(Sy) = 1, il existe un état ¢ sur M tel que p. = pg.

La proposition résultera du lemme suivant :

3.2. LEMME. Soit ¢ une fonction positive croissante sur [\, 1] continue d
droite en tout point de [\, 1] et a gauche au point 1; il existe alors h € N tel
que As(h) = h = 1; 1 — h non singulier; et tel que pour tout p € [A, 1],

o(p) = 1(pp — po)
(ot py = Xj—copu(h) ).

Ceci est un résultat classique dans les facteurs de type Il... (On pose «
= A a = let{a,n>1} = A I[ N Q. On construit une suite (¢,,) de
projecteurs de N tels que 7(q,,) = ¢(a,) et que a; = a; = Go; = ¢, Puis
pour tout ¢ € [A, 1] on pose

g, = inf {q; o; > t}.
Le résultat en découle alors immédiatement.)

3.3. Démonstration de la Proposition 3.1. Soit p; une mesure positive
réguliére sur S; telle que p(S,) = 1. Soit L définie sur 4(S,) par

Ly =, fam.
Soit

Jo:[A, 1] — Sy,

X = eiTOLogx

On définit pg sur [A, 1], en posant pour tout sous ensemble borélien 4 de
A 1]

po(4) = mCjo4 N [A, 1[).
Puis on définit » sur [A, 1] en posant pour tout sous-ensemble borélien A
de [A, 1]
o= [
wA) = [, —duo(o).
V¢t € [A, 1] on pose

1
o) = on 1)) = f ) o)
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Il est clair que ¢ vérifie les hypothéses du Lemme 3.2. D’ou I’existence de
h € N7 satisfaisant aux conclusions du lemme.
Soit f € €(S)). Soit f associée & f comme dans le Théoréme 1.1 :

Sfinay = f oo

Alors

L(f) = /S]fdm = [A,I[fofo(x)duo()f)
- [A,”]?(x)duo(X) = D\_I]](x)xa'v(x)

= Jouy fxdr(p).
Or Sph c {0} U [A, 1] et f(0) = 0 d’ou

o = [, Tooartp) - 1 JOxd(p) = L(f).
Soit Y = T(hE(") ). Alors

Ly(f) = (f(h)h) = L(f)
dou L = L\l’;”l = ‘U'\P’ et

) = [ xdrp) = L) = (s = 1.

3.4. THEOREME. p(M)/R est en bijection avec les mesures réguliéres
positives sur le cercle de masse totale 1.

Ceci est une conséquence immédiate du Théoréme 2.1 et de la
Proposition 3.1.

3.5. Etats associés a des mesures discrétes.

ProrosITION. Soient ay, ..., a; € S et soit
k
p=2N8, (NER+ e X N=1.
1 i=1

Les états ¢ sur M tels que p = pg, sont ceux qui sont équivalents (au sens ~
et non pas seulement topologiquement équivalents) a

k
Y = T(hE()) ouh = X bp
i1

avec

bi € N 1[ et éTolothi — 4
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et ou les p; sont des projecteurs deux a deux orthogonaux tels que b; T(p;) =
A

Démonstration. D’aprés le Théoréme 1.2.2 de [5] on peut supposer que
¢ = w,0 E As(h) = h = 1et1 — hnon singulier.
Si il existe ¢ € Sp(h) N [A, 1] tel que

eokoss & f(a) 2,24 )

alors il existe € > O et f € %(S)) tels que
Supp f € S — {(a)i=;=k}:

telle que
S(x)

et que

v

0Vx

f(x) > %V x € [ezToLog,(cAc)’ eiTOLog(c-i—s)]'

fslf(x)d#(x) =0 et
N 1
T(f(h)h) = 5 (C - f)T(P<-+( - p(‘—c) >0

car ¢ € Sph (on note p, = Xy (h) ). Contradiction.
D’ou Sph c {b),..., by, 1}. Or 1 n’est pas valeur propre de s par
hypothése. Donc Sph C {b, ..., b;}.

k
h = 2 bip

i=1

ou les p; sont des projecteurs orthogonaux. L’égalité

/S fdp = fr(f(h)h) pour tout f € €(S))
1
donne alors immédiatement : A, = b;7(p;) pour tout i.
Remarque. La construction des mesures fig, que I'on a faite dépend de la

décomposition de M que 'on a choisie. Mais si 'on considére deux
décompositions distinctes

M=N0>‘<Z:N|>0<Z'N0=(M)QPON1 Z(M)q>l;

{1 1

d’aprés [1] 4.3.2, 1l existe un réel a, a > 0, tel que ¢; ~ agq. Et les mesures
B se déduisent alors des mesures pg par une rotation sur le cercle S,
d’angle o'To,
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4. Une caractérisation de SpAg. On va démontrer le résultat suivant :

4.1. THEOREME. Soit M un facteur de type I1Iy 0 < A < 1; soit ¢ €
M™ . Soit « € R%. Alors : a € SpAg si et seulement si les supports des
mesures g el Log Ne sont pas disjoints.

Il est évident (toujours d’apreés 1.2.2 de [S] ) que 'on peut se restreindre
aucasol ¢ = w, 0 E, As(h) = h < 1.

4.2. Calcul de SpA,op en fonction de Sph. On utilisera le lemme
suivant :

LEMME. Soit N une algébre de Von Neumann agissant sur un espace de
Hilbert . Soient a, b € NT; soit x € N; soient ¢, n € 9. Il existe alors une
mesure p bornée sur R X R définie sur la o algébre des boréliens telle que
pour toutes fonctions boréliennes bornées f et g sur R :

(f(a)Ixg(byn) = / bcr /(@2 (B)du(a. B).
De plus si Spa C A et Spb C B; alors Supp p € A X B.

Démonstration. On définit u(E X F) lorsque E et F sont des boréliens de
R par :

WE X F) = (xe(a)S|xxr(bm).

u s’étend alors de fagon unique en une mesure p sur les boréliens de R X
R. Et il est évident que

Supp 1 C Sp(a) X Sp(b).

Lorsque f et g sont des fonctions simples sur R, I'égalité

(f(a) Ixg(bym) = / xcr S (@E(B)dp(a. B)

résulte immédiatement de la définition de p. Toute fonction borélienne
bornée est limite uniforme d’une suite de fonctions simples; d’ou le
résultat.

4.3. PROPOSITION. a) Soit N un facteur de type 1. Soit T une trace sur N.
Soit ¢ = 7(h ) = wy, (ou h est positif affilié & N tel que 1(h) < o).
Alors

SpAg = {yp 'iyetn € Sphetp+# 0}

b) Soit M un facteur de type I1lIy 0 < A < I, M = N>Z, ¢ =
v

wp,oEottAsth) = h = 1, 7(h) < oo et 1 — h non singulier. Alors

SpAy o0 = -{)\ky;fl avecy, b € Sph; p # 0 et k € Z}.
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Démonstration. a) On vérifie que

{vo 'syetp e Sph— {0} } € Sp(e¥).
Soienty, p € Sph — {0}. Va € R*%. on pose py = X oo.a)(). Soite > 0
soient
p = pye(/z — Pye /2 et q = pﬂe(/z — plif‘ €/2,

N est un facteur de type 11, donc p et g sont comparables. Par exemple
p < q. 1l existe alors u € N isométrie partielle telle que uu* = p, u*u = q.
Pour montrer que

u € N(o¥ VyouV, =[e ypu ' eyp ']

il suffit (Lemme 2.1.3. de [1] ) de vérifier que pour tout voisinage }” de O et
pour toute fonction g € LY(R) tels que Z(g) D V, + V.

a¥g)u) = 0.
Or

¥y = [ i g oy
— [, Choytaam Simyg o

— .ty g

D’apres le lemme, il existe une mesure » sur R X R de support contenu
dans Sp(gh) X Sp(hp) telle que

(0¥(g)w)iIm) = /]; g(1)dt AYR a "Bldv(a, B).
Supp v € Sp(gh) X Sp(hp), d’ou Y(a, B) € Supp »,
Ba~! € [e yp!

et alors g(Ba~ ') = 0.
Une simple application du théoréme de Fubini prouve alors que

o¥(g)u) = 0.
On a donc montré que Ve > 0,
N(o% [e yp !, eyn™']) # {0}
Donc yu~ ' € Sp(s?®) d’on
{ve "syetp e Sph— {0} } < Sp(a¥).

Réciproquement, on veut montrer que Vx € N. x € N(¢%. E) ou

P e(Yl"’_l] = Ve

E = {yu"l/y et u € Sph; n # 0}.
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On fait la méme démonstration que dans le cas de u; mais ici
Supp v C Sph X Sph.
D’ou Sp(o%) C E. Or SpAg est fermé et Spe? = SpAg, N R%; d'ou

Sp(Ag) = {yp /vy et p € Sphetp # 0}
(car 0 € SpAg si et seulement si 0 € Sph). _ _
b) Soit ¢ = w0 E, ¢ly = m(h ) et of(x) = h'xh~ " ¥x € N. Alors
d’aprés a)
{yp Vyetp € Sph — {0} } € Sp(a¥).

Par ailleurs S(M) = {A\"}. Et SpAg est invariant par multiplication par
tout élément non nul de S(M) ([1]).
D’ou
Sp(Ag) D (Myu™ ' yetp € Sph — {0}, k € Z}.
Réciproquement, on montre comme au a) que Vx € M, x € M(d?, F)
ou

F={NMy lyetp e Sphu # Oetk € Z).
Pour x € N le résultat est vrai d’aprés a). Pour x = U"
o;° (UM = U N
Alors si 'on pose f(1) = g(r) N'™, f(a) = g(A" "a) d’ou (en utilisant
a))
Spe(U) € {(Nyp™ Yy et w € Sphet p # 0}.

On en déduit que Sp(c?) C F (car l'algébre engendrée par N et U est
faiblement dense dans M). Finalement

SpAg = (Myp ' yetp € Sphyp #+ Oet k € 7).
4.4. Démonstration du théoréme.

LEMME. Soit M un facteur de type 111} 0 < A\ << 1; soit ¢ = 17(hE(*) ) un
état sur M tel que As(h) = h < 1 et 1 — h non singulier. Alors

Supp py = {T0L%x € Sph — {0} }.

Démonstration. Ceci est une conséquence évidente de la définition de
L : pour toute f/ € 6(S))

/Slfduq, = 7(f(h)h)

ou

f(x) = f(&'ToMo8%)  pour tout x € [A, 1] etf(O) = 0.
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Démonstration du Théoréme 4.1. Soit « # 0, ¢ = wj, 0 E, As(h) = h
< 1.

Supp pag = {¢"0"¥x € Sph — {0} }
= {eTokotegq & Supp P )-
Soit
& = {a € R%[Supp pg et Supp pqq soient non disjoints}.

&est fermé dans R et a € &'si et seulement si il existe a, b € Supp pg
tels que

eiT()Loga — baAl'
Or
eiT(,(Loga+Log,.\') _ eiT(,Logy o a = yx~l}\/\ (k = Z).

D’ou

&= {Myp 'etu € Sph — {0} } N R%
= SpAy N R% = Spe? (d’apres 4.3).

4.5. COROLLAIRE. Soit ¢ un état sur M. g est une mesure ponctuelle sur
S| si et seulement si SpAg, = S(M).

Démonstration. Soit pg = 8,. On sait alors d’apres La Proposition 3.4
que o est équivalent a ¢ = 7(bpE() )b € [\, [ tel que /70l — 4: p -
projecteur et br(p) = 1). Alors SpAg, = SpA,. Et d’apres la proposition
précédente pour tout a € SpAg, N R%L,

eiTOLog(ab) = a

d’ou il existe k € Z tel que a = A,
Alors
SpAy € {Mlk € Z) = S(M),

d’olt SpAg, = S(M).
Réciproquement, si SpAg, = S(M); pour tous a, b € Supp pg, Ik € Z
tel que
ba*l _ ezTOLog}\A = 1.
D’ou Supp pg = {a}.
5. Rémarque sur le diametre de ¥ (M)/%(M). On note F(M)/U(M)

I’espace des états normaux sur M quotienté par la relation d’équivalence
unitaire. Il résulte de la densité des états fidéles dans A (M) que

diam #(M)/UM) = diam ¥ (M)/R
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ou R est la relation d’équivalence définie en 2.
Soit M = N ><1 Z une décomposition discréte de M. On vérifie
[

aisément, en utilisant le Théoréme 1.2.2 de [5] que

diam S (M)/%(M) = Sup Inf |lwy, 0 E — u(wy, o EYu*|| (i),
hihyeN ueUM) -

ou
N ={h € N"\s(h) = h < 1; 7(h) = 1 et Sph discret}.

5.1. PROPOSITION. diam A(M)/ M) = 2(1 — /) lorsque M est un
Jacteur de type 11, 0 < A < 1.

5.2. LEMME. Soient h, k € N ayant des spectres discrets, et de trace
finie. Il existe u € U(N), des projecteurs (pi)<y=n de N de trace finie deux
a deux orthogonaux, et des réels positifs (\y)=p<=n (W )1=k=, écrits dans
lordre décroissant de sorte que

n n
h = 2 Al'pi et u*ku = 2 KD
i=1 i=1

Ceci est un résultat connu dans les facteurs de type 1.

5.3. Démonstration de la proposition. Soient hy, h, € A D’apres le
lemme, il existe u, v, w € %(N) tels que

(*) wy ok = T(é AiP,'E('));

i=1

Uy, 0 Eye = (21 mE(-));

vU*(wp, o E)UV* = fr(ﬁ‘, a,~p,~E(‘)).

i=1
et
wU*(wp, 0 E)Uw* = 7(2 &mE(-))
i=1

ou les (A;), (1), (a;) et (B;) sont écrits dans I'ordre décroissant; A, p; €
[A. 11 U {0} et ou U est I'unitaire de M défini au début du III. Soit

https://doi.org/10.4153/CJM-1984-049-7 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.4153/CJM-1984-049-7

ESPACE DES ETATS NORMAUX 859

o (), (), (@), (By), 7(p;)) = inf(llwy, 0 E — wy, 0 El;
v U*(wp, 0 EYUY* — wy, o Ell; lwU*(wp, 0 E)Uw* — wy, o Ell),

ou hy et h, vérifient (*) (ceci est bien défini car le terme de droite ne
dépend des (p;) que par l'intermédiaire des (7(p;)). De (i) on déduit
que

diam S(M)/UM) = Sup Sup ¢( (A, (), (@), (Bi).
(D) B)) 7(p)EK
™(pi))

ou

n n n
K= {(@)zi=, €0, 1" 2 Ny = 2 pa; = 2 ag

i=1 i=1 i=1

n

= 21 Bia; = 1}.

=

¢ dépend linéairement des 7(p;) sur le compact convexe K. Donc son
maximum sur K est attient en un point extrémal de K; donc en un point tel
que au plus 4 des 7(p;) soient non nuls (car 7(p;) = 1 est impossible).
Si A4 ou py # 0, ¢ est nulle au point considéré; donc on peut supposer
que Ay = pg = 0.
Si A3 # 0 (ou pu3 # 0). Nécessairement

a) = >\>\1; oy = }\}\1, a3 = }\>\2, oy = }\>\3

Et on a la méme relation entre les 3; et ;. Donc ¢ est une fonction convexe
des (A;), (g;). Son maximum sur

3 3
(CAD ) € (T (0| X Aintp) = 2wy (p) = 1)

est alors atteint en un point tel que au plus deux des A; ou g; &€ {A, 1, 0}.
Pour que ¢ ne soit pas nulle en un tel point il faut que

hy=p+ N + ar
hy =ap + bg + ar (1)

avecl >a =b>Aeta =1ouAl.
Si A3 = 0. Alors p3 = 0 (sinon ¢ est nulle au point considéré). Par le
méme raisonnement que ci-dessus, on se ramene au cas ou

hy =ap + bg (2)
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ou

hy =p
hy = ap + bq (3)

avecl =2 a=b = A
Dans les cas (1) et (2)

2(1 = VN
1+ VA

7'|h| - h2| é

Dans le cas (3)
mlhy — byl = 2(1 — \/A) sia = /A,
et
llvU*wp, 0 EUV* — wy, 0 Ell = 2(1 — \/A) poura = /A

@ atteint son maximum : 2(1 — \/A) lorsque h; = p et hy = \/7m(p +
q). Alors P, 0F €t P, o sont des mesures ponctuelles associées a deux
points du cercle diamétralement opposés. Pour montrer que

diam M)/ UM) = 2(1 — \/N),
il reste a prouver que

inf |lwy, 0 E — u(wy, 0 E) u*|| = 2(1 — \/A)
useUM)

ce qui n’est pas encore fait.

1V. Etude des facteurs de type IIl;. Soit M un facteur de type IlI,.
D’aprés [1] Paragraphe V., il existe un poids lacunaire fidéle ¢ de
multiplicité infinie sur M tel que Mg = N soit une algeébre de Von
Neumann de type Il a centre diffus; ¢”|y+ = 7 est une trace positive
normale fidéle sur N. Il existe alors un automorphisme  de N, ergodique

sur le centre C de N, et un unitaire U de M tels que (x) = U X U* pour
tout x € N et que

M= N><17.
0

On note E I'unique espérance conditionnelle normale fidéle de M sur N; et
p l'unique élément de C, 0 = p = Ay < 1 pour un A, tel que

7(8(x)) = 7(px) pour tout x € N*.

On reprend les notations de II; en particulier

(3
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p s’écrit alors dans cette décomposition

(]
p= f o Ple)du(a).

On établit dans ce paragraphe un isomorphisme entre C*(M) et la C*
algebre des classes de fonctions boréliennes bornées sur ’espace du flot
des poids qui sont continues le long des orbites du flot; c’est-a-dire la C*
algebre des classes de fonctions f boréliennes bornées sur € X R¥% telles
que

pour tout a € Q, f, soit continue sur R%

pour tout (a, x) € © X R*%, f(6y(a), p(e) 'x) = f(a, x).
On définit §( /) par

B/ Yew, x) = f(Bo(@). pla)” ).

ou f est la transformation non singuliere de (£2, ) associé a la restriction
de 6 a C.

Et on note C§(%,(R*%) )g la C* algebre définie ci-dessus.

La classe de f dans cette C* algébre sera encore notée f.

On montre également que ’ensemble des classes d’équivalence topolog-
ique d’états sur M est en bijection avec ’ensemble des mesures de Borel
positives » sur I’espace Fj du flot des poids telles que »(Fp) = 1 et »(4) =
0 pour tout sous-ensemble A4 de F, saturé par l’action du flot,
négligeable.

(Fo = {(a,x) € & X Ri|p(a) = x < 1}).

On vérifie de plus que cette bijection est invariante par changement
d’écriture du flot des poids comme flot “au dessus” d’une fonction.

Notation. Si f est une fonction borélienne définie sur & X R* , on notera
encore f son prolongement & @ X R+ obtenu en posant f(a, 0) = 0 pour
tout a € Q.

1. Association a tout X € C*(M) de [ € C§(%,(R*%)).
1.1. PrROPOSITION. Soit X € C*(M). On peut lui associer [ €
C(%,(R*) g de sorte que pour tout h positif, affilié a N, de trace finie,
D
X(wpo E) = fg Ja(h)dp(e) - (w(x) = 7(hx)).

1.2. LEMME. Soit X € C*(M). Pour tout h positif affilié a N, de trace
finie, X(w, 0 E) € N.

Démonstration. Elle est identique a celle du Lemme II1.1.2.
Ceci permet de définir une application :

N'x—>N
(A HX(wh OE)
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satisfaisant aux conditions P. De la Proposition 11.3.2, on déduit
I'existence de f, f € C¥(%,(R*%)) telle que

X(wpo E) = /:fa(ha)dﬂ(a)~
1.3. Démonstration de la proposition.
Ulwy o E)U* = w08 "o E =, gm0 E.
D’ou :
X(w, oy 0 E) = UX(h)U* = 0(X(h)).

On applique ceci 4 h = Ae pour tout A\ € R*% | et tout projecteur e de N
tel que 7(e) < oo. Soit p = f(e). Alors

@ ~
X(p—10(h)) = /Q JaAo—1() Jpadi(@)

tandis que

D
00X ) — [ fo v M pad(@

On en déduit ’existence, pour tout A € R*, d’un sous-ensemble € de 2
tel que : w(2)) = O pour tout a« € Q — §,

Jao (@) = [z, \@ Q).

Soit E = U Qu wE) = 0.
AeQ*

La continuité de f, et fy, 1, entraine alors que : pour tout A € R*, pour
touta € @ — E

fa()\p—- l(a) ) = jbo' Ya) (}\)
2. Définition de Xy pour toute [ € C§(%,(R%) )g. Soit
f € C§(6,(R%) )g.

On va donner un sens a ’expression X, our tout poids ¢ sur M et non
p r(y) p p
pas seulement pour toute forme linéaire positive.

a) Définition : de Xr(¢) pour tout poids ¢ intégrable sur M lorsque f est
unitaire :

On note O l'isomorphisme canonique de L2 X R* )/ sur Py; et c €
Z'(FM), 1e cocycle associé a f. Les notations ., (DYy:Dw), font référence
a 1v.2 de [5].

2.1. PROPOSITION ET DEFINITION. Soit  un poids intégrable sur M.
Lexpression (Dy:Dw), X p, l(@(f)) est indépendante du choix du poids
dominant w sur M. On la note Xy({).
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Démonstration. Soient w; et w, deux poids dominants sur M. D’aprés le
Théoréme II.1.1 de [5], il existe un unitaire v de M tel que w; = vwiv*.
Alors

-1 -1 .
Po, (®(f)) = VP, (®(f) ¥, et
(DY:Dw)). = (DY: D). Gy )v*.
Le résultat sera alors une conséquence immédiate du lemme suivant :

2.2. LEMME. Soit w un poids dominant sur M; G, est un automorphisme
intérieur de M, et plus précisément :

5°(x) = pu (O))x po Of))* pour tout x € M. (i)

Démonstration. 1l suffit de vérifier (i) pour tout A € R* pour tout x €
M(o®, {A}).
Soit

M=N'>I<R avec N = M,
]

une décomposition continue de M.
On reprend les notations de la Proposition IV.2.1. de [5]. Soit

x € M(0“, {A}); x = au_po aveca € N'.
Alors
Et'w(aquogA) = p; ](C)\) au —Log\-
Soit u = p;]((-)(f) ); u est un unitaire de C,
pw‘l(ck) = uuLogA”*uLog)\-
Or u_ypogau*uLogn € C, donc commute a a. D’ou

6¢'w(au*Log)\) = u(augLog)\)u*'
On choisit un poids dominant @ sur N; w = 7(h -); alors @ o E est
dominant sur M.

2.3. LEMME. Soit ¢ un poids intégrable sur N, ¢y = 1(k ).

b o - ([ ifa(ka)du(m) X ( / ;Bfawa)du(a))*

pour tout x € M.

) o Erp@o £, ~ ([ ko)) f:fama)du(a))*.

Démonstration. D’apres le Théoreme 11.2.2 de [5], il existe une isométrie
partielle u € N telle que : ¢ = u @ u*.

D D )
/ o Julka)dn(@) = u f o Salko)du(eu*
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et
_YOE _GOE
o:!,'O[(x) =u o:‘.’o (u*xu)u* pour tout x € M.

1) est alors une conséquence du Lemme 2.2 et de 'égalité

—1 . ®
Paor(®(f)) = /Q Jalh)d(a).

2) résulte de 1) en considérant 6 défini sur N @ F, par

0( 2 Xjj ®€U) = o(x1;) + Y(x2n) et 1 ® ) € N® .

1=ij=2

2.4. PROPOSITION. Xy vérifie les propriétés suivantes :
Soit Y un poids intégrable sur M :
1) pour toute isométrie partielle u de M telle que uu* € M,,

Xp(u'u) = u*Xr(Y)u.
D) siy =eok)=10E(k"),

X = [ fukodute,
3) 5x) = Xp(W)xX;()* pour tout x € M.
Démonstration.
D Xpuru) = (D@u):D(@ o E) ). paor (O(f))
= uH(DY:D(@ o E) ), 5,°°Ku) paor (O(f))
= W DY:D@ 0 E) ), paor (O(f) u.

2) est une conséquence triviale de 2) du Lemme 2.3.
3) se déduit immédiatement du Lemme 2.2.

b) Définition : de X;(¢) pour tout poids ¢ lorsque ¢ associ¢ a f est de
classe C* :

¢ étant de classe C?, (Dy:Dw), est défini pour tout poids ¢ sur M et tout
poids dominant w sur M (Lemme IV.2.9 de [5]);

On pose alors pour tout poids ¢ :

X, @) = (Dy:Dw). p, (O(f)).

La encore la valeur de cette expression ne dépend pas du choix de w; donc
Xr(y) est bien défini.

Il est alors immédiat que les propriétés 1, 2 et 3 de la Proposition 2.4
restent vraies pour tout poids .

Et de plus pour tout ¢ :

o
AVM0=(D¢D70E%];LKWMWX
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¢) Définition : de Xy(¢) dans le cas général :
Remarque. Soient f et § tels que Xy(¢) ait déja été défini en a) ou b).

Soient k € N (ps(k) = k < 1); et u une isométrie partielle de M tels
que

Y = u*e(k )u, u*u = Supp(y), uu* = s(k).
Alors
Xr() = u*Xp(e(k -) Ju

l.e.,

3 = ([ o ke )

d’aprés la Proposition 2.4.
Ceci va permettre de définir Xy(y) dans le cas général; a condition de
vérifier que le résultat est indépendant du choix de u et k.

2.5. LEMME. Soient hy, h, € N tels que ps(h)) = h, < 1; ps(h)) = hy
< 1
Soient u) et uy des isométries partielles de M telles que :

wut = s(h), uud = s(hy), ufuy = ufuy = Supp(¥).
On suppose que
utethy Juy = ude(hy Juy = 4.
Soit [ € C§(%6,(R*%))g. Alors :

ot i) = s [ st
Démonstration.
o(hy *) = wufe(h -) wui.
D’apres le Lemme 1.2.6 de [5], uouf € N. Alors
o(hy ) = e(uuthuuf ).

Et

D D
fQ Jalhy )dp(a) = uz“T(_[Q f&(hl,a)dﬂ(a))uluf-
On peut donc donner la définition suivante :

2.6. Définition. Soit ¢ un poids quelconque sur M. Il existe (d’apres le
Théoréme 1.2.2 de [5]) une isométrie partielle u de M, et k € N tels
que
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Y = u*q(k )u, u*u = Supp ¥
ps(k) = k < 1, uu* = s(k).
Soit f € C§(%,(R*%) )g; on définit

5@ = w( fo Skt Ju

D’aprés la remarque cette définition est compatible avec les précé-
dentes; Xy vérifie alors les propriétés suivantes :

2.7. PROPOSITION. 1) Soit ¢ = @(k *) ou k est positif affilié a N. Alors

€}
X)) = f o Jalko)di().
2) Pour tout poids y, pour toute isométrie partielle u de M telle que uu* €
My,
Xp(u'gu) = u*Xr(Y)u.
3) si Supp ¥, est orthogonal a Supp -,

Xr(@ @ o) = Xp($1) + Xp(do).
Démonstration. 1) On décompose k sous la forme

+ oo

k = 2 kn avec P,,S(k,,) = kn < Pu—1

nH= —00

de sorte que les s(k,) soient deux a deux orthogonaux.
Il suffit alors de vérifier que pour tout n :

/@ . l1—n /@ N 11
Q fa(kn.a)d:u(a) =U Q fa(kn.a)dﬂu(a)U’

ou

(@)
P1—n 0’171(""1) = /Q kl,l.adp'(a)'

I suffit de montrer le résultat pour n = 2 et n = 0 (il est trivial pour
n = 1), puis une récurrence immédiate permet de conclure.

n = 2. Si ko = Ae ou e est un projecteur de N le résultat découle
immédiatement de I'égalité

f@y(a), ) = f(a, p(a))) pour tout a € Q.

On conclut en remarquant que tout k» € N est limite croissante d’une
suite d’¢léments de N qui sont combinaison linéaire a coefficients
strictement positifs de projecteurs deux a deux orthogonaux de MN.

Le cas n = 0 est identique.

2) et 3) sont immédiats.
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Pour vérifier que Xy ainsi défini est un élément de C*(M), lorsque f €
C(%,(R%) )g, i1l reste a montrer la continuité de Xy.

3. Continuité de Xy lorsque [ € C§(%,(R*%) )g est unitaire et que ¢ associé
a f est de classe C*. Dans ce cas

®
Xr(Y) = (Dy:D7 0 E), X fg fo(Ddu(a) pour tout poids .

3.1. THEOREME. Soit | € C§(6,(R*))g unitaire. On suppose que le
cocycle ¢ associé a f est de classe C? (en norme).

Soient (¢,)neN» (W )nen deux suites de formes linéaires positives normales
fidéles sur M qui convergent vers une méme forme linéaire  sur M non
nécessairement fidéle (i.e., |lg, — Y|l = 0 et ||y, — Y|l = 0). Alors

H‘Pn - (D"Pn:D‘pn)(an” —0 et
HXf(‘xL’n)"l’n - Xf(q?n)q)n” -0 quand n —> oO.

Remarque. Ce résultat est comparable au (ii) du Théoréeme IV.2.6 de [5].
Dans les deux cas, on montre une continuité de I’application :

(9, ¥) € MYy X MY, — (Dg:DY),

ou 9)?(,14 est l’esgace des poids fideles sur M et (M) le groupe unitaire de
M. Mais ici My, et % (M) sont tous deux munis de topologies strictement
plus fines que dans le Théoréme 1V.2.6 de [5].

Notation. Soient ¢ et ¢, des poids sur une algébre de Von Neumann 4;

on notera
o1 O
| 0 q)zJ

le poids défini sur 4 ® F, par

P'Pl 0]
[0 ¢ (lgggz x;; © eij) = gi(x11) T ¢2(x22)-

Démonstration du théoréme. Soit F, un facteur de type I,. Pour tout
e > 0, on choisit h, € F, tel que

l —e=h =1+ ¢

comme dans la démonstration du Théoréme 11.4.7 de [5], de sorte que
One = 9, @ Tr(h,-) et Y, = ¢, ® Tr(h -)

soient des poids fidéles intégrables sur M © F..

On définit alors
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0, = [¢”" 0 surM® F,, ® F, = P.
0 Pn.e
Soit @ un poids dominant sur P. Soit f € #(R) (espace de Schwartz)
telle que /(0) = 1. D’aprés la démonstration du Lemme 1V.2.7 de [5] (qui
s’applique ici jusqu'a I'avant derniére ligne), il existe une suite (g,),eN
d’éléments de L'(R) tels que g,(0) = 1 et que

llog, 0 07( x = 3°(x)) || = &llxll pour tout x & P:

ol ¢, = 0 quand n — oo.

Pour tout p € N, pour tout € > 0, 8, est intégrable donc 0, < @,
d’aprés le Théoréme 11.2.2 de [5]. L’inégalité établie ci-dessus reste donc
vraie lorsque I’on remplace & par 6, .. En appliquant a x = 1, ® I @
ej2, on obtient pour tout ¢, > 0, I’existence de N tel que

6
lloglsr ®/[(1y — (D2 Dgp).) @ el I < €

pour tout p € N(i) - gy, *f e LY(R); par ailleurs

yp 0
Ur(() ‘Pp)(lM B en) — (Iy Beypy)

converge fortement vers 0, uniformément sur tout compact (d’apres le
Lemme 2.4 de [2]); de plus

ﬁgM,*ﬂu)du = gn (0 (0) = 1.
On déduit aisément de ceci la convergence forte de
%, o)
Og‘g”*f P/ (1y @ epn)

vers 1y ® e, lorsque p — co. On pose

5 2) ‘o
X, = Ux‘g,*f %' (1yBepn) — Iy ey et vy = [O ¢]

Alors ||x,yl| = 0 quand p — oo (ii).
En utilisant la convergence nomique de y, vers y et le fait que

(W 0)
6(‘ 0 @

soit [%’

. invariant, on vérifie aisément que
4
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w0
HE('(() %)(xp)YH — 0 quand p — oo (iii).

Des relations (1), (ii), (iii) appliquées aux éléments x ® e, pour tout x €
M, on déduit que

“‘Pp o (D‘Pp:D(Pp)("‘PpH —0 quandp > 0.
On termine la démonstration du théoréme en utilisant 1’égalité
(Dlabp:D'Pp)c = Xf("ﬂbp)Xf((Pp)_l
et 'appartenance de X/(g,) a Mg,

3.2. COROLLAIRE. Soient (Y,),en+, ¥ des formes linéaires positives
normales sur M (non nécessairement fidéles) telles que |[y, — || = 0 quand
p —> oo. Soit funitaire [ € C§(6,(R*.))g telle que le cocycle ¢, qui lui est
associé, soit de classe C* (en norme). Alors

IXr oy — Xp(WWI — 0 quand p — oo.
Démonstration. Soit p € N*. Soit Y, une forme lin¢aire positive normale

sur M telle que

1
Supp ¢, = 1 — Supp {, etque [l = .
Soit y une forme linéaire positive normale sur M telle que

Suppy = 1 — Supp ¢, etllyll = 1.
On pose

1
9 =Y, DY, et szl_)‘Y@\l/ pour tout p € N*,

On applique alors le Théoréme 3.1 & (¢,),en+ (V))pen+ €t §; ce qui
donne :

“/Yf((Pp)‘Pp - AX/(‘Yp)‘Yp” —0 quand p — <.
D’ou
Xy — Xl — 0 quand p — oo.

4. Continuité de Xypour tout f € C(%,(R*) )g. Le Théoréme 3.1 établie
ci-dessus, et son Corollaire 3.2, restent évidemment vrais lorsque f n’est
plus supposée unitaire, mais que I’application :

R% — L2(Q X R*%)
A = fii(a, x) > fa, x) fla, A7 'x)

est encore de classe C2.
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On se propose de montrer la continuité de Xy dans le cas général.
a) Restriction du domaine de f.
4.1. LEMME. Soit

Fo = {(a, x) € @ X R¥|p(a) = x < 1}.

On note ® l'application : [ — f|g,. N
1) @ induit un isomorphisme de L°( X R%)/6 sur L (F)).
2) @ induit un isomorphisme deC§(€,(R%.) )g sur le quotient :

[ boréliennes bornées sur F telles que
de{ —) pour tout a € Q, f, soit continue sur [p(a), 1]
—) pour presque tout a € 2,

Sa, p(a)) = l_ig} S (By(e), x)

ou fRg si et seulement si f, = g, pour presque tout a € Q.
Démonstration. On définit 8 sur F, par
Bla. x) = (By(@). p~ ' (@)x).

On vérifie alors aisément que pour tout n € N, 6" est une bijection de
f“() sur B'I(F()) ou

9'(Fy) = {(a,x) € @ X R |p@) @) ...0," (a))"
< o8 @) p8y (@) 'y sin =1
et
0" (Fo) = { (@ x) € © X R¥|p(@p(By(@)) ... p(f "(@)) = x
< pla)...(p(B " (@) }ysin = —1
d’ou

QX RY = U '(F);

nel

les " (Fy) étant deux a deux disjoints. 6, étant mesurable, pour toute g €
L™(F), on définit /' € Py, par

fla, x) = g((8) "(a, x)) pour tout (a, x) € §"(F).

Il est alors clair que @ est un isomorphisme de C* algébres de L™(£ X
%)/0 sur L(F,) d’ou 1); 2) se déduit immédiatement de ce qui
précede.

b) Densité des fonctions f € C§(%,(R*% ) )g telles que I'application A >
/x soit de classe C?:
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4.2. LEMME. Soit [ € C§(%,(R%))g. 1l existe une suite (f,),en*
uniformément bornée, [, € C§(%,(R%))g, telle que pour toutr n € N
Papplication X > (f,))\ soit de classe C™ et telle que pour tout a € Q,

Sup |fu(e, x) — f(e, x)| = 0 quand n — co.

pla)=x<1

Démonstration. Pour tout @ € R, f, est définie sur R% ; on prolonge f,

par O sur R_:
Soit (¢,),en+ une suite régularisante telle que
1 1
Supp ¢, © [* -+ —]
n n

(0 = ¢, = 1, ¢, est de classe € sur R).
Pour tout @ € ©, on pose g,, = f4 * ¢,; puis on définit f, , par :
f;z.a(x) = gn.a(x) + ApX + ba

ou a, et b, sont choisis de sorte que

fn,a(p(a) ) = fa(p(a) ) et fn,a(l) = fa(l)-
Alors

Sup |[fualx) | = 3l floo-

P =Ex<]

D’aprés 2) du Lemme 4.1, il existe alors une unique fonction f, €
CH(%,(R%) ) telle que pour tout a € 2, pour tout x € [p(a), 1] :

j;z(a» x) = fn,a(x) “( Hﬁx” =3 Hfll )-

On vérifie aisément, en utilisant les propriétés de régularité de ¢,, que
I’application :

A€ R = (S € L¥Q X RY)

est de classe €.
Par ailleurs, la continuité uniforme de f, sur un voisinage compact de
[p(@), 1] entraine que pour tout a € £,

Sup |fu(a, x) — f(a, x)| > 0 quand n — oo.

pla)=x<1

4.3. LEMME. Soit (g,)n €N* une suite uniformément bornée de fonctions
de C§(%,(R%))g, telles que pour tout « €

Sup |g,(a, x)| = 0 quand n — oo.
p()=x<l1

1l existe alors une suite (I')),en+ de fonctions uniformément bornées de
CE(6,(R%) )g, telles que
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i) pour tout n € N*, I', (a, x) = |g,(a, x) | pour tout x € R¥., pour tout
a € Q.

i) pour tout n € N*, lapplication
A e Ry = ([ € LR X RY)

soit de classe €°°.
ii1) pour tout « € 1,

Sup T,(a, x)—>0 quand n — oo.
pla)y=x<|

Démonstration. Soit n € N*. On prolonge g, , par 0 sur R—.
Pour tout (a, x) € € X R*, on pose

Yola, x) = Sup g, (e, p) |,

[y —x|=1/1

puis v, = ¥, * ¢,. Alors A = (y,) est de classe € et il est évident que
pour tout (a, x) € € X R%,

Yula, x) = g, (e x) |-

En utilisant a nouveau le 2) du Lemme 4.1, on considére 'unique I', €
C§(%6,(R*%) g telle que pour a € Q, pour tout x € [p(a), 1] :

I(e, x) = v(a, x) + a,q0x + byq
ol a, 4 €t b, , sont tels que :
T(a 1) = Sup(va(a, 1); v,(80 (@), p(By '(@)))
Ly(e, p(a)) = Sup(y,(a, p(a)); v, (0p(a), 1)).
I, comme vy, vérifie (ii).
IT,l = 3|lg,/l = 3K pour tout n

(Ol‘l K = Sup HgnH)
neN*

et
Lyl x) = vy(e, x) = [gy(a, x) |

pour tout @« € { et tout x € [p,, 1[ d’ou (1).

Il reste a vérifier (ii1).

L’hypothése faite sur la suite (g,),enN+ entraine que pour tout a € 2,
pour tout sous-ensemble compact K de R*%,

Sup |g,(a, x)| = 0 quand n — oo.
xek

Soit « € ; p(a) > 0.
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Soit ny = 2/p(«); de ce qui précede on déduit facilement que

Sup D’ou

Yyla, x) = 0 quand n — oo.
Sup [, (a, x) >0 quand n — co.
o(a)=x<1
On peut maintenant €tablir la continuité de Xy dans le cas général.
4.4. THEOREME. Soit [ € C§(%6,(R*))g. Soient y, (Y )ren des formes
linéaires normales sur M telles que ||y, — || = 0 quand k — oo. Alors
IXr e — Xp W — 0 quand k — oo.

Démonstration. Soient (f,),en+ comme dans le Lemme 4.2. Pour tout
n € N* on pose

&n = f - .f)r
La suite (g,),en+ vérifie les hypothéses du Lemme 4.3; on en déduit alors
I'existence d’une suite (I',),en+ satisfaisant aux conclusions de ce
lemme.
Il existe k € N tel que

p(a)s(ky) = ko < 1 pour tout a € Q;

et une isométrie partielle u de M tels que ¢ = u*(w; o E)u.
Alors

1 Xr, (0l = '/S;Ta(rn(ka)ka)dp‘(a)

= [, swp T omkodia)

pla)=x<1

o Tk )di(a) < oo; donc 74(k,) < oo pour presque tout « € Q. La
condition (iii) du Lemme 4.3 entraine alors que

Sup TI',(a, x)7q(k,) > 0 quand n — oo,

pla)y=x<1

pour presque tout « € .
Dou || X, (Y)¥|| = 0 d’apres le théoreme de convergence dominée de
Lebesgue; i.e., pour tout € > 0, il existe Ny tel que

IXr (YWl < € pour tout n = N,

Iy, vérifient la proprieté (ii) du Lemme 4.3, on déduit du Corollaire 3.2
que

IXr, (W — Xry ¥l =0 quand p — co. Or
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1 X (G Wl = 11X, )]l pour tout p
(conséquence de (i) ). D’ou il existe pg tel que pour tout p = p
X @ Wll < € et [1Xe Wl < €.
En appliquant le Corollaire 3.2 a Xy, . on vérifie que I'inégalité
X (W — Xp(ll < 2e
est vraie pour p assez grand.
On est maintenant en mesure de déterminer C*(M).

4.5. THEOREME. C*(M) est isomorphe a C§(6,(R*.))g. L’image de X €
C*(M) par cet isomorphisme est { € C§(6,(R%)) de sorte que

D
X(wh o IL) = fQ fa(ha)dp'(a)
pour tout h positif affilié a N de trace finie.

Démonstration. Ceci est une conséquence immédiate de la Proposition
1.1 et du Théoréme 4.4.

5. Caractérisation de Péquivalence topologique de deux formes linéaires
positives normales sur M par égalité des mesures sur Fy qui leur sont
associées.

5.1. PROPOSITION. A chaque ¢ € M™ 4, on peut associer une unique
mesure de Borel sur Fy, notée pg, telle que pour toute f e C§(6,(R%) g :

W) = f. S0yl

Démonstration. 1) Existence du pg : Soit f € %,.(Fy) positive. Soit

M= Sup f(a, x).
(a,x)EF,
I1 existe une suite décroissante ( f,,), en de fonctions positives sur Fy qui
converge simplement vers f sur Fj et telle que pour tout n € N :
—) Jn.« SOit continue sur [p(a), 1] et

Sup |fpalx)| = M.

pla)=x<1

-) llH‘; ](1.1,00(01)()() = f;ux(p(a)) pour tout & € Q.
=1
On note encore f, 'unique élément de C§(%,(R*% ) )g associé a f, (cf.
Lemme 4.1). On pose alors

Lo(f) = lim o(X;(9)).

n—o00
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Ceci a bien un sens car si ¢ ~ w, 0 E, ps(h) = h < 1;

L(p(f) = ‘/S;Ta(fa(ha)ha)d:u(a)

(grace a la normalité de 7, et au théoréme de convergence monotone).

Lg admet alors un unique prolongement en une forme linéaire continue
positive sur %.(Fp). Du théoréme de représentation de Riesz, on déduit
I'existence d’une mesure de Borel positive pg, sur Fy vérifiant la condition
voulue.

2) Unicité de pg :

Soit ¢’ une autre mesure de Borel sur F telle que

WX/ (9)) = fFOf(r)du'(t) pour toute / € C&(%,(R*%) )y.

Soit f € €.(Fy) positive. Soient (f,,) comme ci-dessus. Le théoréme de
convergence monotone appliqué aux mesures p et jig, prouve que

fFOfmdu'(z) - ﬁof(t)duq)(t)
Par linéarité cette égalité reste vraie pour toute f € %.(Fy). D’ou /' =
Hep-

5.2. Remarque. Soit f borélienne bornée sur Fy; soit ¢ € M 4; ¢ ~
wpo E, ps(h) = h < 1, alors

(i) fFOf(r)du(p(t) | el fahdhordica)

5.3. THEOREME. 1) Soient ¢, ¢ € M ™  tels que  soit adhérent a l'orbite
de ¢ (i.e., il existe une suite (¢, ), N vérifiant ¢, ~ ¢ pour tout n € N et ||g,
— Yl = 0 quand n — o). Alors pg = py.

2) Soient ¢, ¥ € M 4 tels que P = My Alors it existe une suite (¢,),eNs
o, € M telle que :

pour tout n € N, ¢, ~ ¢ et Supp ¢, = Supp .
llg, — ¥l = 0 quand n — oo.

5.4. COROLLAIRE. On peut définir sur M « une relation d’équivalence R
par : @Ry si et seulement si { est adhérent a lorbite de ¢. Le quotient
M7 4/R est séparé.

Ceci est une conséquence triviale du Théoréme 5.3.

5.5. Démonstration du Théoreme 5.3. 1) Des propriétés P.1 et P.2, on
déduit aisément que

o(X(9)) = YX({)) pour tout X € C*(M).

D’ou pg = py (cf. Proposition 5.1).
2) résultera immédiatement de la Proposition 5.6.
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5.6. PROPOSITION. Soient hy, hy € N7 ; ps(h)) = hy, < 1, ps(hy) = hy, <
1. On suppose que

(wp, 0 E)X(wy, 0 E) = (wp, 0 E)X(wy, 0 E) pour tout X & C*(M).
Alors il existe une suite (v,),en d’isométries partielles de N telle que :

¥ = s(h)); v¥v, = s(hy) pour tout n € N

Ivi(wp, 0 E)W,y — @y, 0 E|ll =0 quand n — oo.

5.7. LEMME. Soient h| et hy comme dans la proposition précédente.

@)
hy = g hy d(a)  avec p(a)s(hyq) = h o <1 et

To(h) o) < 00 pour tout a € Q.

D
hy = Q hy odp(e)  avec p(a)s(ha q)

h?..a <1 et

lIA

To(h o) < 00 pour tout « € Q.

Alors pour presque tout a € Q; 1(f(h o)) = 71(f(h24)) pour toute
Jonction f:{0} U [p(a), 1] = C telle que f(0) = 0 et dont la restriction a

[p(a), 1] soit continue.

Démonstration. D’aprés la Proposition 5.1,

Nwll.Olf = “whyol{'

Soit # I’ensemble des restrictions a [0, 1] des polyndmes a coefficients
dans Q + iQ; £ est dénombrable et dense dans (%( [0, 1]), || lleo)-
Pour toute f € &, 'application

Q—>CXC
a = (Ta(/(h].a)hl,a)’ Ta(/,(hlu)hla) )

est mesurable. Il existe alors un sous-ensemble borélien B de  tel que
w(& — B) = 0 et tel que les restrictions a B des applications précédentes
soient boréliennes. Alors ’application:

®:B X [0, 1]) = R+
(0[, j) — |Ta(f.(hl.a)hl,a) - Ta(fA(hla)hZ.a)I

est borélienne.
Pour tout n € N*, on pose

A, = {(a,f) € B X 9([0, 11)/®(a, f) > %}

A, est borélien; %( [0, 1]) est métrique complet. Soit Z, la projection de
A, sur Q. 1l existe alors une application borélienne :
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Z, — ([0, 1])
a > f,

telle que pour tout a € Z,, (a, f,) € A,. Soit
a€ Z,—a, €U

(ensemble des nombres complexes de module 1) une application
borélienne telle que pour tout a € Q :

[Ta(j;x(h],a)hl‘a) - Ta(/tix(hla)hla) ]aa € R+.
On définit g € %, (F,) par

aoufo(x)six € Z,
0 sinon.

gla, x) = {

Alors

j,;o g(’)dﬂw,,]oh' ) = ./;-0 g(t)dﬂw;,}olz‘ ().

Ce qui, d’apres la remarque 5.2 donne

. 1
0= / |Ta(fa(hl,a)hl,a) - 'rtx(fcx(hlzx)hla) |d“(a) = - ;U'(Zn)~
Z, n

Dot w(Z,) = 0.

5.8. Démonstration de la Proposition 5.6. D’apres le Lemme 5.7, on peut
supposer que pour tout a € Q et toute f:{0} U [p(a), 1] — C telle que f(0)
= 0 et que fl{p(q,1) SOit continue

'Ta(f(hl,a)) = Ta(f(hla) )

On déduit alors de I11.2.3, I’existence, pour tout a € {2, d’une suite
(uy.a)nen d’'isométries partielles de N, telles que

un,aun,?; = S(hl‘a)w u:,aun,a = S(h2,a)
et que
Taly o * M) ahno — Mool = 0 quand n — co.

Soit & — T;(a) une suite d’applications mesurables de 4 dans (D),
soit4 C Q (w( — A) = 0) tels que : pour tout @« € 4 les (T;(a) )ien
soient denses dans N, muni de la topologie forte, et que pour touti € N
I'application :

A— R+
at TtxiTi(a)hl.thi(a)* - hl,al

soit borélienne.
On vérifie alors aisément que pour tout n € N¥,
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1
Gn = {(Ol, X) €A X \I(«S}()MX € Na et Ta|Xhl.ax* - h2.a\ < _1}
¥

est un sous-ensemble borélien de © X ¥(9)".
Par ailleurs, en notant .7 I’ensemble des isométries partielles de ¥(),
on sait, (cf. la démonstration du Lemme I1.1.3) que

E = {(a x,) € 2 X UDo)ilxy € Ny N T
XoXg = S(hl,(x) et XgXq = S(hQ.a)}

est borélien dans @ X 53(550)1}.
Or pour tout a € @, G, , N E, # @. Il existe alors pour tout n € N*, un
champ mesurable : « € 4 —v,, € N, tel que

(. v, ) € G, N E pour tout a € A4.

On pose
®
Vn = Q V,,‘(,d,u(a)
avec v, = 0 st @« & A. (v,),en+ satisfait aux conclusions de la
proposition.

6. Etude des mesures pg, pour ¢ € M* 4. A chaque ¢ € M ", on associe
la mesure pg, sur Fy définie en 5.1.
On se propose ici de caractériser les mesures ainsi obtenues.

6.1. PROPOSITION. Soit 7 la projection de Fy sur . Soit v une mesure de
Borel sur F, positive, telle que v(Fy) = 1. La condition nécessaire et
suffisante pour qu'il existe ¢ € (M) tel que pg = v est que : pour tout
sous-ensemble borélien A de Fy tel que p(m(A)) = 0; v(4) = 0.

Démonstration. i) Pour tout ¢ € M™" x, ¢ ~ w, 0 E, ps(h) = h < 1, pour
toute f borélienne bornée sur Fy,

'/]:“ f([)d‘ll.q)([) = A Ta(/;x(ha)ha)du(a)
(cf. 5.2). D’ou la nécessité de la condition.
i1) Soit » vérifiant la condition énoncée ci-dessus. On peut prolonger »
en une mesure (encore notée ») définie sur la o algebre & des boréliens de
Q X [0, 1] par
r(A) = v(A N Fy) pourtoutd € 4.

Soit (r,), en une numérotation de Q N [0, 1]. Pour tout n € N on pose
B, =10, r,[. On définit alors une mesure vp positive sur la o algebre %
des sous-ensembles boréliens de £ en posant :

1 )
vg(A) = / — x4 x 8. (a, X)dv(a, x) pour tout A € %,.
n QXIO\]] X n
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L’hypothese faite sur v entraine I'absolue continuité de la mesure vg par
rapport a la mesure p. D’aprés le théoréme de Radon-Nikodym. il existe
alors g, € L'(p) tel que pour tout 4 € %, :

VB,,(A) = ,/S‘Z XA(“)gn(a)dH(O‘)

On peut de plus, en faisant une récurrence sur n, choisir g, de sorte que :
pour tousp,n € Ny r, <r, =g, = g,
On définit alors pour tout a € Q et tout ¢ € 0, 1]

91) = inf g, (a).

{n/r,>1}

En utilisant la séparabilité de () rf(i.e.. L))" muni de la topologie
faible), on déduit I’existence de B borélien, B € &, w(2 — B) = 0, tel que
pour tout r € Q N 10, 1], 'application

B X (9, = R+
(01, h) = Ta(X[p(a),r](h) )

De ce qui précede, et du Lemme I11.3.2 appliqué a ¢, on déduit
I’existence d’'un champ mesurable d’opérateurs : @« € @ — h, € N, tel
que :

1) pour tout & € €,

p(a)s(hy) = h, < 1.
i) pour tout « € B,

eulr) = Ta(X[p((x),r](ha)) pour tout r € Qn ]O’ I[.

On pose

© +
h = /9 hedi(a) et Y =7h W € M 4.

La continuité a droite de ¢, et la normalité de 7, entrainent alors
I’égalité :

1. f 1
_/;0 o f(a, x)dv(a, x) = f ;f(a, X)dpgle, x)
pour toute f = xyxjo. Y(4, 1) € By X 10, I[ donc aussi pour toute f

borélienne positive sur Fj.
On en déduit que

/FO gla, x)dv(a, x) = '/;Og(a, x)d/"\!/(a* X)

pour toute g borélienne positive, donc aussi pour toute g borélienne
bornée sur Fy. D’out v = p,. Or »(Fy) = 1 dou (1) = 1.
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6.2. THEOREME. #(M)/R est en bijection avec I'ensemble des mesures de
Borel positives v sur Fy de mesure totale 1 telles que pour tout sous-ensemble
A de Fy saturé négligeable (i.e., i(m(A)) = 0), v(4) = 0.

Ce théoréme est une conséquence immédiate du Théoréme 5.3 et de la
Proposition 6.1.

7. Indépendance des mesures pg par rapport au choix de la décomposition
discréte de M. On écrit ici le flot des poids sur M comme flot des poids sur
la transformation ergodique, non singuliere, 6, d’un espace mesuré (£, p)
au-dessus de la fonction p(0 < p < 1) sur .

Autrement dit, dans 'espace

Fo={(a,x) €Q2XRipla) = x =1},

on identifie les points (a, p(a) ) et (6p(a), 1). Et le flot (Fy)rcpr+ est défini
sur cet espace par :

Fx(a, x) = (a. A~ 'x) modulo §

(ot B(a, x) = (Bp(a), p~ ' (@)x) ). Alors d’aprés le Théoréme 1.6.1 de [3], il
existe une décomposition discréte “unique” de M associée a cette écriture
du flot des poids.

Plus précisément : il existe une algébre de Von Neumann N de type 11,
un isomorphisme I de L*(, p) sur le centre de N, une trace normale fidéle
7 sur N et un automorphisme 6 de N tels que § o I = I o §; et que pour
toutr € R :

(D(1 0 8):(D7), = I(p");

de sorte que M soit isomorphe & N >3 Z par un isomorphisme qui
]

respecte I’écriture du flot des poids de M comme flot sur la transformation
0, au-dessus de la fonction p.

De plus si N, I’, 7/, @ satisfont les mémes conditions, il existe un
1somorphisme o de N sur N’ qui transforme N, I, 7, § en N', I, 7', §'.

Il est alors évident que les mesures (pg) sur F définies en 5.1 & partir de
la décomposition N >9<l Z d’une part, et de la décomposition N’ >‘fl Z

d’autre part, sont les mémes.

On veut maintenant étudier comment se transforment les mesures pg,
lorsque 'on change I’écriture du flot des poids de M comme flot au-dessus
d’une fonction.

Soient

Fi) = {(a, x) € Q0 X R%[p(a) = x < 1},i € {1.2}.

On reprend les mémes notations que précédemment, mais en leur
ajoutant les indices (1) et (2) selon I’écriture du flot des poids a laquelle
elles se rapportent. En particulier, on note
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B : L(F() = Py
les isomorphismes canoniques.
@(,’) o F, = F, o @(,‘).

Ainsi @a)l o O, est un isomorphisme de LOO(FS)) sur LOO(F(OD) qui
commute avec I’action du flot.
On salt alors qu’il existe A, et Ay, sous-ensembles boréliens de
(” et F respectlvement saturés négligeables (i.e., stables par 'action
du flot des poids, de mesure nulle), et un isomorphisme de Borel b de
FE)) — A, sur FO) — Aq) qui commute avec I'action du flot, tel que
pour toute f borélienne bornée sur F Ol ,

('“)(;) 0O (f) =fob

en dehors d’un ensemble saturé négligeable de F
On va alors montrer que pour tout ¢ € M+*, ,uq) est image récipro-
que de u par b.

ProPOSITION. Pour toute fonction borélienne bornée [ sur F! 0 , pour
toute forme ¢ € M

1§ 2)
. Sy’ = [ fo b dug.
Démonstration. Pour toute f borélienne bornée sur Fy

96) o @(1)(f) =f0 b

(en dehors d’un ensemble saturé négligeable); et b commute avec I'action
du flot; il est alors évident que @@1 o O, envoie

Cé(l)(%h(Rﬁ—) )g(1y sur C§(2) (6, (R%) )g(2)-

Soit f € C§1) (6,(R%) )g1y. La définition donnée en 2.1 rend évidente
I'égalité :
(2)

X}l)(x[/) = 20,00,)()) )

pour tout poids ¥ intégrable. De la densité des poids intégrables dans
I’ensemble des poids fideles de multiplicité infinie pour la distance d
(Théoréme 11.4.7 de [5]), et de la continuité de 'application ¢ — & ¢ par
rapport 4 la distance d lorsque c est de classe C? (Lemme 1V.2.4. de [5]),
on déduit que cette égalité reste vraie pour tout poids fidéle de multiplicité
infinie sur M et toute f unitaire associ¢e a un cocycle de classe C* en
norme. De la propriété P.2 et du Lemme 4.2, il résulte alors que

(l)

1 (2)
WX (@) = 9o(Xg 10, (/)(®) pourtout g € M.

D’ou, d’aprés la définition et I'unicité des mesures pg, (cf. 5.1.),
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- (D : 2)
ff:»”j d,u(,p = /F:)z,j ob d,u((p

o . I
pour toute f borélienne bornée sur FB )
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