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FAMILLES DE VALUATIONS A CARACTERE COMPACT

CECILE M. WONG

1. Introduction. Soit © une famille de valuations d’un corps commutatif K.
Dénotons par R, = {x € K|v(x) = 0}, 'anneau de la valuation v, et M, =
{x € K|v(x) > 0}, I'idéal maximal de I'anneau R,. Soit R = N, R, 'anneau
défini par la famille ©; nous supposons toujours @ tel que K soit le corps des
fractions de R, et tel que R, # R, désquev = w (vetw € Q).

Pour tout x € K, posons Vo(x) = {x € Qv(x) > 0} et munissons © de la
topologie la plus faible pour laquelle les Vq(x) sont des ouverts. On dit que
la famille © est & caractére compact (respectivement, fini) si pour chaque
élément non nul x de K, Vq(x) est quasi compact (respectivement, est un
ensemble fini). S'il n’y a pas de confusion possible quant & la famille 2, on
écrit V(x) plutdt que Vo (x).

Un anneau de Krull est un anneau qui peut étre défini par une famille Q &
caractére fini de valuations discrétes de rang 1. Certaines propriétés des anneaux
de Krull ont été généralisées par M. Grithn (cf {1; 2; 3]) aux anneaux R
pouvant étre définis par une famille @ a caractére fini telle que tout élément de
Q soit une valuation essentielle pour R; une valuation v associée & un anneau R,
c'est & dire telle que R, D R, est dite essentielle pour R, si R, est le localisé
de R par rapport a I'idéal P, = M, N R.

D’autre part, Krull avait déja obtenu certains résultats dans le cas de la
fermeture R’ de R dans une extension algébrique quelconque K’ de K, lorsque
R est 'anneau Z des entiers (cf [4]), puis lorsque R est un anneau de Krull
quelconque (cf [5]). Dans ces cas, la famille Q" qui définit R’ est la famille de
toutes les extensions & K’ des éléments de la famille de définition Q de R.
La famille @' ainsi obtenue est & caractére fini lorsque [K': K] < o0, et &
caractére compact quel que soit [K’ : K]. Il faudrait également mentionner
la présentation plus axiomatique et plus générale de 'article [6] de Krull; les
valuations qui entrent en jeu sont toutes de rang 1.

En utilisant des recouvrements ouverts et la compacité, il est possible de
généraliser a la fois certains résultats de Krull, et les résultats correspondants
de M. Griffin. Un prochain article sera axé sur la généralisation des ‘“‘théorémes
d’approximation’ tels que présentés dans [3], tandis que le présent article
introduit et illustre au besoin les notions nécessaires a 1'étude des familles
de valuations a caractére compact.

Regu le 7 avril, 1971 et in revu forme, le 30 septembre, 1971. Cet article est une partie del a
recherche effectuée a 'Université de Montréal sous la direction du Professeur S. Takahashi,
avec l'aide financitre de la compagnie Bell Canada.
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Notations. N, Z, Q et R désigneront respectivement I’ensemble des entiers
strictement positifs, le groupe des entiers, des nombres rationnels et des
nombres réels. Si 4 C Q, € (4) désignera le complémentaire de 4 dans Q.

2. Propriétés de ’espace Q. Si v et w sont deux valuations d'un corps K,
on dit que v est plus fine que w lorsque R, C R, et on écrit v = w. Une famille
Q de classes de valuations de K est dite fine si v § w et w £ v quels que soient
les élément distincts v et w de Q.

ProposITION. 2.1. Sotent v et w € Q. Pour qu'il existe un ouvert U tel que
v € Uetw ¢ U, i faut et il suffit que v € w.

Preuve. S'il existe un ouvert U tel que v € U et w ¢ U, il existe xy, ...,
%, € K tels que v € V{xg) N ...N Vix,) € U. Soit ¢, 1 <1 = n, tel que
wd Vixy); wlxy) £ 0eto(x,;) > 0. Par suite M, & M,, ou encore R, D R,,
c'est & dire v £ w.

Inversement, si v € w, on a R, 2 R,, cest & dire M, & M,. Si x € M,
mais x & My, alorsv € V(x) etw ¢ V(x).

COROLLATIRE. @ est un espace séparé st et seulement st Q est une famille fine.

I nous faut maintenant introduire la notion de choix cohérent. Si
7 : K\ {0} — T estune valuation de K, tout isomorphisme de groupes ordonnés
¢: I' > IV permet de définir une valuation ¥ = ¢@ équivalente & 9, c’est &
dire telle que R; = R;. Inversement, si ¥ est équivalente & 9, il existe un
isomorphisme de groupes ordonnés ¢ tel que ¥ = ¢d. Dans ce qui suit, nous
parlerons de ‘‘valuation v” pour désigner soit une classe de valuation, soit,
lorsque l'énoncé en question est indépendant de la valuation particuliére
choisie dans la classe, une valuation v; lorsque I'énoncé dépend de la valuation
particuliére choisie dans une classe », nous désignerons cette valuation par-
ticuliére par 9 ou 9.

Soit T un groupe totalement ordonné contenant pour tout v € , au moins
un sous-groupe isomorphe & T',. Un Qr-choix est un ensemble wr de valuations
# de K & valeurs dans I'(c’est & dire 2(K\{0}) € TI') tel que:

(1) pour tout ¥ € wr, v € Q;

(2) sivetw € wretd # w, alors v # w;

(3) pour tout v € Q, il existe % € wr tel que v = w;

Q et wr sont ainsi en correspondance biunivoque et on munit wr de la topologie
induite de celle de @ par cette bijection canonique. Va(x) qui est par définition
un sous-ensemble de @ peut alors représenter le sous-ensemble correspondant
de wr.

Si 0 # x € K, définissons opf, : wor = I' par opfe (@) = 9(x). Lorsqu’il n'y
a pas de confusion possible, on écrit f, au lieu de .pf;- Dans le cas ol @ esta
caractére fini, opf; est nulle sauf en un nombre fini de points; dans le cas
général, le trés grand nombre de valeurs que opf, peut prendre est un obstacle
a la généralisation de théorémes comme les théorémes d’approximation. Le
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cas ol f, est localement constante quel que soit 0 £ x € K présente 'avantage
du nombre fini de valeurs lorsque Q@ est & caractére compact, sans compter
que de tels Qr-choix se présentent de facon toute naturelle dans le cas ou R’
est la fermeture entiére d'un anneau de Krull R dans une extension algébrique
quelconque K’ du corps des fractions K de R. En effet, soit R un anneau de
Krull, @ une famille de définition de R a caractére fini, et wr un Qp-choix
quelconque, T' étant supposé tel que si v € T, (y/n) € T pour tout n € N.
Si R’ est la fermeture entiére de R dans une extension algébrique quelconque
K’ du corps des fractions K de R, et si @' (respectivement, 'r) est I’ensemble
de toutes les extensions & K des éléments de @ (respectivement, wr), alors les
fonctions . .f; sont localement constantes pour tout x non nul. Ayant cet
exemple en téte, nous disons donc qu’un Qr-choix wr est cohérent si les fonctions
«rfz sont localement constantes pour tout x non nul.

PROPOSITION 2.2. 5% wy est un Qr-chotx cohérent, la famille Q est une famsille fine.

Preuve. Siv < w, d’apreés la proposition 2.1, tout ouvert contenant v contient
w. Si f, est localement constante pour tout x( ## 0), il faut donc que v(x) =
w(x) et par suite que v = w, une contradiction.

Une espace topologique est dit totalement discontinu lorsque tout point
admet un systéme fondamental de voisinages a la fois ouverts et fermés.

ProrosiTioN 2.3. St Q est une famille @ caractére compact et s'il existe un
Qr-choix cohérent wr, Q est un espace localement compact totalement discontinu.

Preuve. Q est séparé, et les ensembles de la forme V(x:) M ... M V(x,) sont
ouverts, compacts, donc fermés, et forment une base de la topologie.

3. Qr-Choix cohérents.

ProposiTiON 3.1. Soit Q@ une famille & caractére compact, et soit {x;}ic; une
famalle d’ ouverts non vides de Q, deux a deux disjoints, telle que \J ;e;x: = Q.

(1) Chaque x; est une famille & caractére compact.

(2) Il existe un Qr-choix cohérent wr st et seulement s'il existe pour chaque
i € T un (x:)r,-choix cohérent (k;)r,.

Preuve. La partie (1) est évidente car la topologie de x; est la topologie de
sous-espace, et x; est fermé dans Q.

D’autre part, si wr est cohérent et si ¢ est la bijection de @ sur wr, pour
chaque 7, ¢(x:) est un choix cohérent. Inversement, si pour chaque 7 € I,
il existe un (x;)r;-choix cohérent (x;)r;, toute famille de monomorphismes de
groupes totalement ordonnés {¢; : I'; — T'},;; permet de trouver un Qp-choix
cohérent wr. Une telle famille existe toujours; par exemple, munissons I d’un
ordre total.Soit I' la somme directe ordonnée des groupes I'; et soient ,;: 'y, —T
les injections canoniques.

COROLLAIRE. St Q est une famille fine & caracteére fint, tout Qr-choix est cohérent.

https://doi.org/10.4153/CJM-1972-034-9 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.4153/CJM-1972-034-9

FAMILLES DE VALUATIONS 419

Preuve. En effet, siv € Q, {v} est un ouvert fermé de Q.

Remarque. Si @ est une famille de valuations de rang 1, il existe un Qp-choix
cohérent si et seulement s'il existe un Qg-choix cohérent. En effet, si wr est
cohérent, on peut toujours supposer que I' est un produit de Hahn de groupes
ordonnés isomorphes & R (T est toujours isomorphe 4 un sous-groupe d’un
tel groupe; cf. Ribenboim [10; Théoréme 2, p. 22]). Si? € wr, v étant de rang 1,
la fonction ¥ qui a x € K (x # 0) tel que 9(x) # 0, associe la premiére com-
posante non nulle de 9 (x) € T, et¥(x) = 0lorsque #(x) = 0, est une valuation
de K équivalente a 9; 5(x) € R, et o'r = {9} ;cup est un Qr-choix cohérent.

ProprosITION 3.2. Soit Q@ une famille de valuations de rang 1 d caractére compact;
supposons qu'il existe un Qr-choix cohérent wr. Soit {x;} ic; une famille d’ éléments
non nuls de K, ont I est un ensemble bien ordonné. Pour chaque 1 € I, soitk; > 0
et soit 1; < 0.5 la famille {x;} icr et U'ordination de I sont telles que:

(1) Uwer(Vxe) Y V(xi™)) soit un fermé,

(2) pour tout © € I, U <i(V(x;) U Vix;™1)) soit un fermé,
alors le Qr-choix o'y déterminé par les relations suivantes est cohérent:

9(e) = ks st %, € Myetvod U (Vix;) U Vix, ™))

i<i

i) = Lisi v, € Myetvd U (Vix,) U Vg, ™)
i<i

i=19 s v U (Vix) U Ve ™).
i€r
Preuve. 1 étant bien ordonné, pour tout

ve U (Vi) U Ve ™)

ier

il existez € I tel quev € V(x,) U V(xs1) et
ve U (V(x,) U Vix ™).
<t

Q est alors l'union des ouverts deux & deux disjoints

%(u (Vixe) Y V(xﬂ)))

et
xi= (Vix,) U V(xi_l)) M (K(L/) (V(xy) Y V(xj_l))> @€

<1

La proposition est alors conséquence de la Proposition 3.1 et du fait que si
x:r est un choix cohérent et £ > 0, on obtient un autre choix cohérent x’ ;g en
prenant pour tout 9 € x;, ¥(x) = ki (x).

Remarque. On peut dans I'énoncé précédent prendre k; > 0, et remplacer
les conditions (1) et (2) par:
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(1) Ui Vxy) soit fermé,
(2") Pour tout s € I, U ,;<;(V(x;)) soit fermé, alors le Qr-choix w'gr déterminé
par les relations suivantes est cohérent:
U(x;) = kysix; € Myeto & U;<;V(x,)
=19 siv & U Vixy).
ProrosiTION 3.3. Soit Q une famille de valuations d'un corps K. St T C R
et s'1l existe un Qr-choix wr tel que:
(1) pour tout v € Q, 1l existe 0 # x, € K tel que f,, soit constante et non nulle
sur un voisinage de v,
(2) pour tout x € K et tout v € Q, il existe un voisinage U de v tel que f, ne
prenne qu'un nombre fini de valeurs sur U,
alors wr est cohérent.

Preuve. Soit v € Q, soit x, # 0 tel que f,, soit constante et non nulle sur un
voisinage ouvert U de v. Soit b = 9(x,). Soit ¥ un élément quelconque non
nul de K. On sait que f, ne peut prendre qu'un nombre fini de valeurs sur
un voisinage U’ de v. Soient a; < ay < ... < a; ces valeurs; 9(y) = a;
pourunt, 1 = ¢ £ k. Alors f, prend la valeur a; sur 'ouvert

UNUNTV(Yy") N Vix,~%y")
(respectivement, U' N\ UM V(x,y=") ou U N U N V(x,~%y")) lorsque
1 <17 <k (respectivement, 7 =1 ou ¢ = k), ol 7, s, 7' et s’ sont des entiers tels
que ra;_1 = sb < ra; et r'a; < s'b = 7'a41. f, est donc localement constante.

COROLLAIRE. Soit Q@ une famille de valuations discrétes de rang 1. S'il existe
un Qz-choix wz tel que f, soit bornée pour tout 0 = x € K, et s1 Q peut étre recouvert
par une famille d’ouverts disjoints telle que chacun des ouverts de cette famille
soit contenu dans un ouvertdela forme V (x), il existe alors un Qg choix cohérent o'y,

Preuve. Soit @ = U, U; tel que, U; N U; = ¢ pour 7 5% j. Soit n; un
multiple commun de {9(x;)} e (Il ¥ a un nombre fini de valeurs puisque f,
prend ses valeurs dans Z et est bornée). Définissons ¥(x;) = 7, pour tout

v € U,;. Par construction, 'z = {¥},c0 est un Qz-choix vérifiant les hypothéses
de la proposition précédente, d’ou la conclusion.

4. Exemples. Un anneau R pouvant étre défini par une famille Q de classes
de valuations de son corps des fractions, vérifiant les conditions suivantes, est
un anneau de type C-Krull (C pour compact):

(1) Q est 4 caractére compact.

(2) Il existe un Qp-choix cohérent.

(8) Tous les éléments de @ sont des valuations essentielles pour R.

Si R est défini par une famille & caractére fini Q, il existe une sous-famille
fine Q' de @ définissant R (cf. Griffin [3, Lemme 18, p. 12]). La topologie sur @’
est alors discréte et tout @'r-choix est cohérent. Par suite, tout anneau de
type de Krull (c’est & dire tout anneau défini par une famille Q & caractére
fini de valuations essentielles pour R) est un anneau de type C-Krull.
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Pour les deux exemples qui vont suivre, il s’agira de famille @ de valuations
du corps K des fonctions rationnelles & coéfficients dans un corps k et avec un
ensemble de variables {X} ;. Les valuations v seront données au moyen de
leur restriction a & et de la valeur qu’elles prennent en chacune des variables
X . 1l sera sous-entendu dans chaque cas que les valuations sont données par:

(1) v(c fIl X“’J) = v(c) + g rXy;)

j=
ouc € k;
@ W(Z y¢> = min v(y,)
i=1 1=isn

ol chaque y; est de la forme
1
c Il x,,7
j=1

etoulonay; # 0etyy,' ¢ k pour ¢ # j;

0 (&) & =)) - #) (& =)

Exemple 1. 11y a des familles & caractére compact © pour lesquelles il n’existe
aucun Qr-choix cohérent. En effet, considérons 'ensemble des suites {a,;} %1
ol a; € {0, 1} pour tout 7. Pour tout entier #, f, (ou f's, g’, . . . ) désigne une
fonction de {1,2,...,n} dans {0, 1}. Soit £ un corps, et soit K le corps des
fractions rationnelles & coefficients dans & et ensemble de variables:

{X} m { {an}fm n ﬁxe}f=1-
Définissons les valuations ?94;; par:
Bias)(€) = 0 pour 0 5 ¢ € k (912;)(0) = +00);

o (X2 14+ X% /2% si f (k) = ap pour tout 1 Sk < n
Utai) A 1n 0sif,(k) # arpourunk, 1 =k = n;

i){aa'}(X) =1

Soit @ = {v4i} i)y €t 0R = {P1ai1}1eiy. 11 est facile de voir que @ est une
famille & caractére compact et que wg est un Qgr-choix tel que fx soit constante
non nulle. D’aprés la proposition 3.2, s'il existait un Qr-choix cohérent, wg en
serait un, ce qui n’est pas le cas.

Exemple 2. Soit A ¥ ¢ un espace topologique localement compact et
totalement discontinu. Il existe un corps K et une famille @ de classes de
valuations de K essentielles pour 'anneau R défini par ©; de plus, @ est tel
qu'il existe un Qr-choix cohérent, et est homéomorphe a 4. En effet, soit %
un corps. 4 tout ouvert compact U de 4, associons la variable X . Considérons
le corps K des fonctions rationnelles & coefficient dans & et ensemble de variables
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{(Xy|U € U} ot U est 'ensemble des ouverts compacts de 4. Pour tout
a € A, définissons la valuation 9, par:

. _Jlsiac U
5 (Xo) = {OSia ¢ U.

Soient @ = {v,},e4 €t wz = {0,}aca. Sl a1 et az € 4, a1 ¥~ aq, A étant séparé
et chaque point ayant un systéme fondamental de voisinages ouverts compacts,
il existe un ouvert compact U; de 4 tel que a1 € U; et a2 ¢ U;. On a alors
U, (Xv,) = 19,,(Xy,) = 0. Par suite 7, et v, sont non-équivalentes, et méme
indépendantes. La fonction ¢ : 4 — @ telle que ¢(a) = v, est une bijection.
Si @ est muni de la topologie engendrée par les ensembles de la forme 17(x),
x € K, il s’agit de voir que ¢ est un homéomorphisme, que wz = {7,}4c4 est
cohérent, et que les v, sont essentielles pour R.

Si U est un ouvert compact de 4, ¢ (U) = V(Xy) est ouvert; les ouverts
compacts formant par hypothése une base de la topolozie de 4, ¢ est une
application ouverte.

Si0 # x € Kyx est de la forme

-1
Tij ’ Skl
[ Z Ci(H XUU”>][ Z Ck(n XUkl >}
i,finie J,fini k,finie 1, fini

ol les 7, et les s;; € N U {0}, et les ¢; et les ¢y, € k. Pour tout « € 4, il
existe un ouvert compact U, de A tel que ¢ € U, et tel que f, soit constante
sur ¢(U,) = V(Xy,). En effet, si a n'est élément d’aucun des U;; ou Uy, il
suffit de prendre un ouvert compact U, contenant a et disjoint de tous les
U;j et les Uy,; et si a est élément d’'un U;; ou d'un Uy, il suffit de prendre
pour U, l'intersection de tous les U;; et U;, dont a est élément. Par suite,
¢ est continue et wz, est cohérent. Il est maintenant évident que Q est & caractére
compact.

Sia € A, montrons que v, est essentielle pour R. Soitx € K tel quev,(x) = 0.
Soit 7 une borne inférieure de f, et soit U = V(x~1). Supposons U # ¢ car
autrement il n'y a rien & montrer. Si 2 = X7, alors 2 ¢ P,, et 2x € R; comme
2E€ R, x € Rg,ou Q = P,,.

Remarque. Soit T' un groupe totalement ordonné quelconque, et soit pour
tout @ € 4 (4 de la proposition précédente), T, un sous-groupe de I' tel que
sta € T, il existe un voisinage U de a vérifiant o € T, pour ¢’ € U. Il existe
alors un corps K et une famille de classes de valuations @ de K, essentielles
pour I'anneau défini par Q, telle qu'il existe un Qr-choix cohérent tel que
¢(a) (K\{0}) soit exactement I', pour tout e € A, ¢ étant un homéomorphisme
de A sur Q. Il suffit de prendre comme ensemble de variables {X .} ol pour
tout @ € A, @ parcourt un ensemble de générateurs {a > 0} de T', et U par-
court I'’ensemble des ouverts compacts de 4 tels que « € Ty pour «’ € U.
La preuve est analogue & celle de 'exemple précédent si on prend:

_ Jasia € U.

2 (Xyp,a) = 0sia ¢ U.
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5. Valuations essentielles d’un anneau de type C-Krull. Soit w une
valuation d'un corps K ayant I' comme groupe de valeurs, et soit x € K tel
que w(x) < 0. Soit A le plus grand sous-groupe isolé de I' ne contenant pas
w(x). La valuation de K moins fine que w ayant I'/A comme groupe de
valeurs, est appelée valuation singuliére en x déterminée par w.

Si R est défini par une famille @, siw € Qetw(x) < 0, et si v est la valuation
singuliére en x déterminée par w, le centre P, de v sur R est appelé idéal premier
singulier pour x. Z(x) désigne '’ensemble des valuations singuliéres en x
déterminées par les éléments de V(x~1).

N

LEMME 1. Soit Q@ une famille & caractére compact définissant I'anneau R.
Soit P un idéal premier de R. Soit x € K (corps des fractions de R). Si P ne
contient aucun idéal premier singulier pour x, il existe @« € R, a ¢ P tel que
ax € R.

Preuve. Soit w € V(x~') et soit v la valuation singuliére en x déterminée
par w. Par hypothése P 2 P,. Soit donc @, € P, tel que a, ¢ P. Par suite
v(a,) > 0, et par définition de v, v(x) engendre le plus petit sous-groupe isolé
de I', et v(x) < 0. Il existe donc n € N tel que nw(a,) > — w(x), c’est & dire
w € Viag"x). {V(an"%)}weve—1 est un recouvrement ouvert du compact
V(x~1), et par suite

k
V™) C U V(e ).
i=1

Sia=ay,"...au" a € R\Petax € R.

LEMME 2. Si Q est une famille fine & caractére compact définissant I'anneau R,
st P est un idéal premier non nul de R, et s Q(P) = {v € Q|P, D P}, Q(P) est
compact (et donc fermé).

Preuve. Soit 0 % x € P. Q(P) C V(x), compact. Il suffit donc de montrer
que Q(P) est fermé, ce qui ne présente pas de difficulté.

LEMME 3. Soit Q une famille fine & caractére compact définissant I'anneau R.
Soit P un idéal premier de R tel que I'ensemble & (P) des idéaux premiers de R
contenus dans P soit totalement ordonné par rapport & I'inclusion. Il existe alors
une valuation u moins fine qu'une valuation w' € Q telle que P, = P.

Preuve. Cas 1. Si la valuation triviale est la seule valuation v de K associée
A R telle que P, C P et telle qu'il existe w € Q@ vérifiant v £ w, posons # = la
valuation triviale.

Cas 2. Si par contre, il existe une valuation non triviale v, de K associée
A R telle que P,, T P et telle qu'il existe w’ € @ vérifiant vy < w, soit
w € Q(P,,). Soit
Re wy = N Ry
P Ry’ DRw
Py/CP

F,(w) est la plus fine des valuations moins fines que w dont le centre est
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contenu dans P. Il s’agit de montrer que

U PFP(w)
'wGQ(PvO)
est le centre d’une valuation # = Fp(w), w € Q(P,,) C Q.
Soit
f(‘w) = {‘Z) € Q(on)lPFp(v) ) PFp(w)}-

Si Prpwy C© Prpwy, alors F (wy) 2D F (w) # ¢. F (w) est fermé; en
effet, si v € Q(P,)\F (w), alors Prpy 2 Prpw. Soit x € Prouy tel que
% & Pppn; désignons par A le sous-groupe isolé de T', engendré par v(x).
Comme & € Pppy, il existe y € R tel que v(y) engendre A" D A dans T', et
tel que y ¢ P; soit # € N tel que no(y) > v(x). Z (w) N\ V(y*x~!) = ¢ et
v € V(y*x~1); par suite ZF (w) est fermé. Les & (w) sont des fermés contenus
dans le compact Q(P,,), et pour toute famille finie

{‘ZU1, S ,w,,} g Q(on),

puisque & (P) est totalement ordonné par rapport & l'inclusion,

n

N F(w) =F (w;) = ¢

i=1

our un 7, 1 < j < n. Par suite
P J J

N F(w) # ¢
weﬂ(on)
Soit
we N F(w);
v'Eﬂ(on)
Prow) € Prpa pour tout w' € Q(P,,) et par suite,

P w') — P 0)
Soitu = Fp(w).Onau < w € Q.
Il s’agit de voir que dans les deux cas, P, = P. Cette preuve est identique
a la preuve fait dans le cas fini par M. Griffin [2, Lemme 11, p. 83]; pour le
bénéfice du lecteur, elle est reproduite. Si P, g P, soit x € P tel que x ¢ P,.

Nous allons démontrer quesiv € Z(x!), P, € P. Supposant ce fait démontré,
il existe d’aprés le lemme 1una € R, a ¢ P tel que ax~! € R. Comme x € P,
(ax~N)x € P, c'est a dire ¢ € P, une contradiction.

Montrons que siv € Z(x~!), P, € P. Dans le premier cas, P, C P implique
v = w€ V(x) CQ, une contradiction. Dans le second cas, & (P) étant
totalement ordonné par rapport a linclusion, P, < P,, ou P,, & P,. Si
P,C P,, puisquev € Z(x7!'),onav(x) > 0etparsuitex € P, C P,, C P,
une contradiction. Si P,, C P, et si w € Q est tel que v £ w, alors
P, C Prpwy S Py Maisv(x) > 0 et par suite x € P, & P,, une contradiction.
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PropositioN 5.1. Sott R un anneau de type C-Krull et Q une famille de défini-
tion de R & caractére compact admettant un choix cohérent. St u est une valuation
essentielle pour R, il existe v € Q tel que v = u.

Preuve. u étant essentielle pour R, & (P,) est totalement ordonné par
rapport a l'inclusion. D’aprés le lemme 3, il existe w tel que w =< v pour un
v € Qet P, = P,; mais alors w = u et par suite u < v € Q.
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