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Transfert des intégrales orbitales pour
les algebres de Lie classiques

Florent Bernon

Résumé. Dans cet article, on considére un groupe semi-simple G classique réel et connexe. On suppose
de plus que G posséde un sous-groupe de Cartan compact. On définit une famille de sous-algebres de
Lie associée a g = Lie(G), de méme rang que g dont tous les facteurs simples sont de rang 1 ou 2. Soit
g’ une telle sous-algebre de Lie. On construit alors une application de transfert des intégrales orbitales
de g’ dans I’espace des intégrales orbitales de g. On montre que cette application est définie dés que g
ne posséde pas de facteur simple réel de type CI de rang supérieur ou égal a 3. Si de plus, g ne possede
pas de facteur simple de type BI de rang supérieur a 3, on montre la surjectivité de cette application de
transfert.

On utilise cette application de transfert pour obtenir une formule de réduction de l'intégrale
de Cauchy Harish-Chandra pour les paires duales d’algebres de Lie réductives (U( p,q), U(r, s)) et
(Sp(p,q),0*(2n)) avecp+q=r+s=n.

Introduction

Soit G un groupe semi-simple classique réel connexe. On suppose que G possede
un sous-groupe de Cartan compact que 'on note Hg. On peut alors construire une
famille de groupes que R. Herb appelle les 2-structures de G. Soit G’ une telle 2-struc-
ture. Il y a alors une correspondance naturelle entre certaines orbites semi-simples
régulieres de G et G'. Cette correspondance permet a R. Herb de montrer que si G ne
possede pas de facteur simple de type A,,, alors les caracteéres des séries discretes de
G se décomposent via la correspondance orbitale en somme de caracteres de séries
discretes des 2-structures de G [5, théoréme 6.4].

La correspondance des orbites semi-simples réguliéres entre G et G’ peut aussi étre
considérée au niveau des algebres de Lie g et g'. Il s’agit de construire une intégrale
orbitale de g a partir d’une intégrale orbitale de g’ en utilisant la correspondance des
orbites semi-simples réguliéres entre g’ et g. Introduisons quelques notations.

Soit ¥ un systeme de racines positives de & = ®(gc, bz c) dans gc¢ et X" (resp.
37) Pensemble des racines imaginaires non compactes (resp. réelles) de ¥. On note
A(g) 'ensemble des parties de X"¢ constituées d’éléments deux a deux fortement
orthogonaux (définition 2.1). A chaque élément § € A(g), on peut associer de
maniére naturelle un sous-espace de Cartan Hg de G, on pose hs = Lie(Hg). On
considere la relation d’équivalence suivante sur A(g) :

§ ~ 8’ sihs et hg+ sont conjuguées sous G.
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Pour 8,8" € A(g) tels que 8§ ~ §', on note W(8,8’) 'ensemble des applications
Ad(g)|bs telles que Ad(g)(hs) = hg- ol g € G. A chaque 8§ € A(g), on associe une
application appelée transformée de Cayley cs. Cette application induit en particulier
un isomorphisme linéaire entre hg ¢ et hsc. On considere ensuite le systeme de
racines positives X(bg) sur hg définit par X(hg) = {« o cgl | o € (ho)}.

Soit f une fonction lisse a support compact de g. On pose pour 8 € A(g) et
x € bg semi-simple régulier :

95(x)=sign( I1 a(x)) 1 aw /G B Flg.x) dg,

aeXr(hs) a€X(bs)

ou X' (hs) I'ensemble des racines réelles de ¥(bs). La fonction 6g est appelée 'inté-
grale orbitale de Harish-Chandra. On considére alors la famille de fonctions 8 =
(0s)sea(q et on note J(g) 'ensemble des familles de fonctions # ainsi obtenues.
Les propriétés des fonctions fs sont connues et 'espace J(g) est caractérisé (cf. [2,
théoreme 4.1.2]). On sait en particulier que la fonction 6g est une fonction lisse
sur Pouvert des éléments réguliers de hs qui possede des discontinuités suivant les
hyperplans associés aux racines imaginaires non compactes de b dans g et seulement
suivant ces hyperplans. Ensuite, pour 8,8 € A(g) tels que 8§ ~ §’, il existe une
fonction wg g/ : W(8,8’) — {£1} telle que I'on ait les relations

u.0s = ws g (u)ls:

pour tout u € W (8,8’). On appelle ces relations, les propriétés d’invariance. Les
fonctions fg vérifient ensuite des relations de saut qui déterminent les discontinuités
de Og suivant les hyperplans associés aux racines imaginaires non compactes.

Sibg est aussi une sous-algebre de Cartan de g’, on observe qu’il peut exister des
racines imaginaires non compactes de hg dans g’ qui sont compactes en tant que
racines de hg dans g. On est donc amené a modifier la définition de 2-structure. On
définit la notion de c-structure (définition 1.1). En terme de systéme de racines, les
c-structures de @ sont des sous-systémes de racines clos de & maximaux tels que tous
les facteurs irréductibles soient de type A; ou B,. Une c-structure de g est alors une
sous-algebre de Lie de g possedant hg comme sous-algebre de Cartan compacte et
dont le systeme de racines relativement a hg ¢ est une c-structure de ®. Au niveau
des groupes, une c-structure de G est un sous-groupe de G connexe dont I’algebre
de Lie est une c-structure de g. On peut montrer que si G ne possede pas de com-
posante simple de type BI alors les notions de c-structure et 2-structure [4, section 2]
coincident.

On considere le transfert des intégrales orbitales pour les groupes d’isométrie
réels qui possedent un sous-groupe de Cartan compact, cela exclut en particulier
les formes réelles de type DI,. On montre que le transfert est défini (théoreme 5.25)
des que G ne possede pas de fact eur simple de type CI et de rang supérieur a 3. Cette
condition découle du fait que certains signes qui apparaissent dans les relations de
sauts caractérisant les intégrales invariantes ne coincident pas pour les c-structures
des facteurs simples de type CI et de rang supérieur a 3. Le théoréme s’écrit ainsi.
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Théoréme Soit p = (¢ds)s en@) € I(g’). Pour § € A(g), on pose

— > > wsis(wugs.

5 eA(g’) ue W(8’,8)
8§'~8

Alors la famille de fonctions 1 = (V¥s)sea(q) appartient a 3(g).

Dans I’expression précédente Ng est un entier (définition 5.2). Comme g’ est
définie a partir d’un sous-systéme de racines clos de ®, on a I'inclusion A(g’) C A(g)
ainsi Pexpression de 1s est bien définie. On montre ensuite (corollaire 6.30) que pour
les formes réelles de type AlIl, CII et DIII, 'application de transfert se simplifie de la
maniere suivante :

1

Y5 = Card(W(00))

Z Wy—148, S(W)W ¢W 1%8

weW(hg)

ou W (hg) désigne le groupe de Weyl de hz en tant que sous-algebre de Cartan de g
etwlx8 ={taow]| a € §} NI. Cette derniere égalité permet de définir une
action de W (hgy) sur A(g).

11 existe certaines c-structures dites maximales qui intersectent toutes les orbites
semi-simple régulieres de g. On peut montrer pour I'action naturelle de W (hg)
sur @, quil existe une unique c-structure maximale de ® a conjuguaison pres par
le groupe de Weyl W (hg) (proposition 6.11). On montre ensuite que dés que la
c-structure est maximale alors 'application de transfert est surjective si g ne possede
pas de facteur simple de type CI ou BI de rang supérieur a 3, théoreme 6.21.

On applique ensuite ce résultat pour obtenir une formule de réduction de I'inté-
grale de Cauchy Harish-Chandra (Chc) introduite par T. Przebinda cf. [8]) pour les
paires duales réductives (U(p, q), U(r, s)) et (Sp(p7 q), O*(Zn)) avec p+q=r+s=
n (théoreme 8.18). Il s’agit de mettre en relation le Chc d’une paire duale réductive
(G1,G,) avec celui de paires duales réductives (Gj, G;) ot G, est une c-structure
maximale de G; et G; est une c-structure de G,. On montre que (Gj, G;) posseéde
une structure de paire duale réductive naturelle (en général non irréductible). Le
théoreme 8.18 montre que I'étude de Chc peut étre restreinte a des paires duales de
petits rangs (1 ou 2). Cela est fondamental dans le cadre de 'étude de Chc commencé
dans [8].

Le plan de cette article est le suivant : Dans la premiére partie, on définit les sous-
groupes (resp. sous-algebres et sous-systemes) de racines de G (resp. g et ) que
I'on appelle les c-structures. Pour certains systemes de racines classiques, appelés
systemes pleins (définition 1.5), on introduit une application 7 (définition 1.6) qui
met en relation certaines racines entre elles. On considere ensuite pour tout systéme
de racines classique un plongement de celui-ci dans un systeme plein. Cette construc-
tion sera utilisée tout au long de larticle, une premiére application est la description
du systeme de racines engendré par une famille de racines orthogonales, une autre
application est la proposition 2.10 qui caractérise les classes d’équivalence de sous-
algebres de Cartan.
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Dans la deuxiéme partie, on détermine explicitement la structure de espace des
intégrales invariantes, 3(g). Il y a essentiellement trois éléments intervenant pour
caractériser cet espace :

(i) lastructure du groupe de Weyl pour toute sous-algebre de Cartan de g,

(ii) lavaleur d’un entier (définition 3.7) que I’on note d(S, o) qui prend la valeur 1
ou 2,

(iii) un signe que Pon note €(8, o) (définition 3.7).

On peut alors identifier I'espace des intégrales invariantes a I'espace des familles de

fonctions (0s)sea(q) (théoreme 3.12) vérifiant les propriétés d’invariance décrites

précédemment et les relations de saut qui s’écrivent :

(0(n)fs),, = id(8,a)e(8, )9 (ca(¥)) b5, 0 u(8, ) © ja,

ou v appartient a I'algebre de symétrique de hs que 'on note Sym(bs ). Cette algebre
s’'identifie naturellement a I’algebre des opérateurs différentiels a coefficients con-
stants de hs. Lexpression (0(v)fs),, signifie que 'on prend la différence des limites
de part et d’autre de 9(v)0s le long de ’hyperplan ker(«) plus précisément, on a

(0(n)0s),,(x) = [11)1101 o(v)0s(x +itH,) — tlinoi O(v)fs(x — itH,),

ou H, est le covecteur de cv. L’élément 8, de A(g) est tel que la racine « soit réelle
sur hg, (définition 2.8). Lapplication ¢, est une transformée de Cayley, c’est en
particulier un isomorphisme linéaire de bs ¢ dans ¢, (bs ) qui induit un isomor-
phisme d’algebres entre Sym(bs ) et Sym(cu(bgﬁc)) . Lapplication u(8, ) est un
isomorphisme linéaire entre ¢, (hs,c) Ng et hs, ¢ (définition 2.6). Lapplication j, est
'injection canonique de ker(«) dans byg,,.

Létude du transfert nécessite une étude approfondée des trois éléments énoncés
précédemment. On obtient tout d’abord un résultat de décomposition du groupe
de Weyl d’une sous-algebre de Cartan (propositions 4.11, 4.12 et 4.13). Ce résultat
permet de déterminer la valeur de 'entier d(8, o) (théoreme 4.19). On définit ensuite
un entier d(8) qui vérifie la propriété suivante (proposition 4.24):

d(8)d(8,a) )1 siaestfortement orthogonala s,
d8,) |2 sinon.

On note cet entier D(8, ). Lintroduction de I'entier D(8, o) permet de résoudre
une obstruction pour définir le transfert. En effet, les entiers d(S, o) et dy/ (S, @) ne
coincident pas en général. D’apres ce qui précede, les entiers D(8, o) et Dy (S, o)
coincident. Quitte a multiplier la fonction fs par d(S), on peut alors identifier
I'espace des intégrales invariantes & un espace de familles de fonctions 0 = (0s)sea(q)
qui vérifient toujours les relations d’invariances évoquées précédemment et qui véri-
fient les relations de saut de la forme :

(0(v)fs),, = iD(8, a)e(8, oz)[)(ca(v)) s, o u(8, ) o jq.
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On s’intéresse enfin a déterminer la valeur de (8, ). Celle-ci se détermine facile-
ment si « est adaptée a 8 (définition 3.9 et lemme 4.37). En utilisant le lemme 4.41
qui exprime une propriété d’invariance de €(8, o) par 'action du groupe de Weyl, on
obtient la valeur de €(8, ) dans tous les cas (théoréme 4.44).

La troisieme partie porte sur le transfert des intégrales invariantes. On montre
dans la premiere section que ce transfert est défini si le groupe ne possede pas de fac-
teur de type CI et de rang supérieur a 3. La principale étape pour obtenir ce résultat
est la proposition 5.10 qui montre essentiellement que si 'on considére une famille
de fonctions (6s)sea(q) qui ne vérifie que les relations de saut alors, en prenant
la moyenne des fonctions s afin d’obtenir des fonctions vérifiant les propriétés
d’invariance, la famille de fonctions ainsi définie vérifie encore les relations de saut.
On s’intéresse ensuite a montrer que pour certains groupes, 'application de trans-
fert est surjective deés que la c-structure est maximale (théoréme 6.21). Pour obtenir
ce résultat, on définit un projecteur sur un espace contenant a la fois ’espace des
intégrales invariantes de g et I'espace des intégrales invariantes des c-structures de g
(définition 6.6). Ce projecteur permet de décomposer les intégrales invariantes suiv-
ant les c-structures maximales (lemme 6.29). On montre ensuite que 'application
de transfert dans certains cas peut se simplifier par une simple moyenne suivant le
groupe de Weyl associé a la sous-algebre de Cartan compacte, h (corollaire 6.30).

Dans la derniére partie, on s’intéresse a appliquer le transfert des intégrales invari-
antes a Pétude de 'intégrale de Cauchy Harish-Chandra pour les paires

(U(p,q),U(rs), (O*(2n),Sp(p,q))

avec p+q = r +s = n. Soit (Gy, G;) 'une de ces paires duales réductives. On note
Chc™“* Pintégrale de Cauchy Harish-Chandra associée a la paire duale réductive
(G1,G;) [8]. On montre alors que les paires (G;, G,) formées de c-structures de
G; et G, peuvent étre considérées de maniere naturelle comme des paires duales
réductives (lemme 7.2). On montre ensuite qu’il existe une relation entre Chc®¢’
et Chc®1¢: qui permet de réduire étude de Chc®C’ au cas des paires de groupes
(G, G’) avec rang(G) = rang(G’) = 2 (théoréme 8.18). Pour les paires duales
de groupes unitaires, cette formule de réduction formalise la méthode de réduction
dévéloppée dans [1].

Partie 1 Préliminaires

Dans la premiere section, on définit la notion de c-structure pour les systemes de
racines. Il s’agit essentiellement des sous-systemes de racines dont tous les facteurs
irréductibles sont de rang 1 ou 2 et maximaux (définition 1.1). On définit ensuite la
notion de c-structure pour les algebres de Lie (définition 1.22) puis pour les groupes
(définition 1.23). Dans la seconde section, on rappelle la construction des sous-
algebres de Cartan d’une algebre de Lie réductive en terme de transformées de Cayley
et de systémes de racines fortement orthogonales. On introduit ensuite la notion de
c-structure maximale (définition 2.13).
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Tous les systemes de racines considérés dans cette partie n‘ont pas de facteur
irréductible exceptionnel et sont réduits. On utilise les notations de [3] pour les
systémes de racines.

1 c-structures et systemes pleins

Dans cette section, on introduit la notion de c-structure pour un systéme de racines
que on compare avec celle de 2-structure. On introduit aussi les notions de systeme
plein (définition 1.12) et d’une application 7 (définition 1.6). Ces notions permettent
de déterminer le systeme de racines engendré par une famille de racines deux a deux
orthogonales. Ce résultat sera utile pour I’étude ultérieure des groupes de Weyl des
sous-algebres de Cartan dans la partie suivante.

1.1 c-structures de @ et systemes pleins

Dans cette sous-section, on désigne par V un espace vectoriel réel de dimension finie,
V*ledualde V et ® C V* un systeme de racines réduit non trivial. On considere
sur V une structure euclidienne compatible avec ®.

Pour o, 3 € ®, on note a Lg 3 (resp. aRg3) sia L Betsia £ 3 ¢ O (resp.
a=£f € ®). On peut remarquer que pour o, 3 € P telsque L S,onaa+ € Psi
et seulementsia— 3 € ®. Sia L4 3, ondit que « et 3 sont fortement orthogonaux.
On note W () le groupe de Weyl du systeme de racines ®. Pour o« € V*, on note
sy, ou plus simplement s, la réflexion associée. On rappelle qu'un sous-ensemble
P de ® est clos dans @ si pour o, 5 € Ptelsque v+ 3 € ®,onaa+ [ € P, (cf
[3, définition 4, p. 160]). La définition d’une c-structure est la suivante.

Définition 1.1 Soit ¢ un sous-systeéme de racines de ®. On dit que ¢ est une
c-structure! de ® si ¢ est un sous-systeme de racines de cardinal maximal parmi
les sous-systemes de racines clos dans ® dont les composantes irréductibles sont de
type A; ou B,. On note Str(®) Pensemble des c-structures de ®.

Remarque Par définition, Pensemble Str(®) est non vide. Soit ¢ € Str(P). Pour
a, B € ¢ tels que o J_—¢ B,onaa L4 3.

On souhaite étudier 'unicité a conjugaison pris par W (®) des c-structures pour
un systeme de racines donné. Pour cela, on utilise le fait que les notions de c-structure
et de 2-structure coincident en partie. On rappelle la définition des 2-structures.

Définition 1.2 [5, p. 2558] Soit ¢ un sous-systeme de racines de . On dit que ¢
est une 2-structure de @ si on a les propriétés suivantes :

(i) les facteurs irréductibles de ¢ sont de type A; ou B,
(ii) soit ¢" un systeme de racines positives de ¢. Si w € W (®) vérifie w.¢p* = ¢,
alors det(w) = 1.

La proposition suivante donne le type des 2-structures suivant le type de ®.

ILe ‘¢’ de c-structure rappelle qu’il s’agit de sous-systemes de racines clos.
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Proposition 1.3 [4, Section 2] Soit ® un systeme de racines. Le groupe W (®) agit
transitivement sur l'ensemble des 2-structures de @ et si O est irréductible alors ¢ est du
type suivant :

@ | An | B2n | B2n+1 | C2n | C2n+1 | Dn
o | Al V2| By | Brxa | BY | Brxa | a2l

On a le résultat suivant.

Proposition 1.4 Soit © un systeme de racines. Le groupe W (®) agit transitivement
sur Str(®) et si O est irréductible, alors ¢ est du type suivant :

(I) | An | Bn | CZn | C2n+1 | Dn
& ‘A\l_(nJrl)/ZJ ‘AinJ—z « B, ‘ B! | By x A, ‘AfL"/ZJ .

Démonstration On se rameéne au cas ou ¢ est irréductible. Si ® est de type A,, une
c-structure ne peut avoir que des facteurs de type A; et au plus | (n + 1) /2] facteurs.
On pose

O={x(ei—ej)|1<i<j<n+l}etd={t(eri1—ey)|1<i<[(n+1)/2]}.

On observe que ¢ est une c-structure de ®.
Si @ est de type D,,, de nouveau une c-structure ne peut avoir que des facteurs de
type A; et au plus 2| n/2 | facteurs. On pose

O ={xeitej|1<i<j<n}etod={tey_1Fey|l<i<2[n/2]}.

On observe que ¢ est bien une c-structure de .
Si @ est de type B, on pose

O ={defej|1<i<j<n}U{xe|1<i<ny,

et on considere ) = {£e;, e, }U{tes_1tey | 1 <i < n/2}. Onobserve alors que
1) est un sous-systeme de racines clos de ® du type ATW =2 B, etonaCard(y)) =
4|n/2]+4. Soit ¢ € Str(P). Comme les racines courtes non égales au signes prés sont
non fortement orthogonales, soit ¢ posséde un unique facteur de type B, et alors les
autres facteurs sont constitués de racines longues soit ¢ ne contient que des facteurs
de type A; et au plus 'un de ces facteurs contient des racines courtes. Supposons
que ¢ contient un facteur de type A; constitué de racines courtes; on a alors d’apres
ce qui précéde que ¢ est de type AY. De plus, comme le cardinal de ¢ est maximal,
onap =1+ 2\_%1] et Card(¢) = 2 + 4[”;”. Comme Card(¢)) > Card(¢), on
obtient une contradiction ainsi tous les facteurs de type A; de ¢ sont constitués de
racines longues. Supposons a présent que ¢ ne possede pas de facteur de type B,. On
a alors ¢ de type AY ou p = 4|n/2]. De nouveau, on a Card(¢) < Card(v)), ce qui
est absurde. On en déduit que ¢ posséde un unique facteur de type B, et ) € Str(®P).
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Si @ est de type C,,. On pose
O ={tete |1<i<j<nfU{£2¢|1<i<n}
et on considere
Y={tey_1tey|1<i<|n/2]}U{L2¢|1<i<n}

pl2)

On remarque que ¢ est un sous-systéme de racines clos de ® de type si n est

pair et BZW2J X A si n est impair. Soit ¢ € Str(®). On a alors que ¢ est de type
Af % BS ou p (resp. r) est le nombre de facteurs de type A; de ¢ associés a des
racines longues (resp. courtes) de . On a nécessairement I'inégalité p + r + 2s < n.
Supposons que r # 0. Soit « une racine courte de ¢ appartenant a un facteur de
type A; de ¢. Il existe une unique racine courte 3 de ® au signe pres telle que o et 3
engendrent un sous-systéme de type B, de ®. Si 5 ¢ ¢ alors le cardinal de ¢ n’est pas
maximal ce qui est absurde. Si § € ¢, alors 3 appartient aussi a un facteur de type
A; de ¢. Comme un systeéme de type B, possede plus d’éléments quun systeme de
type A, on en déduit que ¢ n’est pas maximal. On obtient que I'on a nécessairement
r = 0. Comme chaque paire de racines longues non égales au signe pres engendre
un sous-systeme clos de type B, de ® et Card(Af) < Card(B,), par maximalité, on a
p = 0 ou 1. On en déduit que ¢ est nécessairement du type annoncé et ¢ € Str(P).
D’apres ce qui précede et la proposition 1.3, si @ est irréductible de type différent
de B, les notions de c-structure et de 2-structure coincident ainsi, d’apres la propo-
sition 1.3, le groupe de Weyl W (®) opere transitivement sur Str(®). Supposons
que P est de type B,,. On note E I'ensemble des couples (o, P) ou ¢ est une involu-

tion de {1,...,n} qui possede au plus un point fixe et P une partie de cardinal 2 de
{1,...,n} telle que o(P) = P. On observe alors que 'on a la bijection suivante :
E — Str(®),
(O',P) 'i> U {:l:e,‘ + eo-(i)} U{:l:e,‘}.
i#a(i) iep

On observe ensuite que le groupe W (®) agit de maniere naturelle et transitive sur
I'ensemble E, on en déduit le résultat. La proposition est démontrée. ]

Silon considere une partie P de @ constituée de racines deux a deux orthogonales,
alors le sous-systeme de racines de ® engendré par P ne se décrit pas de maniere aisée.
Ce probleme est posé des que 'on veut déterminer 'ensemble des racines réelles
d’une sous-algebre de Cartan associée a un systéme de racines fortement orthogo-
nales. Le lemme 1.15 donne une description du systeme de racines engendré par
une partie P. Pour obtenir ce résultat, il est plus aisé de considérer le systeme de
racines ® comme un sous-systéme de racines d’un systéme de racines ®’ particulier
(définition 1.5). On est alors ramené a déterminer le systéme de racines engendré par
P dans ®'. Pour cela, on définit une involution 7 sur ®’ (définition 1.6).

Définition 1.5 On dit que ® est plein si les composantes irréductibles de ® sont de
type A, B, ou C, avec n > 2.
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Définition 1.6 Soient ® un systéme plein et ¥ un ordre sur ®. Une involution

7: ® — P est dite 3-admissible si elle vérifie les propriétés suivantes :

(1) 7(¥) C L,

(2) poura e ®,onar(—a)=—7(a),

(3) soienta, B € ®telsquea L B,onaalorsa = £7(8) ouar L 7(0),

(4) soit U un sous-systéme de racines de ® de type B,. On a alors 7(¥) = W,
7|y # id et 7|y fixe au moins un élément de ¥.

Remarque D’apres cette définition, 'involution 7 permute les composantes irré-
ductibles de type A, et fixe les composantes irréductibles de rang supérieur ou égal
az2.

Définition 1.7 Soit ® un systéme de racines. On note R(®P) la réunion des com-
posantes irréductibles de @ de type A; et pour o € @, on désigne par * la com-
posante irréductible de ® contenant « et on pose &, = { € ® | 5 L a}.

On a le résultat d’existence et d’unicité suivant :

Lemme 1.8 Soient ® un systeme plein et 3 un ordre sur ®. Alors, il existe une invo-
lution ¥-admissible T de ®. De plus, si @ est irréductible de type B, ou C,, avecn > 3
alors T est unique.

Démonstration Supposons qu’il existe une involution ¥-admissible 7. Pour w €
W (®), 'application wo 7o w™! est w(¥)-admissible. Cela montre que I’existence ne
dépend pas de 'ordre choisi. D’apres la remarque qui suit la définition 1.6, on peut
se ramener au cas ol R(®) = P ouR(®) = &. Sid = A‘f, Pexistence est claire, il
suffit de prendre 7 = id. Si ® = B,, avec n > 2, on consideére 'ordre

Y={efej|1<i<j<niU{e|1<i<n}

et on pose 7(£e;) = £e pour 1 < i < net 7(fe £ej) = Le F ej pour
1 < i < j < n On vérifie alors que 7 est ¥-admissible. Si & = C,, la con-
struction précédente, en remplagant les racines +e; par +2¢; définit une involution
Y-admissible 7. Lexistence de T est montré pour tout systeme plein.

Montrons a présent 'unicité. On suppose que ® = B, avec n > 3 et on considere
une involution ¥-admissible 7, ot I'ordre ¥ est celui défini précédemment. Soit a
une racine courte de ®. Il existe deux sous-systemes de racines ¥, et ¥, de type B,
tels que ¥; N U, = {£a}. D’apres les points 2 et 4 de la définition précédente, on
obtient que 7(a) = . Soit o une racine longue. Il existe alors un unique sous-
systtme U de type B, de ® tel que @ € W. Comme les racines courtes de ¥ ont
fixées, on en déduit d’apres le point 4 que 7 échange les racines longues positives de
W et lapplication 7 est unique. Par les mémes arguments, on peut montrer que 7 est
unique pour ¢ de type C, avec n > 3. [ ]

Remarque Si® =B, ouC,avecn > 3,ona

aest courte  si ® est de type By,
T(a) = a < .
aestlongue  si @ est de type C,,.
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Si @ est de type A} ou B,, Pinvolution 7 nest pas unique. Dans le premier cas,
on montre aisément que 'ensemble des involutions X-admissibles s’identifie avec
I'ensemble des permutations de 3 d’ordre 2. Dans le deuxiéme cas, on a le lemme
suivant :

Lemme 1.9 Soient @ de type By, ¥ un ordre de ® et T une involution ¥-admissible.
Alors T conserve la longueur des racines. Linvolution T fixe les racines courtes (resp.
longues) si et seulement si T permute les racines longues (resp. courtes).

Démonstration On pose ® = {d-e;,te;, te; ey} et X = {e1, ez, €1 £y }. On sait
alors d’apres le point 3 de la définition que I'involution 7 permute les racines ey, e, et
les racines e; & e,. Comme 7 # id et 7 posséde au moins un point fixe, on en déduit
quil y a exactement 2 involutions ¥-admissibles. ]

Les deux lemmes suivants fournissent quelques propriétés de I'involution 7.

Lemme 1.10 Soient ® un systeme plein, 3 un systéme de racines positives de ® et
T une involution Y-admissible. On considere o, 3 € P tels que @ L (5. On a alors

(o) L 7(1).

Démonstration Si a, 5 € R(®P) alors 7(a), 7(8) € R(®P) et appartiennent a des
composantes irréductibles différentes de R(®). On en déduit que 7(«) L 7(53). Si
a € R(®) et 8 ¢ R(P), onaalors 7(«) € R(P) et 7(8) ¢ R(P) ainsi 7(a) L 7(5).
Par le méme argument, on obtient le résultat si « et 3 appartiennent a des com-
posantes irréductibles de rang supérieur a 2 différentes. Ensuite, on peut supposer
que ® est irréductible de rang au moins 2. Le cas ot  est de type B, est immédiat
d’apres le lemme 1.9. Sinon, I'involution 7 est unique pour un ordre donné sur .
Supposons par exemple que ® est de type B, avec n > 3. Si « est courte, on a
7(ar) = . Si f3 est courte le résultat est évident. Si 3 est longue, il existe un unique
sous-systeme de racines ¥ de @, de type B, contenant 3. Et on a nécessairement
a L U, on en déduit que o L 7(8). Il reste a considérer le cas ou « et 3 sont
longues. On note ¥, (resp. ¥;) 'unique sous-systeme de racines de @, de type B,
contenant « (resp. ). Si Uy = U,, le résultat est clair d’apres le lemme 1.9. Si
U, # W,, on a nécessairement ¥, 1 ¥, et on en déduit le résultat. Par les méme
arguments, on montre que le lemme est aussi vérifié pour @ de type C, avec n > 3.
Le lemme est démontré. ]

Lemme 1.11 On conserve les notations du lemme précédent. Pour o € ® et w €
W (®), on a la relation T(wa)) = w7 ().

Démonstration On se rameéne au cas ou ® = R(®P) ou P irréductible. Si @ est de
type Af, il existe e € {£1} tel que 7(wa) = 7(ea) = er(a) = w7 (). On suppose
maintenant que ® est irréductible. Considérons l'involution 7’ définie par

(@) = +w™ T (wa)
pour a € ® ou le signe est de telle sorte que 7/ (<) et & sont de méme signe (positifs

ou négatifs). On observe alors que 7/ est X-admissible. Supposons tout d’abord que
® est de type B, ou C,, avec n > 3. D’aprés le lemme 1.8, on a par unicité 7 = 7'. Si
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® est de type B, I'involution 7 laisse fixe les racines courtes (resp. les racines longues)
si et seulement si 7/ fait de méme. On en déduit que 7 = 7/ grace au lemme 1.9. On
en déduit alors le résultat. [ |

On souhaite a présent définir la notion de cloture pleine d’un systéme de racines.
Il s’agit de considérer tout systeme de racines comme un sous-systeme de racines
d’un systeme de racines plein.

Définition 1.12 Soient @, ®’ deux systémes de racines. On considére la décompo-
sition en composantes irréductibles de @' : &’ = &7 U --- U ®,. On dit que ¢’ est
une cldture pleine de ® si :

(1) ® est un sous-systeme de racines de &’ et ¢’ est plein.
(2) Les systemes de racines ® N @/ sont les composantes irréductibles de P.
(3) Le type de ®/ est donné par le type de & N &/ suivant le tableau suivant :

! >N P!

A1 Al

B, | A,_1,B, ouD,,n >3
C, Cu(n>2).

Remarque * 1l est clair que pour un systéme de racines donné @, il existe un
systéme de racines ®’ tel que ¢’ soit une cloture pleine de P.
* Onremarque aussi que ® et &’ ont le méme nombre de composantes irréductibles.

On souhaite a présent montrer que I'injection de ® dans une cloture pleine @’ de
® est unique a conjugaison pres.

Lemme 1.13 Soit ®' une cloture pleine de ®. Alors ® est 'unique sous-systeme de
racines de ®' isomorphe a ® a conjugaison pres par W (®'). Si @ est irréductible et de
type D alors ® est Pensemble des racines non T-invariantes de ®’.

Démonstration Si ® est plein, ce résultat est évident. On suppose que ¢ est non
plein. Ensuite, il suffit de montrer le résultat dans le cas ou ® est irréductible.
On désigne par @, (resp. ®/) 'ensemble des racines longues (resp. courtes) de ®’.
Comme toutes les racines de @ sont de méme longueur, on a

O C PoudC D
Cas 1 Si @ est de type D,, et &' = By, on a Card(®) = Card(®/) et Card(P/) <
Card(®/) ainsi = /.

Cas 2 De méme, si @ est de type D, et ®' = C,, on a Card(®) = Card(P)) et
Card(®/) < Card(®/) ainsi ® = P/

Cas3 Si® = A,_; et &’ = B, comme les racines courtes de &’ non égales au signe

prés sont orthogonales, on a nécessairement & C ®/. On considére ensuite deux
sous-cas :
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Sous-cas1 Sin = 3, pour a, 5 € ®,ona v [ Fainsi 7(P) N ¢ = @. Comme
2 Card(®) = Card(®,), on en déduit qu'il existe (€;)1<i<3 € {£1}’ tels que

@Z{Eiei—6j€j|1§i7éj§3}.

Le résultat est obtenu pour n = 3.
Sous-cas 2 On suppose n > 4. Soient « et 3 deux racines de ® orthogonales. On
observe qu’il existe alors v € ® telle que «, § et v forment une base du sous-systeme
de racines de @ engendré par v, (3 et -y et tel que ce systeme soit de type Az. Supposons
que 7(a) = £B. On a alors nécessairement 7 £ a ety L [ ce qui implique que
v € {#a,+8}. Ceci est absurde. On en déduit que o # £7(0) et il existe une

famille (&;)1<i<, € {£1}" telle que ® = {eje; —€je; | 1 < i # j < n}. Onen déduit
le résultat. [ |

Définition 1.14 Soient P et Q des parties de @, @’ une cloture pleine de @, >/ un
ordre de ®’ et T une involution X’-admissible de . On pose

(P)g=(Vecty-P)NQ,  P"={acP|r(a)€P}.
ot Vecty« (P) désigne I'espace vectoriel engendré par P dans V*.

Lemme 1.15 Avec les notations de la définition précédente, soit P une partie de ©
constituée d éléments deux a deux orthogonaux. On a alors

(P)o = (P)g U {£a € ® | a € P\7(P)}.

Démonstration Supposons que le résultat est démontré si @ plein (i.e., ® = ®’).
Montrons que cela implique que le résultat est vérifié pour tout ®. En effet comme
® est un sous-systeme de racines de ', on a I'égalité

(PYor = (PT)or U {£a € ®' | a € P\7(P)}
ainsi
(P)p = (P)or N® =((PT)o N®) U ({a € ' | v € P\T(P)} N D)
= (P)p U {*xa € ®|a e P\7(P)}

Le lemme est vérifié. Il reste @ montrer le résultat dans le cas ou ® est plein. On
remarque que ’'on peut se restreindre au cas ou ® = R(P) ou & irréductible. Si ¥ est
de type A, on a

(P)o =PU—-P={ta|aeP} U{ta|acP\7(P)}
=P U{fae®|aecP\1(P)}.

On suppose a présent que P est de type B, ou C,. A partir de I'égalité P = P™ U
(P\P7), on obtient :

(P)o = (P)p U {£a € ® | a € P\P7}.

On en déduit le résultat. [ |
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Lemme 1.16 On conserve les hypotheéses du lemme précédent. SiP = P™, P # & et
irréductible alors le systéme de racines (P)g est irréductible. De plus, si ® est plein alors
(P)g est aussi plein.

Démonstration On suppose tout d’abord que ® est plein. Si @ est de type Ay, le
résultat est évident. Si @ est de type B, (resp. C,,) avec n > 3, en utilisant la remarque
suivant le lemme 1.8, on observe qu’il existe p € N tel que (P)g soit de type B,
(resp. C,) ainsi on a le résultat. Dans le cas ou @ est de type B,, ona (P)p = P si
Card(P) = 2 et (P)¢ de type A; sinon.

On suppose a présent ® non plein. Si @ est de type A,_; avec n > 3, on a, d’apres
les lemmes 1.13 et 1.11, ’égalité P™ = &. Si ® est de type D, on a alors (P)g/ de
type B, avec p € N d’apres ce qui précede. Comme ® est 'ensemble des racines non
T-invariantes de ®’ d’apres le lemme 1.13, on en déduit que (P)g est de type D, et le
lemme est démontré. u

Exemple On suppose que ® = By et P = {e; + e3,¢e3 + e4,e5}. On a alors P™ =
{e1 e, €5}, ot (P7)g est un systeme irréductible de type B; et

(P)o = (P")op U {£(es +es)}.

On souhaite a présent montrer le lien entre les notions de c-structure, de systeme
plein et d’involution admissible. Soient ® un systéme de racines, ®’ une cloture
pleine de ®, ¥’ un ordre sur ®’ et 7 une involution ¥’-admissible. On pose ¥ =
¥/ N®, X est alors un ordre sur ®. Le principal résultat est le lemme 1.21 qui prouve
qu’il existe une involution admissible induite sur une c-structure par 7. Précisons
que par définition une c-structure est un systéme plein. On montre tout d’abord que
les c-structures d’un systéme plein sont 7—invariantes.

Lemme 1.17 Soit ¢ € Str(®'). On a alors 7(¢p) = ¢.

Démonstration D’apres le lemme 1.11 et la proposition 1.4, il existe une C-struc-
ture de ®’ qui vérifie la propriété alors par conjugaison par W (®’) toutes les c-
structures de ®’ vérifient la propriété. On peut supposer que &’ vérifie R(®’) = ¢’
ouR(®’) = 3. Si®’ = Al, ona ¢ = @ et le résultat est évident. Si &’ = B, avec
n > 2, on considere 'ordre

E:{e,d:ej|1§i<j§n}U{ei|1§i§n}.

On pose
(]5 = {:l:el,:tEZ} U {:I:ezi_l + € | 1 S i S n/Z}

On observe alors que ¢ est une c-structure 7—invariante. De méme, on peut con-
struire une c-structure T—invariante dans le cas ou ®’ = C,,. |

Lemme 1.18 Soit ¢ € Str(®) alors il existe ¢’ € Str(D’) telle que ' N P = ¢.

Démonstration Si ® est plein, on a ® = P’ et le résultat est évident. Sinon, on
peut se ramener au cas ou ® est irréductible. D’apres la proposition 1.4 et I'inclusion
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W(®) C W(®'), il suffit de montrer le résultat pour une seule c-structure de ®. Si
® = A,_; avecn > 3, on consideére la c-structure suivante :

¢ ={tleric1 —ei) | 1 <i < [n/2]}.

Ona®’ = B,, eton pose ¢’ = {Fe;,te;} U{tey_1tey |1 <i<|[n/2]}. On
observe alors que ¢’ est une c-structure de @’ telle que ¢ = ® N ¢’. De méme, on
montre le résultat pour ® de type D,,. ]

Lemme 1.19 Soit ¢ € Str(P). On a linclusion suivante : 7(¢) N ® C ¢.

Démonstration D’apres le lemme 1.18, il existe ¢’ € Str(®’) telle que ¢ = ¢’ N .
Le lemme 1.17 permet alors d’écrire

TPN® =7 N®)NSC P NT(P)ND C ¢.

Par définition tout élément de Str(®) est un systéme de racines plein. La définition
suivante définit une involution ¥ N ¢-admissible (lemme 1.21) induite par 7.

Définition 1.20 Soit ¢ € Str(P). On pose pour o € ¢ :

{T(a) siT(a) € D,
T@(a) =

« sinon.

Remarque On remarque que X N ¢ est un ordre pour ¢.

Lemme 1.21 Avec les notations de la définition précédente, I'involution T, est ¢*-
admissible ott ot = X N .

Démonstration D’apres le lemme 1.19, on a 7,(¢) = ¢. On en déduit que 74 est
une involution. Les points 1 et 2 de la définition 1.6 sont vérifiés. Soient o, 5 € ¢. Si
T4(B) = [, le point 3 de la définition 1.6 est vérifié. Si7,(3) # B, ona 74(3) = 7(5)
et comme 7 est admissible, on en déduit que 7, vérifie le point 3 de la définition 1.6.
Soit ¥ un sous-systeme de racines de type B, de ¢. D’apres le lemme 1.18, il existe
@' € Str(®) tel que ' N ® = ¢. Alors U est aussi un sous-systéeme de racines de ¢’
et ®’. On en déduit que 7(¥) = U et 74|y = 7|y. Le point 4 est démontré. On a
montré que 7, est ¢*-admissible. [ |

1.2 c-structures d’une algebre de Lie

Soit g une algebre de Lie réductive réelle. On suppose que les facteurs simples de g
sont de type non exceptionnel et que g posséde une sous-algebre de Cartan elliptique
modulo le centre de g que 'on note . On note ®(g,hy) le systeme de racines
de bz ¢ (le complexifié de hz) dans gc. S’il n'y a pas d’ambiguité, on note ® pour
®(g,hy). Soit ¢ un sous-systeme de racines clos de ®. On peut alors associé a ¢ une
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sous-algebre de Lie semi-simple g(¢) de g. Si ¢ est irréductible alors g(z)) est simple
et on dit que v est de type CI (par exemple) si g(¢/) est une forme réelle de type CI.

Soit ¢ € Str(®). On considere la décomposition de ¢ en composantes irréduc-
tibles. ¢ = ¢1 U ¢, U - - - U ¢y, et on considére aussi

g ={x€by |akx)=0Va € ¢}.

On pose alors g4 = g(¢) + g(¢1) + - -+ + g(@;). Comme ¢ est un sous-systeme de
racines clos de @, g est une sous-algebre de Lie de g.

Définition 1.22 Avec les notations introduites ci-dessus, on dit que g, est une c-
structure de . On note Str(g) I'ensemble des algébres de Lie de la forme g.

On donne ci-dessous la liste des systemes de racines associés aux algebres de Lie
simples de type A, B, C ou D possedant une sous-algebre de Cartan compacte. On
rappelle que les formes réelles de type DI se divisent en deux sous-classes DI, et
DI, suivant qu’elles correspondent a un index pair ou impair (¢f. [11, Remarque 4,
p- 406]). On sait que les formes réelles de type DI}, ne possedent pas de sous-algebre
de Cartan compacte. Pour chaque systéme, on fixe un ordre et on précise les racines
compactes ou non compactes. Soient #, p des entiers tels que p < n. On considere
les ensembles suivants :

{1<i<2p—1]iimpair} si2p <m,
{1<i<n|iimpairoui > 2(n— p)} sinon,

A={1<i<p}, A’:{

{1<i<mn|ipairoui>2p} si2p<m,

B={p+1<i< B =
{p <i<n}, {{1 §i§2(”_P)|iPair} sinon.

Pour un systéeme de type Alll avec p < |n/2], on pose:

Y={ei—ej|1<i<j<n},
O ={t(e—ej) |i,jeAi# jRU{*+(ei—¢j) [i,j€B,i# j},
O™ = {+(ei —ej) | i € A,j € B}.
Pour un systeme de type BI, on pose :
Y={etej|1<i<j<npU{e|1<i<n,
O ={tetej|i,jeA it jU{teitej|i,jeB i# j}U{+xe|icB'},
P ={teitej|icA',jeB }U{Le|icA'}.
Pour un systeme de type CI, on pose :
Y={eitej|1<i<j<n}U{2]|1<i<n},
O = {£(ei —ej) |1 <i# j<nj,
O = {£(ei+ej) |1 <i# j<npU{£2e]|1<i<n}
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Pour un systéme de type CIl avec p < 1/2, on pose :
Y={eitej|1<i<j<n}U{2]|1<i<n},
O ={teitej|i,jeAi#jU{teLej|i,jeB i#j}
U{£2e | 1 <i<n},
P = {:I:ei :|:e]' | i EA/,j S BI}.
Pour un systeme de type DI, on pose :
E:{ei:tej|1§i<j§n},
<I>‘={:|:ei:|:ej | i,jEA',i;éj}U{:I:ei:I:ej | l.,]'EB/,i#].},
P = {:I:ei :|:e]' | i EA/, ] S BI}.
Pour un systéeme de type DIII, on pose :
E:{eiiej|1§i<j§n},
O ={x(ei—ej) |1 <i#j<n},
O™ = {*(ei+ej) |1 <i# j<n}
Soit ® 'un des systémes de racines ci-dessus. On consideére I'action naturelle de
W (®°) sur le quotient de {#e; | 1 < i < n} par {£1}. Sur cet espace, le groupe
W (®°) définit 1 ou 2 orbites. On note sp le cardinal minimal de ces orbites. On
obtient alors avec les notations introduites précédemment le résultat pour la valeur
de s :
$ | Al | BI | CI | CII | DI, | DIII
sl p[plnfpp]n

Les ordres définis précédemment seront utilisés dans la sous-section 4.4.

1.3 c-structures d’un groupe réductif

Soit G un groupe réductif réel d’algebre de Lie g. On note G¢ le groupe adjoint
(connexe) de g¢, la complexiﬁée~de g. On note D(G) le sous-groupe dérivé de G. On
dit que G appartient a la classe J{ si on a les propriétés suivantes :

* G anombre fini de composantes connexes.

* Ad(G) C G¢ et Ad(G) est connexe.

* D(G) est a centre fini.

* G possede un sous-groupe de Cartan compact modulo le centre.
* Les facteurs simples de g sont classiques.

Soit G dans la classe 7{. On observe que G est dans la classe de Harish-Chandra (cf.
[12,p. 192]). Pour h € Car(g), on note W5(h) (ou plus simplement W (b)) le groupe
de Weyl de b dans G. Soit Hg un sous-groupe de Cartan fondamental de G. On note
he = Lie(Hg) et ® le systeme de racines du couple (g¢, bz ). On remarque aussi
que le groupe GL(1, R) mappartient pas J{ si n > 2.
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On considere ¢ € Str(P). On désigne par Gy le sous-groupe réductif connexe de
G d’algebre de Lie gg.

Définition 1.23 On désigne par Str(G) I'ensemble des groupes G4 avec ¢ € Str(P).
On dit que G4 est une c-structure de G.

Pour ¢ € Str(®), le sous-espace hg est une sous-algebre de Cartan compacte
modulo le centre de g4 et Hg s’identifie naturellement a un sous-groupe de Cartan
fondamental de G4 compact modulo le centre de G4. On observe que Gy est dans la
classe .

Exemple: Structures d’un groupe symplectique On consideére un R-espace symplec-
tique V de dimension 2n. On note le produit symplectique sur V ainsi: (, ). On
note G = Sp( V') le groupe des isométries du couple (V, (, )).

A présent, on souhaite construire un sous-groupe de G d’algebre de Lie g,. Pour
une racine a, on désigne par H, la coracine de a.. Soit ¢ = ¢ U --- U ¢, € Str(P)
la décomposition en éléments irréductibles. On sait que les ¢; sont de type Cl ou A,
et quil existe au plus une composante du type A;. On considere la décomposition de
V en sous-module hy-irréductibles: V = V1@ ... @ V" Pour 1 < i < p, on pose

N L
vi=( X V)
1<j<n
H,. V=0,V ac€p;

Comme rang(¢) = rang(®), ona V = EB?KP Viet Gy = Xi<i<pSp(Vj). Ce
groupe a pour algebre de Lie g. o

2 Systemes de racines et sous-algebres de Cartan
2.1 Rappels pour un groupe réductif

On rappelle dans cette sous-section des résultats connus pour les groupes réductifs
(cf. [9]). On considere un groupe G dans la classe J. On note Car(g) (resp. Car(G))
I'ensemble des sous-algebres de Cartan de g (resp. des sous-groupes de Cartan de G).
Pour h) € Car(g), on note ®(g, h) I'ensemble des racines du couple (g¢, hc). Pour
une partie P de ®(g,}), on note P’ (resp. P°, P®, P" et P") I'ensemble des racines
imaginaires (resp. compactes, complexes, non compactes et réelles) de P. On fixe
un sous-groupe de Cartan Hgy compact modulo le centre de G et on pose hy =
Lie(Hg). On désigne par 6 une involution de Cartan de g telle que by C {x € g |
6(x) = x}. Onnote K le sous-groupe compact maximal de G attaché a 6. Pour alléger
les notations, quand il n’y a pas d’ambiguité sur le groupe, on notera ®(h) (resp. )
pour désigner le systeme de racines ®(g, h) (resp. ®(g, bz)).

Soit v € ®"“(h). On désigne par H,, la coracine de cv. On fixe des vecteurs radiciels
X, et X_, associés respectivement a o et —« qui vérifient les relations [Hq, X+q] =
+2X40, [Xa,X_ o] = Hy et X, = X_,. On considere la transformée de Cayley
suivante : ¢, = exp —ij ad(X, + X_,). Lespace ker(a) @ iR(X, — X_,) est alors
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une sous-algebre de Cartan de g que I'on note ' et ¢, est un isomorphisme linéaire
entre b et hy.

Définition 2.1 Soient o € ®(h) et une partie P de ¢(h). On note « éq)(b) P si
o J;q)(b) 1) pour tout B € P.

On fixe un systeme de racines positives 3 de & = ®(hg). On note A(g) 'ensem-
ble des systemes de racines fortement orthogonales de X"(bg). Soit § € A(g). On
note fg la sous-algebre de Cartan définie par hsc = cshgc, ol cs = HaES Ca-
Lapplication cg induit une bijection de ® dans ®(bs) :

d = d(hs)a— ao cgl.

Par la suite, on identifiera les racines de ® et ®(hs) par cette application. Cette iden-
tification induit un ordre sur ®(hs) que 'on note 3(hs). Pour une racine o € @, on

pose
o sia € Y,
Qpos =
P —a sia¢X.
Pour 8 € A(g) et w € W(bg), on pose w x & = {w(a)pes | @ € 8}. Soient
8,8" € A(g). On rappelle les faits suivants (cf- [9, Proposition 2.16]) :

(i) Les sous-algebres de Cartan bg et hs+ sont conjuguées sous G si et seulement si
ilexiste w € W(hgy) telquew « 8 = 8'.

(ii) SiX™(bhs) = X™(hs/) = &, alors il existe w € W (hgy) telque w * § = §'.

Pour 8§ € A(g) et @ € X(bg), on désigne par s, g la réflexion de bhg associée a la

racine a.. On rappelle le résultat suivant de [9, Lemme 2.61] :

Proposition 2.2 Soient$ € A(g) et oo € X' (hs). On a Lalternative suivante :

(i) Soita Lo 8. Onaalors a € ¥(hs) < o € X" (hy).
(ii)  Soit a ¥48. Il existe alors 3 € 8 unique telle que aRgy3 et on a

a € X™(bs) & a e X(hg).

Lemme 2.3 Soient o, 3,7 € ®. On suppose que 'on a aRe 3, aRey et § L 7.
Alors, on a fRg7.

Démonstration Onaa+f3,a+vy € ® par hypotheseet (a+ 3, a+7v) = (a, @) > 0
ainsi,ona § — vy € ® et fRp7. [ ]

On rappelle qu’il existe 3 formes réelles d’algebres de Lie simples de type C et de
rang 2.

Formes réelles associées | P°

Cl, sp(4,R) ~ s0(2,3) | {x(e; —ex)}

CIL, sp(1,1) ~ s0(1,4) | {£2e;,+2e}
BI, sp(2,0) ~ so(5 P

ou ® = {£2¢, +2e,, +e; + e }.

https://doi.org/10.4153/CJM-2009-049-x Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.4153/CJM-2009-049-x

Transfert des intégrales orbitales pour les algebres de Lie classiques 979

Lemme 2.4 SoientS € A(g), o € X™(bg) et 5 € X¢(hs) tels que aRg 3. On a alors
a+ [ e d"(hs).

Démonstration Supposons tout d’abord que 8 = @. Le sous-systeme de racines
de ® engendré par « et 3 est de type B, avec @ non compacte et 8 compacte. On
sait alors d’apres (2.1) que cela implique que les racines longues o = 3 sont non
compactes et le résultat est démontré. Montrons a présent que 'on peut toujours se
ramener au cas précédent.

Supposons que a £48. Alors il existe 7 € $ telle que YRgpcr. Comme on a aussi
~v L 3, d’apres le lemme 2.3, on a yRg/3. D’apres la proposition 2.2, on a alors
a € YX(hg) et § € X™(by). D’apres ce qui précede,ona a+ 3 € 3"(hgy). Comme
a £ 3 sont des racines longues, on a nécessairement o += 3 € ¥"(bsg).

Sia Lg 8, on a nécessairement aussi I6] 1s8 d’apres le lemme 2.3. On conclut
alors comme dans le cas précédent. ]

Définition 2.5 SoientS € A(g), a € X"(hs) et B € X(bsg) tels que aRs[. On
pose
sp(ay, B) = Vecte{X+a, X448, Xtats, Ha, Hz} N g

et Sp(ay, B) le sous-groupe connexe du groupe adjoint de G d’algebre de Lie sp(«, 3).

Définition 2.6 Soient 8§ € A(g) et @ € X"(bg). On pose h; = cu(hsc) Ng.
Sia L 8, alors on pose u(S, ) = idy,. Si 7&8, il existe 3 € S telle que aRp.
On pose 8’ = 8\{f}. On a alors 8 € X"(hg/). On considere la sous-algebre de
Cartan suivante : b, = cp4g 0 C(a_g)pos(bgqc) N g, et on désigne par u(8, ) 'unique
isomorphisme linéaire de b; ¢ dans b, ¢ qui vérifie

M(S, a)(ca o C/?(Hv)) = Catf3 © C(a—p) (Hw)

pos

pour tout v € ®(bg/).

Lemme 2.7 Avec les notations de la définition précédente, il existe g € Sp(a, 3)
vérifiant u = gy,

Démonstration On considére pour i = 1,2, les espaces h! = b; N sp(c, ). Les
espaces b et b sont des sous-algebres de Cartan de sp(a, 3). De plus, on observe
quelles sont déployées, ainsi il existe g € Sp(a, ) tel que g.h] = b). Ensuite d’apres
Pintroduction de cette sous-section, on a b; = h! @ ker(a) N ker(3) pouri = 1,2.
Comme g agit trivialement sur ker(a) N ker(53), on en déduit que g.h; = b;. [ |

Définition 2.8 Soient S € A(g) et v € 3"°(bg), on pose

a =

SU {Oé} sia éq) 8,
S\{BYU{B+a, (B~ a)ys} sinon,

etcs o = u(S, ) 0 cy.

Le lemme suivant justifie la définition précédente.
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Lemme 2.9 Avec les notations de la définition précédente, pour § € A(g) et a €
¥7(bs), ona 8, € A(g) et cs obs,c = bs, c.

Démonstration Sia Lg S,0onaS, =SU {a} € A(g). De plus,

CabS,(C = Ca H C{ibra,<c = [)S(,.(c-

pe8

Sia £58, on pose 8’ = 8\{[}. Comme (a+ 3) L 8 et o + 3 sont longues, on a
a+f Ly 8. De plus, d’apres le lemme 2.4, 0na 8 &+ Qpos € ¥"¢(bhg). On en déduit
que 8, € A(g). Ensuite, on a Iégalité suivante d’apres le lemme 2.4 :

cs.absc = uS, ) ocaocs [[ eboc
V€S’

= Cg+aC(3—a). (Ds’c) =bs, c. |

pos

Le choix d’une involution »-admissible 7 permet de caractériser les classes de
conjugaison de sous-algebres de Cartan de la forme hg pour § € A(g) de la maniere
suivante.

Proposition 2.10 On suppose O irréductible. Soient T une involution X.-admissible
et 8,8’ € A(Q). Les trois assertions suivantes sont équivalentes :

(i) bs etbhs: sont conjuguées,
(ii) il existew € W(bhgy) tel quew x 8§ = §/,
(iii) Card(8) = Card(8’) et Card(87) = Card(8'").

Démonstration L’équivalence entre les points (i) et (ii) a déja été rappelé et est bien
connue, [9, proposition 2.16]. Montrons que le point (ii) implique le point (iii). Il
existe alors w € W (hg) tel que w x 8§ = 8'. 1l est clair que 'on a alors Card(8) =
Card(8’). Soita € 8\8". On a alors 7(«) ¢ 8 U —8. D’aprés le lemme 1.11, on
aT(wa) € w8 U —w.8 = 8" U —8 ainsi waypos € 8'\8'7 et on en déduit que
Card(8™) > Card(8'"). Par symétrie, on obtient Card(8”) = Card(8'") et le point
(iii) est vérifié.

Supposons a présent que le point (iii) est vérifié. Supposons que l'algebre dérivé
de g est une forme de type Alll, CII ou DIIIL. On sait alors d’apres [11, pp. 399-413]
que bg et hg- sont conjugués (Pordre de Hirai est linéaire). On peut remarquer que
dans ce cas la seule égalité Card(8) = Card(8’) entraine Card(87) = Card(8'").

Pour les autres formes réelles, on consideére I'application suivante

8§ +—— (Card(8), Card(8")),
ou E = {(Card(8),Card(87)) | 8§ € A(g)}. Par définition, cette application est
surjective; de plus, d’apres ce qui précede 'image de j(8) ne dépend que de la classe

de conjugaison de 8 sous W (hg). On note j l’applicatim} induite sur A(g)/ W(hg).
On note cet espace quotient F. Il reste a montrer que j est injective pour prouver
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que la propriété (iii) implique (ii). On observe que Card(F) représente le nombre de
classes de conjugaisons de sous-algebres de Cartan de g.

On suppose que @ est de type BI. On note m I'index de la forme symétrique
orthogonale associée a g, [11, p. 401]. On a la relation suivante entre p (sous-
section 1.2) et m :

_— 2p sip < |n/2],

2= p)+1 sip > |n/2).
Pour t € N, on note o; le nombre de couples (x, y) € N? tels que x + y = t. On
souhaite déterminer 'entier Card(E). On suppose que ® est au moins de rang 3.
Lensemble § possede alors au plus une racine 7-invariante (i.e., une racine courte). Si
m est pair alors il y a p (resp. n — p) racines courtes non compactes (resp. compactes)

dans ¥ avec p < |n/2]. On a ensuite les égalités suivantes :

Card(E) = Card{Card(8\8"), Card(87)) | S € A(g)}
= Card{(x,y) | x+y < p} + Card{(x,y) | x+y < p — 1}

P P m/2—1
= ZU,+ZU, =2 Z Ot + 0
=0 =0 =0

Sim est impair, il y a n — p racines compactes courtes dans 3 avec n — p < p ainsi

Card(E) = Card{(Card(8\8"),Card(8")) | § € A(g)}
= Card{(x,y) | x+y <n—p}+Card{(x,y) | x+y <n—p}

m—1

2
=2 E oy

t=0

Si @ est de rang 2, les deux égalités précédentes sont aussi vérifiées. On en déduit
d’apres [11, p. 405] que Card(E) = Card(F) et j est une bijection.

On suppose que P est de type CI. Pour t € N, on note o, le nombre de couples
(x,y) € N? tels que 2x + y = t. On obtient

Card(E) = Card{(Card(8\87), Card(87)) | § € A(g)}

— Card{(x,y) | 2x+y <n} = oy,

=0
D’apres [11, p. 411], on a Card(E) = Card(F) et j est bijective. Si ® est de type DI,,

les arguments utilisés précédemment permettent de montrer aussi que j est bijective.
La proposition est démontrée. [ ]
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Lemme 2.11 Soientw € W (by) et & € A(g). On a alors
Cw8 owocs_1 € W(8,w=x38).
Remarque Par la suite, on considérera que w € W (S, w * §).

Démonstration On pose 8’ = w x 8. On peut considérer que w est un automor-
phisme linéaire de b ¢. Il verifie w.H, = £H,, . On en déduit que 'on a les égalités
suivantes :

Cs_l(bg) = ) ker(a) @ iRH,

a€s a€s
wocg'(hs) = () ker(a) @ iRH,
aEes’ acs’

—1
csrowocg (hs) =Dhs.

Ainsi, cs/owocg estun isomorphisme linéaire de hs dans hg-. D’apres le lemme 2.20
de [9], il existe k € K tel que w = Ad(k) et tel que cs’ o Ad(k) = Ad(k) o cs. On
en déduit que cgs o w o cgl = Ad(k) et cgr owo cgl € W(S,8’). Le lemme est
démontré. [ |

2.2 Propriétés relatives a une c-structure

On conserve les notations introduites dans la sous-section précédente. On considere
¢ € Str(®). Pour différencier les objets que I'on considere relativement a ¢ (resp.
84> Gg) ou @ (resp. g, G), on ajoutera en indice ¢ (resp. g4, G4) ou @ (resp. g, G).
Comme par définition, ¢ est un sous-systeme de racines clos de @, on a I'inclusion
A(gg) C A(g). Pour 8 € A(gy), le sous-espace hs est une sous-algebre de Cartan
commune a gy et g. On considere sur ¢ le systeme de racines positives X(hg) N ¢
que 'on note 34(hg). Sur hs € Car(gy), on considere le systeme de racines pos-
itives {avocg | o € Ty(hz)}. On note cet ensemble 3, (hs). Comme Gy est un
sous-groupe de G, on a pour 8 € A(gg), une inclusion canonique de W, (hs) dans
We(bs). Pour une sous-algebre de Cartan f) € Car(g), on note [h]¢ sa classe sous G
et on note par Car(g)/ G 'ensemble des classes de sous-algebres de Cartan de g.

Lemme 2.12 Soit ¢ € Str(®). On a linclusion (canonique) suivante :

{[bslc | 8 € A(gy)} C Car(g)/G.

Définition 2.13 Soit ¢ € Str(P). On dit qu'une c-structure g4 de g (resp. ¢ de ®)
est maximale si I'inclusion précédente est une égalité. On note Str™* (&) Pensemble
des c-structures maximales.

Remarque  Une c-structure g, est maximale si et seulement si toute orbite semi-
simple réguliere de g intersecte g,. Lensemble Str™**(®) sera étudié dans la partie 3
(proposition 6.11) pour une sous-classe de J.
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Partie 2 Intégrales invariantes

Dans cette partie, on définit un espace de fonctions que 'on identifie de maniere
naturelle avec 'espaces des intégrales invariantes & support compact pour un groupe
G dans la classe F( puis on étudie les différents éléments qui interviennent dans la
définition de cet espace.

On désigne par G un groupe dans la classe .

3 Définitions
Soit V un R-espace vectoriel de dimension finie. On note V* son dual. On consideére
une famille finie de V*\{0} notée £. On désigne par V¢ le complexifié de V' et

Sym( V') Palgebre symétrique de Vi que on identifie avec Pespace des opérateurs
différentiels a coefficients constants de V.

Définition 3.1 On pose

Ve = V\ U ker(a) ={xe€ V| alx) #0Va € E}.
acl

Définition 3.2 On désigne par F(V, €) 'espace des fonctions f lisses sur 'ouvert
Ve a support borné telles que pour tout w € Sym( V'), la fonction d(w) f se prolonge
par continuité sur 'adhérence de chaque composante connexe de V.

Définition 3.3 Pour o € Eet f € F(V,E), on considere la fonction (f), €
&(ker o, E,,) définie par

(o) = lim f(y)— lim f(y)

a(y)>0 a(y)<0

pour x € ker(a)e, o €4 = {Bliera | B € E}\{0} C ker(a)*. On note aussi pour
a € &, j, injection de ker(«) dans V.

Définition 3.4 Pour 8 € A(g), on considere la fonction définie sur I)rseg (Pouvert
des éléments réguliers de hg) par

og(x) = sign( H a(x)) H ax).
aeXr(hs) a€X(hs)
Sur A(g), on considere la relation d’équivalence usuelle suivante :

§~8 & ilexistew € W(hy)telquew* 8§ =8’.

On souhaite considérer les intégrales invariantes comme des familles de fonctions
indexées sur A(g). Comme les intégrales orbitales sont G-invariantes, on est amené
a considérer les transformations entre deux sous-algebres de Cartan conjuguées. Le
définition suivante définit une généralisation du groupe de Weyl.
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Définition 3.5 Soient 8,8’ € A(g) tels que 8 ~ 8’. On note W (8, 8’) 'ensemble
des applications u: hg — bg telles qu’il existe g € G vérifiant u = Ad(g)|p,-

En cas d’ambiguité sur le groupe G, on notera W5 (8, 8’) pour W (8, 8’).

Remarque Par définition, on a W (8,8’) # @. On remarque ensuite que 'on a
W(hs) = W(S,8) etpourw € W(S,8"),ona W(S,8") =wW (hg).

Définition 3.6 SoientS,8’ € A(g) tels que S ~ §’. On considere la fonction wg s
sur W (8,8’) a valeurs dans {+1} définie ainsi :

0.03(x) = ws s/ (0)ds(x)
reg

pour tout x € bg7.

Définition 3.7 Soient S € A(g) et € 3"(bhs). On pose

L

On pose © = {(8,a) € A(g) X X | a € ¥"(hg)}. S’il n’y a pas d’ambiguité sur
le groupe, on omettra le G en indice.

Définition 3.8 Soite = (6(8, a)) (8.0)€6 tel que €(8, ) € {£1}. On note S.(9)
I'ensemble des familles de fonctions ¢ = (¢s)sea(g) telles que

(i) Pour$ € A(g),onags € F(bs, D™ (bs)).
(ii) Pour & € A(g) etw € Sym(hs),ona

(O(W)ps), = id(S,)e(S, ) (cs.0(w)) s, 0 u(S,0) © jo.
(iii) Pour 8,8’ € A(g) telsque 8 ~ 8’,ona
¢s(u.x) = wg g (1) pg(x)
pour u € W(8,8’) etx € hg®.
Pour un systéme de racines positives I' de ® et § € A(g), on pose
I'(hs) = {B € ®'(hs) | B T}
On rappelle la définition suivante (cf. [10] ou [2, section 3.1]) :

Définition 3.9 Soient § € A(g), I un systeme de racines positives de ¢ et o €
3"¢(hg). On dit que « est adaptée a I (hg) si

{B € ®(hs) | B(H,) > 0} C T (hs),

ou H, désigne la coracine de c.
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Lemme 3.10 Soient S € A(g) et a € X™(bg). Il existe alors 1p € D(g) telle que
(#s), # (0) oix

ps(x) = ds(x) Y(g . x)dg

G /Hs

pour x € g ot dg désigne la mesure quotient habituelle sur G /Hsg.

Démonstration D’apres le lemme 5.1.2 de [2], on peut se ramener a considérer
les intégrales invariantes pour les groupes SLy(R) et PGL;(R). Soit g une sous-
algebre de Cartan elliptique de sl,(R) et o une racine de hg ¢ dans g¢. La racine o
est non compacte. On pose 8§ = {a} et hs est la sous-algebre de Cartan déployée
de s(R) telle que ¢co(bz ) = bsc. Pour le groupe G = SL,(R), I'espace des
intégrales invariantes s’identifie naturellement a I'ensemble des couples de fonctions

(92, 0s) € F(ba, {a}) x F(bs, D) tels que

¢ d)S O Sa = ¢Sa
¢ (0W)dg),(0) = id(ca(w)) ¢s(0)Vw € Sym(hg).
Soit ¢g une fonction paire lisse a support compact, constante au voisinage de 0 telle
que ¢g(0) = 1. La transformée de Cayley ¢, induit un isomorphisme entre hg et
ibs. On pose ¢ (x) = 1 sign(a(—ix)) ¢s(ica(x)) pour x € hz\{0}. On a alors
vo € Fba,{a}) et (pg), = ips(0) # (0). Pour w € Sym(hgy) non nul, on a
(0(w)dg), = Oet B(CQ(W)) ¢s © jo = 0, on en déduit que la relation de saut est
vérifiée pour tout w € Sym(bg).

On considére maintenant le cas ou G = PGL,(IR). L'espace des intégrales invari-
antes s’identifie avec 'ensemble des couples (¢, ¢s) € F(be, {a}) x F(bs, &) tels
que

* Pz 05y = —Pg,

* d)S O Sq = ¢Sa

* {(0W)9g),(0) = i20(ca(w))ps(0), Vw € Sym(hy).

On considére de nouveau une fonction paire lisse a support compact, constante au
voisinage de 0 telle que ¢5(0) = 1. On pose ¢z (x) = sign(a(—ix))Ps(ica(x)). On
montre alors que le couple (¢, ¢s) vérifie toutes les propriétés et (¢g),,(0) # 0. M

Lemme 3.11 Soit (S, ) € O. Il existe un ordre I de ® tel que o soit adaptée a I'(bg).

Démonstration On peut se ramener au cas ol @ est irréductible. On raisonne en-
suite au cas par cas. Considérons par exemple le cas d’un systeme de type CI et de
rang n. Soient iy € {1,...,n} et < une relation d’ordre sur {1,...,n} tels que iy
soit le plus petit élément de cet ensemble pour la relation d’ordre <. On pose

(3.1) F'={eitej|i<jtU{2¢|1<i<n}
On remarque alors que I est un systéme de racines positives sur ® et 2¢;, est adaptée
aT. Soient iy, jo € {1,...,n} tels que ip # jo. On considére une relation d’ordre <

sur{1,...,n} telle que ig et jo soient les plus petits éléments de {1, . .., n} pour cette
relation d’ordre. En considérant I’égalité (3.1), on observe que e;, + ¢j, est adaptée a
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I'. Pour la racine ¢;, — ej,, on considere le systeme de racines positives suivant :

F={eitej|i=<j,i#jo}U{—ej£ei|jo=j}
U{2e |1 <i<n i# jo}U{—2ej}.
On obtient de nouveau que e;, — ¢j, est adaptée a I ]

Théoréeme 3.12  Soite = (e(8, a))(s.a)co tel que €(8, o) € {£1} pour tout (S, ) €
©. On considere Papplication

N:C(g) — @ Fbs,X"(bs)),

8e€A(g)

Y — (ds)seca(g):

ol

¢s(x) = ds(x) P(g.x) dg

G /Hs
pour 8 € A(g) et x € bg*. Il existe un unique e telle que lapplication im(N) = S.(q).
Démonstration On fixe (S, ) € O, w € Sym(bs) et x € hg semi-régulier tel que

a(x) = 0. D’apres le lemme 3.11, il existe un systeme de racines positif I' de P tel
que « soit adaptée a I (hg). Pour 8’ € A(g), on pose

o) =sign( [[ aw) [ aw

a€l"(hgr) a€l'(bg/)

eg/(x) = H |Z—|.

acl*(bhg/)

On remarque que l'on a
€L, (x) = (—1)3 CrIET 0 IFE-T=0051)}

En particulier, on a e}, (x) € {#1}. Comme cet entier ne dépend pas de x, on le note
ek, llexiste g, € {£1} tel que ds/(x) = 85, (x)ns/. On a ensuite

o5 =ch @ [ |Z—| I o

a€Tli(bs) a€l(hs)

On note fg/ = 5; $s/. Comme o est adaptée a I''(bg ), d’apres [2, sous-section 3.2],
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ona
@as), = me(o0o{ ( TT ) I 95}
BEeT(bs) Bel(hs)
= id(8, )nse5d(ca(w))
8 .
" { (5611;{3,,) m) (ﬁegs“) 6) fS“} Pudare ]a(x)
T
— id(8, )L 8.9 ca(w)) s, © U(S, @) © jalx).
N8 €s,
11 suffit donc de poser :
I
(8, 0) = %:TS
o €8,

On a montré Pexistence de € tel que im(N) C 36(9). Supposons qu'il existe €’ # ¢ tel
que im(N) C %E/(g). Il existe alors (8, ) € O tel que €(8, @) # €’(8, ). D’aprés le
lemme 3.10, il existe ¢» € C(g) telle que (¢s), 7# 0. Comme ona (S, ) +€'(8, ) =
0, on obtient une contradiction. Ensuite, d’apres le théoréme 4.1.1 de [2], il est clair
que im(N) = 3.(g). Le théoréme est démontré. [ |

péﬁnition 3.13 On désigne par 3(g) I’espace %E(g) tel que Papplication im(N) =
3e(9).

Remarque Dans la section suivante, on déterminera la valeur de d(8, ) ce qui
permettra d’identifier 3(g) avec un nouvel espace de fonctions que ’on notera 3(g).
Dans la sous-section 4.4, on déterminera la valeur de €(8, «).

4 Groupes de Weyl
4.1 Décomposition du groupe de Weyl d’une sous-algebre de Cartan

Dans cette sous-section, on obtient un résultat de décomposition du groupe de Weyl
d’une sous-algebre de Cartan quelconque (propositions 4.11, 4.12 et 4.13) qui permet
dans les sous-sections suivantes de déterminer les entiers d(S, o) et (S, ).

On désigne par G un groupe dans la classe J{ et ®’ une cloture pleine de ®. On
fixe une sous-algebre de Cartan elliptique modulo le centre de g que 'on note bg.
On pose @ le systeme de racines de hz ¢ dans g¢. On considere sur ® 'ordre ¥ fixé
dans la sous-section 1.2 pour chaque composante irréductible. On fixe ensuite un
ordre ¥/ sur @’ de telle sorte que X = X' N ®. Sur &', on fixe une involution X’'-
admissible 7. Pour une partie R d’un groupe, on note {R) le sous-groupe engendré
par cette partie. Si toutes les racines de ® sont de méme longueur, on considere que
® ne possede pas de racines courtes.
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On souhaite tout d’abord rappeler un résultat dit a Chevalley. On rappelle que
W (@) désigne le groupe de Weyl de ®@. Pour une partie P de ®, on pose

W(@)p={we W(®) | wa=a,Va € P}.

On rappelle que 'ona ®p = {a € & | « L BV 3 € P}. D’aprés un théoréme de
Chevalley (cf. [6, proposition 2.72]), on a.

Proposition 4.1 Soient © un systeme de racines et P une partie constituée d’éléments
de ® deux a deux orthogonaux. On a 'égalité W (®)p = W (Pp).

Définition 4.2 Soient o € O’ et U la composante irréductible de ®’ contenant «.
On pose
1 sioestcourte,
Vo = .
si av est longue.

Soit P une partie de ®’. On note

I = {Vu(a:I:T(a)) ’ a € X 7(a) # a},
"P={a€P|7(a) =a}.

Lemme 4.3 On suppose ® irréductible. L'ensemble des orbites de W (®°) dans "®’
est formé de une, deux, trois ou quatre orbites. Plus précisément, on a

® | orbites de W (D) sur T®’

AllL, rang(®) > 2 | {e; | i € A}, {—ei | i€ A},{ei|i € B}
et{—e; | i € B}
BI ouDI, (avecp #1,n—1) | {xe; |i € A’} et {£e; | i € B’}
Dlyavecp =1 | {e1},{—e},{xe |2 <i<wn}
Dlavecp =n—1| {ex},{—ex}, {Fei | i #£2}
Cl|{2¢|1<i<mn}er{—2¢|1<i<n}
CIl | {42¢;|i€ A} et {+2¢; | i € B'}
DII | {e; |1 <i<n}et{—e|1<i<mn}

De plus, deés que o, 8 avec o # 3 sont dans la méme orbite, on a v,(a — 3) € D°.
Remarque On rappelle que si ® est de type DI, ona p = Car(A’).
Démonstration On obtient ce résultat au cas par cas (sous-section 1.2). ]

Remarque On remarque que 'on a en général pour o € @’ tel que 7(a) # o, la
propriété v, (a = 7(a)) € TP’

Lemme 4.4 Onalinclusion ' C "®’ et T intersecte au plus deux orbites de " ®’ sous
Paction de W (®°). Si ' # &, on note ces orbites Or. S’il w’y a qu’une orbite, on note
O+ = O_ lunique orbite.
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Démonstration Linclusion I' C "®’ découle de la définition 4.2. On considére
ensuite les différents cas pour ®. D’aprés le lemme 4.3, Paction de W (®P¢) de "®’
possede 4 orbites si et seulement si @ est de type Alll sinon elle possede 1 ou 2 orbites.
Il suffit donc de considérer le cas ot @ est de type AIIL Dans ce cas, I est la réunion
des orbites {¢; | i € A} et {—e; | i € B}. Ensuite, si ® est de type DI, avec p = 1, on
al'={e;}U{—e | 2 <i< n}doncT intersecte exactement 2 orbites de "®’. On a
le méme résultat dans le cas ou p = n — 1. Le résultat est démontré. ]

D’apres le lemme précédent, on peut considérer la définition suivante.

Définition 4.5 Soita € X" tel que 7(a) # a. Onal # @ et on fixe o et a_ tels
que {ay,a_} = {vala £ (@)}, ax € 04, Si O, = O_, on impose de plus que
oy > 0.

Remarque  Les éléments o4 sont uniquement déterminés.

Définition 4.6 Soient o, € X" tels que 7(a) # aet7(8) # [. Siaetf
appartiennent a la méme composante irréductible, on pose :

Wa,8 = Sva_(a— —f-)Sva, (ar—PB1)-
Siaet B sont dans des composantes différentes, on pose w,, g = id.

Lemme 4.7 Avec les hypotheses de la définition précédente, on a wo g € W (®°).

Démonstration D’apres le lemme 4.3, on a v, (a4 — Bt) € P ainsi w3 €
W (D). [ |

Définition 4.8 Soit 8 € A(g). On pose WZ2(bhs) = {w € W(hg) | w8 = S8}.
Soit P une partie de ®’. On pose Ps = {a € P|a L SV 3 € SUT(8)}.

Comme par hypothese le groupe Ad(G) est connexe, on peut appliquer les résul-
tats de Schmid [9] pour étudier le groupe de Weyl. On rappelle le résultat suivant de
Schmid qui est le point de dipart de I’étude de W (bg) :

Proposition 4.9 [9, proposition 2.36 et corollaire 2.43] On a

(i) W(bs) = W2 (hs) W (®"(bs)),
(i) W2(s)n W (®(hs)) = {we W(D(hs) N ) | w8 =S8}.

Définition 4.10 Pour § € A(g), on désigne par F5(S) 'ensemble des éléments
a € 8UT(8)\8" N dtelsquea € Soua € P ou7(a) € P et aRT ().

Pour un ensemble fini A, on note S(A) le groupe des permutations de A, S(A) =
S(A) < {:l:l}A et S(A)p =S(A) <« {:l:l}A ou {:l:l}A = {(Ei)ieA | H € = 1}.

paire paire

Proposition 4.11 On suppose  est de type A? ou irréductible de type AllL, CI, CII,
ou DIIL Soit § € A(g). Ona W(hg) = W(@ES) x W((8)ep) x W(bs), oix

W(bs) = (was | @, 0 € 8\8T) X (s | @ € Fa(8)).
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Remarque  Cette égalité est valable pour toute involution ¥’-admissible 7.

Démonstration La preuve se fait au cas par cas en considérant les différentes
algebres simples possibles. ]

On pose pour o, B € @, Wo 3 = Sa585r(0)Sr(3)-

Proposition 4.12  On suppose ® de type DL Soit § € A(g). Ona
W(hs) = W(P§) x W((87)e) x W(bs),
ol

W(hs) = (Wap | ., B € S\S8T) X (Wag | a, 8 € 8\S8T) X R(8) X (54 | @ € Fo(8))

et
(Wao,60 So0+7(80)S70+7(10)» Sth—(B)Sp0—r(70) ) 51 8T # D, S\&T # &
et F(8) + 2,
(Wao.60) siST=0,8\8 £
et F(8) # @,
R(8) = § {580r(80) Sy0+7(20)» S5 —7(B0) S10—(30) ) siST # 2,8\8" = @
et F(8) + 2,
(Wao0d siST# 2,8\8 £ o
et F(8) = o,
{id} sinon,

avecay € 8\8, v € 87, fo € I, Bo L SUT(8) fixéset F(§) = {f e X" |5 L
SUT(8)}. Cette décomposition est unique.

Démonstration Comme ® est au moins de rang 3, 'involution 7 fixe les racines
courtes. On observe que W (hg) s'identifie au groupe S(A)p X S(B)p. Soit w €
W (hy) tel que w.ao = a pour tout « € 8. On pose As = {f € A | f L S}et
Bs = {8 €B|3 L8} Onaalorsw € S,(As) x S,(Bg) = W(®P%). On pose
Q1(8) = 8\8" U —8\8" et Q2(8) = 8™ U —8". On considere le morphisme

vs: W2(bs) — S(Qi(8)),

o 0lqs)-

D’aprés ce qui précede, on a ker(vg) = {w € W9(bs) | w.a = aVa € 8\87}, et
on observe que 'on a im(vg) C {0 S S(Ql(S)) ‘ ola) = —o(—a)Va e QI(S)}.
Le groupe (a3 | @, 0 € 8\87) X (Wap | o, 8 € 8\87) est un sous-groupe de
W#(bs) dont I'intersection avec ker(vg) est triviale et dont 'image par vg est

[oes(@®) | ola) = —o-a)Vaca®e ] ale) -1,

aE8\8" U(O‘)P"S

https://doi.org/10.4153/CJM-2009-049-x Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.4153/CJM-2009-049-x

Transfert des intégrales orbitales pour les algebres de Lie classiques 991

Le groupe R(S) est tel que 'image de

{(wa s ) x (Wa,p ) < R(8)
par vg est égal a im(vg). On procede ensuite de la méme maniére avec Q,(8). On en
déduit le résultat. [}

Proposition 4.13 On suppose O est de type Bl et T fice les racines courtes de ®. Soit
8 € A(g). Ona W(hs) = W(P5) x W((87)e) x W(bg), o
W(bs) = (was | o, 8 € 8\87)
X (Wap | @, 3 € S\8™)
X R(8) X {sa | a € Fo(8))

et

(Sa0Sr(a0)Sh0s 7057 (10)S30 ) SEST\78 # @, S\8” # D et F(8) # &,
{(Sa0Sr(a0)S60 ) si8T =2, 8\8" # T et F(S) # 2,
(57657 (10) 580 ) si8T\"S £ &, S\8™ = T et F(S) # &,

R(S) = (Wao0 ) si8T\"8 # &, 8\8" £ T et F(§) = &
(Sa0Sr(a0) S0+ Sno S0 ) si8T="8 #£ @, 8\8" # T et F(8) # @,
(S50 ) siST =78 4 @, 8\8 = T et F(8) £ @,
(S Sr(a0)Spo ) si8T="8 £, 8\8" £ D etF(8) =0
{id} sinon,

avec g € 8\87, 7o € 8\"8, o € 78, By € X, 7(5o) = Bo, Po L SUT(8) fixés et
F) ={Bex™|BL8UT(8)etT(B) =p}.

Remarque Si 7 ne fixe pas les racines courtes alors @ est de rang 2 et la proposi-
tion 4.11 fournit une décomposition de W (bs).

La démonstration de cette proposition est identique a celle de la proposition 4.12.
Définition 4.14 Soit & € A(g). On pose

Wi(bs) = (was | @, B € 8\ST) x (50 | @ € Fa(8)),

et
Wi(bs) = W(Dg) x W (8 V) x W, (bs).

4.2 Actions sur les racines réelles et valeur des entiers de saut

Dans cette sous-section, on applique les résultats obtenus dans la sous-section précé-

dente pour calculer les entiers d(8, o) (théoreme 4.19) et on obtient un résultat qui

compare deux groupes de Weyl consécutifs dans 'ordre de Hirai (proposition 4.29).
On rappelle que G désigne un groupe dans la classe 5.
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Définition 4.15 Soit § € A(g). On considere le morphisme de groupes induit
par restriction & ®(bs) : ns: W(hs) — Aut(®"(hs)), our Aut( P’ (hs)) désigne le
groupe des automorphismes du systeme de racines de ®"(hs). On pose aussi :

d(hs) = P U {+a e @ | ac m(8)\S}.

Proposition 4.16 Soit § € A(g). On suppose que P est de type Alll, CI, CII ou DIIL
On a alors ker(ng) = W(®(bg)).

Démonstration On a 'inclusion W(‘i)(bg)) C ker(ng). Soit w € ker(ng). On
peut écrire w sous la forme w = w;w,ws3 en suivant la décomposition de la propo-
sition 4.11. On a ainsi w; € W(ifs), wy € W((8)g) et ws € W(bg). On a alors
ns(wy) = id et ng(w,) = w,. On remarque ensuite que d’apres le lemme 1.15, on a

3" (hs) = (87)o U {£ar | o € S\ 7(8)}.

Comme w, agit simplement sur le premier ensemble de la décomposition ci-dessus
et ws agit trivialement sur 87, on a w, = id. On rappelle quel'on a

W(bs) = (wap | @, 8 € 8\T(8)) X (50 | @ € Fa(8)).

D’apres la définition de wo, 3, on a wo5(®"(hs)) = ®'(hs) et wa slarpg) = Sa—p-
Pour o € F5(8), on a s4|ar(hs) = Sa Sl @ € 8 et id sinon. On en déduit les égalités

suivantes :
WOs)arins) = (sa-g | @, B € S\T(8), s #id) x (sa | @ € 8\T(S))
et ~
ker(ng) N W(hs) = (sa | @ € T7(8)\S N D).
La proposition est démontrée. [ ]

Proposition 4.17 On suppose que P est de type DI. On a alors
ker(nS) = W((i)CS) X <<Wa.,;35a5/5 | «, 5 S S\ST»
{srtan) X (sposria)  si 87 # 2, 8\8" # T et F(8) # 2,

(W, 56 Sa0 ) si8T =2, 8\8" £ JetF(8) # o,

X < (s8,5760) ) si8T # &, 8\8" = D et F(8) # 2,
<<57'(a0)>> si 87 7é a, S\ST 7é @ etF(8) =2
{id} sinon.

Démonstration Linclusion D est clair. Soit w € ker(ng). On écrit w = wiw,ow;3
suivant la décomposition de la proposition 4.13 avec w; € W(®g), w, € W((87))

etw; € W(bg). On ang(w;) = id et ng(w,) = w,. Laction de ws sur (87)¢ est

(S90—r(r0)s Sr0+r(r0) ) 8187 # D et F(8) # &,
R(8)[(s7ys = 4 (5305700 iS™ £ D etF(S) =0
{id} sinon.
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Ensuite, on a

/Wv/(bs)|(5\57> {(sa—

etona

)X (sa [ v € 8\8T) X R(8)[(s\87)s

{id,sa,} si8\S™ # @,
R(8)|<S\S’>¢ = {{id} sinon.

On en déduit en considérant les cas de la proposition 4.12, que 'on a

{(s7(a0) ) % (8057080 )

B << 07/505&0>>
ker(nS) = W(q)ES) X <<W06,f35(15f3 <<
(

a, 3 € 8\8") X ¢ ((55,5-(5))

Sr(a0)))
{id}.

Proposition 4.18 On suppose que P est de type BL. On a alors

ker(nS) = W((i)ES) X <<W06,f35(15f3

a, € 8\87)

(srao) 53 ) siST # @, S\S™ # D et F(3) # &,
(sr(an)sp ) siS™T =2, 8\8 # D et F(8) # O,
{
{

X St(ag) >> si 87 7& g, 8\87— 75 %] etF(S) =
Sth) siST # @, 8\8" = @ et F(8) # 2,
{id} sinon.

La démonstration de cette proposition est identique a celle de la proposition 4.17.
Une premiére utilisation des propositions précédentes est la détermination de
Pentier d(S, a).

Théoréme 4.19 Soient S € A(g) et a € X"(bg). Si D est de type AllL, CI, CII ou

DIIL. On a alors
2 Sia¥¢8,
ds,a) =
(8,0) {1 siaLg 8.

Si @ est de type BI ou DI. On suppose que T fixe les racines courtes de ®'®. On a alors

1 sinon.

A(S.0) — {z iST £ Deta e T(SU{a}),

Remarque Soient ¢ € Str(P), 8 € A(gy) eta € Egc(bg). On a pas nécessairement
dg(8,a) = dg, (S, o). Supposons que g est la forme déployée de rang 4 et de type
DI On pose ¢ = {+e; e} U {£e; £ es} € Str(P). En posant

S={eite,eo+e} € Algy) CA(g) et a=e —ey
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On a alors dg(8, ) = 2 et dg,(8,a) = 1. Cela constitue a priori une obstruc-
tion pour définir le transfert; cela sera résolu en montrant qu’il existe une fonction
d: A(g) — N telle que d(8)d(S, o) = d(8,) des que o L 8. La fonction d(8) per-
mettra de définir une nouvelle normalisation des intégrales invariantes. Les proposi-
tions 4.20 et 4.24 sont les résultats préliminaires nécessaires pour définir la fonction d
et énoncer ses propriétés.

Démonstration On se rameéne au cas ou ® est irréductible. On considére les diffé-
rents types d’algebres simples possibles. ]

Proposition 4.20 Soient S € A(g), o, B € X"(bs) tels que o L8SersLS, Ona
alors av € ¥"(bs,), c L 8 et la relation suivante est vérifiée :

d(8,a)d(Sa, 3) = d(S, B)d(83, v).
Démonstration C’est une conséquence directe du théoreme 4.19. ]

Soit 8§ € A(g). On pose 8 = {ay,...,an} et 8 = {ai,...,q;} pour 1 <
i < n. D’apreés la proposition 4.20, Pexpression [ [, ., d(8;, a;) est indépendante
de I'indexation des «;. Ainsi, cette expression ne dépend que de 8, cela permet de
considérer la définition suivante.

Définition 4.21 Avec les notations introduites précédemment, on pose :
ds) =[] dsi ain).
1<i<n—1

Lemme 4.22 Soient § € A(g), a € X"(bg) et 5 € X¢(bs) tels que o L SetaRp.
On aalors d(8, a)d(8a, B) = 2d(S, a + 3)d(Sa+p, (0 — B) pos)-

Démonstration On se ramene au cas ou @ est irréductible. On a alors nécessaire-
ment ® de type BI ou CI. Supposons ® de type CI. On a alors d’apres le théoréme
4.19 les égalités suivantes :

d@S,a) =1, d8.,0) =2, dS,a+p)=1 et d(Sasp, (= )y = 1.

On en déduit que la relation est vérifiée. Supposons ¢ de type BI. On suppose que
7 désigne une involution admissible qui fixe les racines courtes. Comme 7(c + 3) =
(@=Bpoponady,; =8, a+p ¢ 7(8) et (a — Bpos € T(S8asp). S187 =
& d’apres le théoreme 4.19, on a d(S, ) = 1, d(S,,0) = 2,d(S,a+ ) = 1et
d(8a+p, (¢ — B)pos) = 1. On en déduit que la relation est vérifiée. Si 8™ # @, on
ad(S,a) =2,d(8,,0) =2,d8,a+p) = 1etd(8up, ( — ﬁ)pos) = 2, ainsi la
relation est vérifiée et le lemme est démontré. [ |

On considere I’entier suivant.

Définition 4.23 Soient § € A(g) et o € 3"°(hg). On pose :

1 siaLs,
D(8,a) = { e
2 sinon.
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Proposition 4.24 Soient S € A(g), w € W(hg) eta € X"(bg). Ona
d(8,)D(8, ) = d(8)d(8, ).

On a aussi la relation d(8) = d(w * §).

Démonstration Sia L 8. Ona 8, = 8 U {a} ainsi par définition, on a d(S,) =
d(8,a)d(8) et la relation est démontrée. Si v AS, il existe 3 € 8 unique telle
que aRB. On pose 8’ = 8\{f}. Onaalors 8, = 8’ U {(a & 3)pes}. Dapres le
lemme 4.22,0na:

d(8a) = d(8")d(8", o+ B)d(8,. 5, (¢ = ) o)
= 3d(8"d(8', B)d(8,a) = 3d(8)d(8, a).

—2

La premiere égalité est démontrée. D’apres le lemme 2.11, pour w € W(hgz), on a
w e W(8,wx8), deplus, onaw.apes € 27°(hs). Celaimplique quel’on ala relation
d(8,a) = d(w * 8, w.arpos). On en déduit la deuxieme égalité. [ |

Définition 4.25 On note J(g) 'espace des familles de fonctions ¢ = (¢s)sea(g)
telles que

(i) Pour8 € A(g),ona¢g € F(bs, P (hs)).
(ii) Pour 8 € A(g) etw € Sym(hg),ona

(0(w)ps) , = iD(8, a)e(8, )D(cs.a(W)) s, 0 u(8, ) © ja-

(iii) Pour 8,8’ € A(g) tels que 8 ~ 8’, on a ¢s/(u.x) = wss/ (u)ps(x) pour
ue W(S,8") etx € bs®.

ot le signe €(8, a) est défini par le théoreme 3.12.
Grace a la proposition 4.24, on obtient aisément le théoreme suivant.

Théoréme 4.26  Les espaces 3(g) et 3(g) sont canoniquement isomorphes par Uappli-
cation suivante :

S(a) = 3(g),
(Ps)sens — (d(8)¢5) SEA(g)”

Remarque L obstruction évoquée dans la remarque suivant le théoréme 4.19 est
ainsi résolu en considérant I'espace 3(g) a la place de Pespace I(g). Clest I'objet du
lemme suivant.

Lemme 4.27 Soient ¢ € Str(P), & € A(gy) et € E;C(bg). On a alors

Dg(8, ) = Dg, (8, a).
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Démonstration En effet, comme par définition ¢ est un sous-systéme de racines
clos de ®, on a o g § si et seulement si @ L, 8. On en déduit alors d’apreés la
définition 4.23 que 'on a D (S, o) = Dg, (S, o). [ |

On remarque que le groupe W (hs) modulo I'identification par la transformée de
Cayley cs est un sous-groupe de W (®). La proposition suivante permet de montrer
que le groupe des élément de W () qui fixent une racine imaginaire non compacte
o au signe pres est égal a un groupe d’ordre 2 pres au groupe des éléments de W (bs,)
qui fixe la racine «v au signe pres.

Définition 4.28 Soit o € ® et A un sous-groupe de W (®), on pose :
Arg={u€eA|ua==xa}

On note id I'élément neutre du groupe W (®).

Proposition 4.29 Soient G dans la classe 3, § € A(g) et o« € X"(bs). On a alors
Pégalité
W(Ds)+a sid(8,a) =2,

WDs,)ta = {{id, Sat X W(hs)ra sinon.

Remarque  Ce résultat sera généralisé ultérieurement (proposition 4.38) aux en-
sembles W (S8, 8).

Démonstration On se ramene au cas ou ® est irréductible. Si @ est de type A, le
résultat est clair. On suppose ensuite que ® est irréductible de rang supérieur a 2 et
on considere les différents cas possibles. ]

4.3 Fonction signe

Dans cette sous-section, on étudie la fonction ws s (définition 3.6). Cela permettra
par la suite d’étudier les propriétés d’invariance des intégrales invariantes. Les prin-
cipaux résultats de cette sous-section sont les propositions 4.32 et 4.36. On désigne
par G un groupe dans la classe H et ® une cloture pleine de ®. On souhaite calculer
la valeur de wg s/. On s’intéresse tout d’abord au cas particulier out 8 = §’. Les deux
lemmes suivants découlent directement des propositions 4.11, 4.12 et 4.13 :

Lemme 4.30 Soit$ € A(g). Lapplication

ps: Wi(hs) — W(Ds),

W W|6S >
est défini et est un morphisme de groupes.
Remarque La notation ®g est introduite dans la définition 4.8.

Lemme 4.31 Lensemble {£a € ®° | oo € F3(8)\8} est stable sous Uaction de
Wi (bs).
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La proposition suivante donne une expression de la restriction du morphisme
ws,s a Wi(Ds).

Proposition 4.32 Soient § € A(g) et € Wi(bs). On a alors

WS,S(U) — sign(pg(a)) (_1)Card{aqu)(S)\S\0.0672}'

Démonstration D’apreslelemme 4.31, le membre de droite dans I’expression précé-
dente est bien un morphisme de groupes. Soit o € W(CTJCS). On a alors wg g(0) =
sign(o), ps(o) = o et o fixe les éléments de Fp(8). On en déduit que la relation
est vérifiée. Soit a présent 0 € W((87)g). On a alors ws s(0) = 1, ps(o) = id
et o fixe les éléments de Fg(S) ainsi la relation est vérifiée. On consideére a présent
a, B € 8\8" de méme longueur. On suppose que w, g # id. On a nécessairement
(o) # o, 7(B) # PBetax # Bt dousign(wag) = 1 et wagslorms) = Sa—p-
Comme ®'(hs) = (87)p U {£a | a € 8§\87}, on obtient wg g(w, 3) = 1. D’autre
part wo s7(c) = 7(8) et wq g(7y) = 7 pour v € Fp(8)\{7(c), 7(8)}, on en déduit
que la relation est vérifiée.

On consideére a présent o € 8\8". On obtient alors directement que wg s(s,) = 1
puis ps(sa) = id, s, agit trivialement sur F5(8) N 8 et la relation est vérifiée. Enfin,

pour @ € F5(8)\S, onaws s(s,) = —1. Comme s, envoit « sur —a et fixe les autres
éléments de Fy(8)\8, la relation est de nouveau vérifiée et le lemme est démontré
d’apres la proposition 4.11. ]

Définition 4.33 Soit 8 € A(g), on pose E¢/(8) = {a € (87)o: NE' | 7(a) = a}.
Le lemme suivant décrit cet ensemble de maniére plus explicite.

Lemme 4.34 Lapplication

ST — Eq)/(S),

o siT(o) = aou @ de type A,
ar— (v (a+T7(a)) siT(a) <o
vo(T(a) — ) siT(a) > «
est définie et est une bijection. On note cette application jig o-.

Démonstration On observe au cas par cas pour un systeme de racines plein de type
A? ou irréductible que 'on a I'égalité

E3:(8) ={a € 8| 7(a) = aou D de type A, }
U {Va(a+7(a)) | €8, m(a) < a}
U{VQ(T(OL)—OA) |a€8T,T(a)>a}. [ |

Remarque Les ensembles 87 et Ep/(8) sont des bases (orthogonales) du sous-
espace vectoriel de b, engendré par §7.
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Définition 4.35 Soient 8,8’ € A(g) et w € W(hy) tels que w x § = 8’. On
considere I'application Ws g/ ¢ = ftg/. ¢ © W o ugfb,, ot w(a) = w()pes-

Remarque Lapplication ws g- ¢/ est par définition une bijection de Eg/(8) dans
Eg/(8’). On pose

Sigl’l(Ws’Slﬂ@l) — (_1)Card (a,ﬁ)es(p/(8)2|u<ﬁ,w&s 1 g (@)>Wg g /.(I,/(ﬁ).

Proposition 4.36 Soient 8,8’ € A(g) etw € W(by) telsquew xS = 8'. Ona
alors

(4.1) WS,S/(W) — Slgl’l(W) Sign(WS’S/@/)(_l)Card{aeE{,/(S)ﬂ@US\SWw.aEfE}.

Démonstration D’apres le lemme 2.11,onaw € W (8,8’). Si ® est de type A?, on

a nécessairement 8 = 8’ et w fixe 8 point par point. Comme ®'(§) = § U —8. On

en déduit que wg s(w) = sign(w). D’autre part, ona wg s.o = id et
Eg(8)NPdUS\S™ = 8.

Comme w laisse fixe tous les points de 8, I'expression de droite de (4.1) vaut exacte-

ment sign(w). A présent, on suppose que P est irréductible et de rang au moins 2.

Si @ est de type AlIL le résultat se montre aisément. On suppose maintenant que ®
n'est pas de type AIIL. On a alors Iégalité :

SoNX={axpf|a,B€Ep(8),a>F}U (E@/(S) N (I)) U S\S".
Limage de cet ensemble par w est :

{w(a) £ w(B) | &, B € Eg:(8),a > B} Uw(Ep/(8) N ®) Uw(S\S).

H o = (_1)Card{a’EE4,/(S)F](I)US\S"|WQE—Z} H a.
a€wW(Eg/ (8)NP)Uw(8\87) a€Eg/ (8)NPUS/\8'™

Ensuite par définition, pour a € Eg/(8), il existe e() € {£1} tel que w(a) =
e(a)w(a). On a alors I'égalité

(_1)Card{w(a)iw(ﬁ)éx\(aﬂ)EE<p/(5)~,a>/3}
_ (_1)Card{e(a)(azl:ﬁ)¢E\a,{3€E¢,/(S ),a>0} Sign(WS,S’,Cb’)
= sign(w&g/,q)/).

On en déduit le résultat. [ |
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4.4 Signe de saut

Lorsque que I'on considere une relation de saut vérifiée par une intégrale invariante,
il apparait un signe que 'on note €(8, ). Ce signe se détermine aisément des que la
donnée de saut est adaptée (définition 3.9) par rapport a la racine, lemme 4.37. Dans
cette sous-section, on calcule ces signes pour toutes les racines, théoreme 4.44.

Lemme 4.37 Soient$ € A(g) et a € X"(bg) tels que o est adaptée a X' (hs). On a
alors Pégalité €(8, o) = (—1)1/2Card{fEX (hs,)| —saf>0,07a}

Démonstration On rappelle tout d’abord comment sont définies les intégrales in-
variantes a partir d’une fonction définie sur g. Soient f une fonction lisse a support
compact sur g, 8 € A(g) et € £"(hg). On pose h’ = c,(hsc) Ng € Car(g). On
note H' le sous-groupe de Cartan de G d’algebre de Lie y’. La transformée de Cayley
¢, détermine un ordre que I'on note X.(h’) sur le systeme de racines ®(b’) :

B(h)={Boc;" | B €D(bs)}.

Soient H I'un des tores Hg, H' ou Hg, et ) = Lie(H). Lintégrale invariante de f sur
b est définie par

o) =) [] o) [ flgxdg

a€x(h) G/H

ou dg est la mesure quotient sur G /H induite par une mesure de Haar fixée sur G et

ep(x) = sign( H a(x)) 5

aeXr(h)

ot x € h™8. La définition des intégrales invariantes dans [2] est différente. D’apres la
relation (ii) de la sous-section 3.1 de [2], si v est adaptée a 32, la relation de saut entre
ons (= Ps) et gy est la suivante :

[ La.wes) =iso( I %)Eb’(x)‘%’oj“'

pese(hs) p “ pese(y’)

On rappelle que X (hs) représente ’ensemble des racine; complexes de ¥(hg). On
observe tout d’abord que 'on a les inclusions X'(h") C X' (bs) et X'(hs) C X(hH’),
cela permet d’obtenir les égalités suivantes :

2O(H)\IC(hs) = X' (hs)\ (Z(H) U (D))

=2 0s)\Z' () N T (s)\{a} = {y € Z'(hs) | ¥ # a7 £ a},
D)\ D) = £'(H)\Z'(hs) N " (H)\ (Z"(h") N X (bs))

={veX®) |y #ay La}.
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Soit v € X (Ds) telle que v # a ety £ a. On a alors

—v2oja sisa(y) >0,

S 0 jo =
5o © Jo {|7|2°ja si sa(y) < 0.

On en déduit que

H m 0 jo = (_1)1/2Card{w’EE'(I)s)|5a(7)>0ﬂ’la}'
vEX (bs)
YA, Lo

Supposons qu’il existe v € Yi(hs) telle que so(y) > Oety / a. Comme a [
v, on a y(H,) # 0. De plus, par hypothése, on a « adaptée a X/ (bg) ainsi, on
a nécessairement y(H,) > 0. Cela implique que s,(7)(H,) < 0 et de nouveau en
utilisant le fait que o est adaptée a X2/ (bs ), on obtient que s, () < 0. Ceci est absurde

etona
11 |1_| 0 ja=1.
YEX (bs)
v, v La

Soity € X'(h’) telle que v f ety # «. On a alors

V2o ja  sisa(y) >0,

s 0 ja =
Y u(/y)pos Ja {_h/lz o ja si sa(’y) <0

On en déduit que 'on a la relation de saut :

L o d e ST (07 sa(+) <0~ )
(D)o = iD(8, a)(—1)2 CADETOM=0Zal g, o

Sia L 8, onaalorsh’ = bs,., u(8,a) = idy et le résultat est démontré. Sinon,
application u(8, &) est un isomorphisme de h’ dans hg . D’apres la définition de
cette application (définition 2.8), on a u(8, a)X(h’) = X(bs,) et u(8, v)X'(H’) =
3" (bs,). On en déduit que Pon a la relation ¢y, = u(8, a)’lqﬁbsﬂ et le résultat est
démontré. [ |

Pour étudier le signe €(8, ), on va utiliser une propriété d’invariance de (8, o)
sous I'action de W (8, 8’) (lemme 4.41). Pour établir cette propriété, on doit tout
d’abord généraliser le lemme 4.29. On rappelle que pour 8,8’ € A(g) vérifiant
§~8,ona W(S,8") C W(®).

Proposition 4.38 Soient 8,8’ € A(g) tels que § ~ 8', a € X"(hg) et u €
W(8,8"). On pose B = u.0ppos. On a alors 3 € ¥™(hs/) etu € W(8,,8}). De
plus, on a Pégalité

{V S W(Saa 8//3) | V.Qpos = 6}

) {ve W(S,8') | viapos = B x {id,sa} sid(8,a) =1,
C{ve W(S,8) | v.apes = B} sid(S,a) =2.
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Démonstration Il est clair que 5 € ¥"(hs). Supposons le résultat vrai dans le cas
ou 8 = 8’ et considérons 8,8’ € A(g) tels que 8 ~ §'. Tl existe w € W (D) tel que
wx 8" =8etonaw € W(S',8) d’apres le lemme 2.11. On pose ¥ = w.3,,,. On a
alors v = wu.opos et wu € W (8, 8). D’apres ’hypothese, on awu € W(8,,8,). De
plus, on remarque que w * 823 =8, ainsiw € W(S;a, §,) d’apres le lemme 2.11. On
en déduit que u = w—'wu € W (8,, 823). Il est clair que 'on a

{ve W(Sa,Sé) | v.opos = B} D {v € W(S,8") | v.apos = B} % {id, 55}

Si d(8,«) = 2, on peut supprimer le facteur {id, s, } dans 'expression précédente.
Soit v € W(Sa,Sf,) tel que v.apos = [. Comme w € W(S;,,SQ), onawv €
W(8a,8,) olt v = wvaype. D’apres 'hypothese, on en déduit que

{ue W(S,8) | uopes =~} x {id,so} sid(8,a) =1,
{ue W(S,8) | uopes =~} sid(8,a) = 2.

Comme w € W(8’,8), on en déduit le résultat dans ce cas.

Il reste a montrer le résultat dans la cas ot § = 8’. On sait d’apres le lemme 4.40
quil existe w € W¥2(bs) tel que w.apos = . On en déduit que w™u.apos = v
D’apreés la proposition 4.29, cela implique que w™'u € W (8, 8,). Comme w8 = §
et W.0pos = Byonaw x 8, = Sgdouw € W(8,,83) d’apres le lemme 2.11. On en
déduit finalement que u € W (8,, 83). Réciproquement, soit v € W (8,, 83) tel que
Vapes = (3. Comme I'élément w vérifie w € W(8,,83), on a wly € W(8a,84a)
et w'vaypes = . La proposition 4.29 permet alors de conclure et la proposition est
démontrée. [ |

Lemme 4.39 Soient 8,8' € W(8,8) tels que § ~ 8, v € W(S,8') et €
¥."(hs). On a alors

VOCSa = C8 vaps OVs

vou(8,a) = u(8', v.oppes) 0 v.

Démonstration On pose 3 = v.0¢pos.

SiawL S,onapg Ly, s,a = Ca €tcsr g, = c3. Comme d’apres la proposition
précédente, ona czovoc, ! quiest identifié a v appartienta W (S,, §8/). On en déduit
que Pon a la relation w o ¢, = cg o w. La deuxieme égalité est triviale.

Sia AS, soit y € 8§ tel que yRa. Supposons a AS. Soit 3 € § telle que
aRp. D’apres la proposition précédente, onav € W(S\{v}, 8" \{r.7p05}) X {(s))
ainsi voc, = Crype, OV €LYV O Caty = Cufaty),, © V- Ensuite, d’apreés la proposition
précédente, ona v € W (S\{7}ary: 8" \{V.Vpos tr(asy),,.)- On en déduit que lon a:

vou(S,a) = (vca_w,posvfl) o (chﬂ,vfl) ) (vc{lvfl) oV

—1 /
= Cu(a—r)y, © Crlaty) © Cpry OV = U(S', V.Qtpos) O V.

pos

La deuxieéme égalité est démontrée et la premiere égalité en découle. ]

https://doi.org/10.4153/CJM-2009-049-x Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.4153/CJM-2009-049-x

1002 Florent Bernon
Lemme 4.40 Soient§ € A(g) et o« € X"(hg). On a alors I’égalité

{W-apos | we W(bS)} = {W'apos | we Wg(bS)}

Démonstration On doit distinguer deux cas. Si a € 7(8), alors le groupe
W(®5) x W((87)s)

fixe a. On en déduit que W (hg).ao = W(hs).a = W2(hs).a U — W’Z(bgf)v.oz grice

aux propositions 4.11, 4.12 et 4.13. Sia ¢ 7(8),onaa L SUT(8) et W(hs) X
W((87)¢) fixe v au signe prés. On a donc

W(bs).a = W(d5).c = W2 (bs).a
en utilisant de nouveau les propositions 4.11, 4.12 et 4.13. ]
Pour o € ®, on pose sign(a) = 1six € Yetsign(a) = —1sia € —X.

Lemme 4.41 Soient 8,8’ € A(g) telsque 8§ ~ 8’ et v € X" (hg) etu € W(S,8’).
On a alors

ws g/ (w)e(8, a) sign(u.at) = ws, s;

u.apos

()e(8’, t.0upos).

Démonstration Soit ¢ € 3(g) telle que (¢s), 7# 0 (lemme 3.10). On a alors les
relations de sauts suivantes :

(42) (95}, = iD(S,0)e(S,a)85, 0 jo €t (951}, = iD(S,a)e(S', B)gs; o ji
On pose 3 = u.apos. Ensuite, on a les relations :

pss(u.x) = ws s/ (u)ps(x) pour x € hg®,

ps/(u.x) = ws, 51 (1)¢s, (x) pour x € hg®.

Cette derniere relation a un sens d’apres la proposition 4.38. On en déduit les rela-
tions suivantes :

(4.3) sign(u.a)(ds) 5(u.x) = ws s/ (u){Ps),
¢s; 0 jp(ux) = ws, s/ (U)ps, © ja(x)

Les relations (4.2) et (4.3) permettent de déduire le résultat. [ |

Pour § € A(g), on pose A(8) = {a € ¥/ | a L SUT(8),7(a) = a} et
A(8)™ = A(8) N X", On remarque que 'on a le résultat suivant.

Lemme 4.42 On suppose que P est irréductible et qu’il existe une racine T-invariante
non compacte dans ®. 1l existe alors ag € A(D)" telle que oy soit adaptée a S(hy). Si
de plus ® est de type Bl et A(@)° # @, il existe By € A(D)° telle que Py soit adaptée a
S (D1a,})-
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Démonstration On vérifie au cas par cas que les ordres fixés (cf. sous-section 1.2)
sur les systemes de racines vérifient ces propriétés. Traitons quelques cas. On suppose
® de rang au moins 3. Si @ est de type CII, on a A(@)" = & et le résultat est trivial.
Si @ est de type CI, toutes les racines longues sont non compactes et ag = 2e; est
I'unique racine longue adaptée a X(hg). Si @ est de type Bl, ona
A2y = {e;| 1 <i<2p—1,iimpair} si2zp <m,
{e;| 1 <i<n, iimpairoui>2(n—p)} si2p>n.
On a alors g compacte modulo le centre si et seulement si A(@)" = @ et si A(@)™ #

& alors e; € A(@)™. On pose oy = e; et on observe que ag est adaptée a (D).
Ensuite, on a

A(D) = {e; |1 <i<2(n—p),ipair} si2p > n,
{e;| 1 <i<mn,ipairoui>2p} si2p<n.

Onaalors A(@)° = O sietseulementsip =netsip < n,onae, € A(D)". On pose
Bo = ey et on observe que e, est adaptée a X' (D} )- [ |

Lemme 4.43 On suppose que @ est irréductible et qu’il existe une racine non T-
invariante dans " (b ). Il existe oy € X"(hy) telle que oy soit adaptée a X (b ). De
plus si ® nest pas de type AllL, on peut supposer que T(cp) < oy et

{7 € A(@) | va,(a0 = T(0)) < 7 < oy (@0 + T(0))} = 2.

Démonstration Si® est de rang 1 ou 2, le résultat est clair. On suppose ® de rang au
moins 3. Si @ est de type AIIL, on pose oy = e; — e,. On observe que o est adaptée
aX(bg). Si @ nest pas de type AlIl, on pose ap = €; + e,. On observe alors que oy
est adaptée a X(hg), T() = e1 — €2, Vo, (g + T(ag)) = €1 et v, (g — T(p)) = €5
On en déduit que

{y € A(©) ’ Voo (0 — T(ap)) < v < Voo + T(0))} = @. [

On souhaite a présent déterminer une expression de €(8, ) pour toute racine
a € X"(bs).

Théoreme 4.44 Soient 8§ € A(g) et « € X"(bg). On a alors

(_1)Card{ﬁEE@/(S)ﬂ®/"|ﬁ<a} siT(a) = a,
6(8, a) = (_I)Card{ﬁEE‘I,/(S)ﬂ‘l)p“\T(a)fa<{3<7'(a)+a} sia € 7(8) et aRs,
1 sinon.

Démonstration Si ® est de type A, alors « est adaptée a Y (Ds) et d’apres le
lemme 4.37, on a €(8, ) = 1. Si @ n’est pas de type A;, alors 'involution 7 fixe
la composante ®’*. Cela permet de se ramener au cas ou P est irréductible de rang
au moins 2. Puis, on considére les cas « € 7(8) et a ¢ 7(8). On laisse la preuve au
lecteur. ]
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Partie 3 Transfert des intégrales invariantes

Dans cette partie, on définit un transfert des intégrales invariantes entre une c-struc-
ture g4 et g (définition 5.24). On montre que ce transfert est défini des que G ne
possede pas de facteur simple de type Cl et de rang supérieur a 3 (théoreme 5.25). En-
suite, on montre que cette application de transfert est surjective des que g ne possede
pas de facteur de type BI (théoreme 6.21). Enfin, on montre que 'on peut exprimer
ce transfert d’'une manieére plus simple pour certaines formes réelles (théoreme 6.30
et proposition 6.33).

Pour montrer que le transfert est défini, on introduit deux espaces intermédiaires
entre 3(gy) et I(g) : W( 3, A(gy)) (définition 5.6 et définition 5.17), W(g) (défini-
tion 5.8). On définit ensuite des applications de transfert entre chacun de ces espaces
(définition 5.22, définition 5.23 et définition 5.10). La composée de ces applications
définit ce que 'on appelle I'application de transfert entre 3(g,) et 3(g).

On étudie la surjectivité du transfert pour une sous-classe de groupes (défini-
tion 6.1). Pour une telle sous-classe, les espaces 3(g4) et I(g) s’injectent de maniere
naturelle dans 'espace W(g) (définition 5.1 et lemmes 5.9 et 6.3). Sur Pespace W(g),
on définit un projecteur (définition 6.6 et proposition 6.8). Ce projecteur permet de
décomposer I'espace W(g) en sous-espaces plus simples (proposition 6.9 et lemme
6.29) et ainsi de montrer la surjectivité du transfert.

5 Deéfinition du transfert

On considére un groupe G dans la classe . On conserve les notations introduites
dans la section précédente. On rappelle que @’ est une cloture pleine de @, ¥ un
ordre de ® suivant la sous-section 1.2, ¥/ un ordre de @’ tel que X' N® = Y et 7
une involution ¥’-admissible.

On est amené a considérer des espaces de fonctions plus grand que I'espace des
intégrales invariantes 3(g).

Définition 5.1 On note W(g) 'ensemble des familles de fonctions ¢ = (¢s)seA(g)
telles que ¢g € ‘&(bg, E“c(bg)) et telles que
(1) Pour 8 € A(g), a € X"(hs) et w € Sym(bsg), on ait la relation de saut :

(Ow)s), = iD(8, a)e(8, a)d(cs.a(W)) ¥s, o u(S, ) o ja.
(ii) Pour 8§ € A(g) et € S, on ait 1g o5, = Ps.
Pour 8 € A(g), on pose h3* = {x € hs | a(x) # 0V € T™(bg)}.
Définition 5.2 Pour 8§ € A(g), on pose
A(9)® = {8 € A(g) | 8’ ~ 8}, Ns = Card W(hs) x Card A(g)®,

Zs= |J W(8’,8) (réunion disjointe).
8'€A(g)®
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Pour 8’ € A(g)®, on considére ig s, I'injection canonique de W (8’,8) dans Z(8)
et ps-.g, la projection canonique de Z(8) dans W(8’, 8).

Remarque Par définition, on a Ng = Card(Zg).
Définition 5.3 Soit ¢ = (1s)sea(q) € W(g). On considere la famille de fonctions
0= (@g)geA(g) définie par
1
Os(x) = - YooY wsrsWuabsi(x)
$/C€A(g)S ue W(8',8)

ou x € bg°. On considere 'application

[:W(g) — D Fbs, 2"(bs)),

SeA(g)
P — O,

Remarque Lapplication I est définie.

Lexpression de I'(¢)) dans la définition précédente se simplifie pour certains
groupes. Pour obtenir cette simplification, on a besoin du lemme suivant.

Lemme 5.4 On suppose que ® est irréductible de type Alll, CI, CII ou DIII. Soit
8 € A(g). On a légalité W(hg) = W2(bs) < (sa | o € 8).

Remarque  Ce résultat n’est pas vrai pour ® de type BI ou DI en général.

Démonstration D’apres la proposition 4.11, on a:
(5.1) W(bs) = W (®5) W (hs) W ((87)a).
Les groupes ci-dessus sont en produit direct. On sait que'on a
W(®5) C W(P) = W(hy)

et
W(bs) = W(bs) N We(be) < (s | o € 8\S7).

Si Card(87) < 1, égalité (5.1) permet d’obtenir le résultat. Supposons que
Card(8") > 2.

On pose U = (87)gp et m = Card(87). Le systtme WU est de rang m et U est
nécessairement un systeéme de type CI. En effet, en type CII, seules les racines courtes
sont non compactes et pour « courte, on a aR7(«). En type DIII, si « est une racine
non compacte alors 7(«) est compacte. On peut donc supposer que ¥ de type CI.
Lensemble 87 est 'ensemble des racines longues positives de ¥. On observe alors
que W(T) = W(T) < {(sq | € 87). Légalité (5.1) permet de conclure. [ |
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Lemme 5.5 On suppose que les facteurs simples de g sont de type AlIl, CI, CII ou
DIIL Soit ¢ € W(g). On a alors pour § € A(g)

1
e e — Wy—148.8(W)UY,—1,5.
Card( W (hs)) ue%g) 55 s

Démonstration On peut se ramener au cas ou P est irréductible. Soient 8,8’ €
A(g) tels que 8§ ~ 8" etu € W(8',8). llexiste v € W(hy) tel que v * 8’ = §
et w € Wi(bs) tel que u = vw. On remarque de plus que cette décomposition est
unique modulo W2 (hs/). On en déduit que I'on a Iégalité :

> wsrswus:

uc W(8",8)

L()s =

1

W Z Z wgr s(V)wsr g/ (W)vw.aps:.

veW(bg) we Wi(bg/)
v%8'=8

Comme la fonction g/ est invariante par rapport a s, pour & € 8’, en utilisant le
lemme précédent, on obtient :
1

m Z wsr s/ (W)w.abs:

we W (bgr)

1
a Card(W—@(bg)) ; V;bS/)WS/,s/(W)W.ws,,

On remarque ensuite que 'on a :

_ Card( W (bs)) Card( W (b))
Card( W¥2(bs)) '

On en déduit
N Z Z w&s(“)u (UFY
S $/cn(g)S ue W(s".8
_ Card( W’z(bg))
Card( W (bg)) Card( W (hg))

Card( W (b))
e ., Card( W2 (b))

> wsrswugs:

8’eA(q) ue Whgo)
ux8’'=8
1
= Wy—148,8 (WW.hy 1,8
Cad(W02) 0,
Le résultat est démontré. [ |
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Définition 5.6 Soit P une partie de A(g). On désigne par W(g, P) le sous-espace
des familles de fonctions de ¢ = (¢s)sea(q) € W(g) telles que ps = 0 pour 8 ¢ P.

On remarque que pour ¢ = (¢Ps)sea € T3(g), il n’y a aucun lien entre ¢g et
¢s: sibs = bs.. Or, on peut avoir § # §’. En effet, Papplication § € A(g) — hs €
Car(g) n’est pas injective en général, plus précisément, on a le lemme suivant.

Lemme 5.7 On suppose que ® est irréductible et n’est pas de type Bl ou DI ou de rang
supérieur a 3 en méme temps. Soient 8,8’ € A(g) tels quebhs = hg+, onaalorsS = 8.

Démonstration On a d’apres le lemme 1.15 P’égalité
P'(hs) = (§T)e U{ta € ® | a € 8\7(8)}.

De plus (87)¢ est soit vide soit un systéme de racines irréductible de rang Card(8")
d’apres le lemme 1.16. Supposons que Card(8”) = 1. En considérant les racines
longues et courtes de ®'(hs), on obtient que 8" = 8’7 puis 8\8” = 8'\8'” d’ou
8§ = 8’. Si Card(8") # 1, en considérant les composantes irréductibles de type A,
de ®"(bs), on obtient S\S8™ = 8'\8'" et (8§7)g = (8'7)s. Si ® est de type Alll, CII
et DIII, on a toujours Card(87) < 1 d’ou 8§ = 8’ d’apres ce qui précede. Si P est
de type CI et de rang au moins 3, I'ensemble 8" est 'ensemble des racines longues
positives de (87)¢ ainsi 87 = 8’7 et § = §’. Le cas ot P est de rang 2 et de type CI
est immédiat. ]

Soient 8,8’ € A(g) tels que b = hs-. On souhaite définir un élément ¢s g/ de
W (®°) de maniére canonique tel que ts g/ * 8§ = 8’. Il suffit pour cela de considérer
le cas ou @ est irréductible. Si 8§ = §’, on pose tg 5. = id. Sinon d’apres le lemme
précédent, on peut supposer que P est de rang au moins 3 et de type Bl ou DI. On a
’égalité suivante :

E(8) = {8 € (§7)x: | 7(B) = B} = E(8")

On pose E(8)™ = E(8) N A’ et E(8)° = E(8) N B’. La partie § posséde au plus un
élément T-invariant. Siun tel élément existe, on le note tg sinon, on pose ts = 0. On
observe qu’il existe une unique injection jg de E(8)¢ dans E(S)" telle que

8\ {ts} = {(axjs(a) | a€EE®)}.

pos
On considere aussi 'injection jg associée a 8. Comme on a im(js) U {tg} =
E(8)™ = im(js/) U {tg+}, il existe une unique permutation de E(8)" que 'on note
vs,s telle que

vs.5/(js(a) = js/(a) VaeE@S) .

D’aprés la sous-section 1.2, le groupe des permutations de S(A’) s’identifie a un sous-
groupe de W (®¢). Cela permet de considérer vs s- comme un élément de W (®°).
Par définition, ona~ys s = id, pour« € 8,ona~s s/ (a) € 8’ U—8' ainsiyg g/ *8 =
8’ et pour 8" € A(g) tel que hs» = bhs: = bhs,onays s =ys/.57 0 V55"

La définition suivante introduit un sous-espace de 13(g) tel que ¢s et ¢g- soient
reliés de maniére naturelle si hg = bg..
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Définition 5.8 On considere le sous-espace ﬂ“&( g) de W(g) des familles de fonctions
¢ = (¢s)sen(g telles que pour 8,8’ € A(g) vérifiant hg = Dhg-, on ait

vs.87-s = ws s/ (7s,5 ).

On peut a présent définir I'espace des intégrales invariantes J(g) comme un sous-
espace de W(g).

Lemme 5.9 Lespace 3(g) est le sous-espace de @(g) des familles de fonctions ¢ =
(ds)sc(q) telles que pour 8,8’ € A(g) vérifiant 8§ ~ 8’, on ait
(5.2) u.gs(x) = ws s () s (x)

reg

pouru € W(8,8') etx € hg".

Remarque La relation (5.2) correspond a la G-invariance des intégrales orbitales.
On a les inclusions suivantes : 3(g) C W(g) C W(g).

Démonstration Il suffit d’observer que pour 8 € A(g) et « € §, on a d’apres la
proposition 4.32, ws g(s,) = 1 et pour 8,8’ € A(g) tels que hs = bhg-, on a par
définition de 3(g) la relation wsg.s/(Vs,87 )08’ = Vs,87.9s. |

Proposition 5.10 Lapplication

I': W(g) — W(a),
W — T(1))

est définie et C’est un projecteur tel que im(I") = J(g).

Lemme 5.11 Soient§ € A(g) et o« € X"(bs). On considere Uapplication

It E(8) — E(Sa),

iss s(u) — isug s, (u)
08

1.(lp

avec 8’ € A(q)® etu € W(8',8). Cette application est définie et est une injection.

Démonstration D’apres la proposition 4.38, pour u € W(8’,8) et a € X™(bg),
onau € W(S}f,, Sa)oupf = uilapos, ainsi 'application Is , est définie. Montrons
a présent que cette application est injective. Soient 8’,8"" € A(g)%, u € W(8,8)
etv € W(S8",8) tels que Is o (is/.s(1)) = Isa(is/s(v)). Onaalors 8;,1.%05
81///*1,(1[,05

définition 2.8, on a I’égalité

etu oo =v ' Siaw L8, ilestclair que 8’ = 8”. Si a £8, d’apres la

8/ = {’y S Slflililpos

vyLla}U{a}={ye ;’,1_%08 v La}u{a}=28".

On en déduit ensuite que u = v. Le lemme est démontré. ]
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Démonstration de la proposition 5.10 On considére I'espace W(q) des familles de
fonctions ¢ = (¢s)sea(q) telle que

(i) Pour 8 € A(g), a € X"(hs) et w € Sym(bsg), on ait la relation de saut :
(O(w)ps),, = id(8, a)e(8, a)d(cs.a(w)) hs, o u(8, ) o jo.

(ii) Pour 8 € A(g) et € 8, on ait 1g o5, = Vs.
(iii) Pour 8,8" € A(g) tels que hg = b+, onait vs 5/.00s = ws g/ (7s,87)Ps".
Sur Pespace @(g), on considére une application I" qui a la méme définition que T

D’apres la proposition 4.24, les espaces @(g) et ﬁ?(g) sont isomorphes par I'applica-
tion

I: W(g) — W(g),

br— (%98) SeA()

De plus, par restriction, Papplication / induit un isomorphisme entre 3(g) et :s(g)
On remarque ensuite que lonaloT' = I'o L On en déduit qu'il est équivalent

de démontrer la proposition pour I et ﬁB(g) Soient 1) € ﬂB(g) et @ = 1"(1/1) avec
O = (Og)sea(y- Soient 8,8’ € A(g) tels que 8’ ~ Setu € W(8',8). On a
alors u.1s: € §(bs, u.E“C(bg/)) . Comme u.X"(hs.) C ®"(bs), on en déduit que

Os € &(bs, X™(bs)).
On considere 8" € A(g)%, v € W(S,8")etx € bg°. On a alors

Os v = —— 3 Y wesmwuis (v

N,
8 S/eA(g)s! uEW(S/,8"7)

:N;/ > > wsisr (v w).gbs(x)

S/CA(g)8" uEW(S,8"7)

—wSS//(W— YooY wersuas(x) = ws s (1)Os (x).

S'GA(J)S uc W(8’,8)

La propriété d’invariance est donc vérifiée pour ©. Montrons a présent les relations
de saut. Soient o € X"(hg) et w € Sym(Dhs). On pose S = u"'.a. Ona

(5.3) (6(W)®g) (x)

Z Z wg/_,g(u)sign(ﬁ)(8(u*1.w)wg/)ﬂpos(ufl.x).

S’eA q)S ue W(8',8)
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On a les égalités suivantes en utilisant le lemme 4.41 :
ws,s(u) sign(B)(Au™" . wipss) 5 (u™".x)
=d(8', Bos)ws s (1) sign(3)e(8, Bpos)O( 87,50, (™" W)) 1/15,;”5 o js(u"x)
= d(8", Bpos)ws; s, (We(S, )

A(csr g (™" w)) wg‘gpos o u(8', Bpos) © ja(u" x).

On en déduit que Pexpression (5.3) s’écrit :
i

(5.4) 2 D> S Bewsy s (we(S,a)
8 §/eA(g)s ueW(S",8)

A(csr g (™' w)) ¢sg;pos o u(8', Bpos) © jp(u~".x)
= L d(8, a)e(8, )K o u(S, ) 0 jo (),
Ns

ou

K= > ST s, (0(csalw) wis.

877 €A(w)Sa ups s g, (im(Is.0)

La derniere égalité découle du lemme 5.11 et des égalités suivantes (lemme 4.39)
A" apos, 8') = d(,8) et u(8', Bpos) ou ' =u"' o u(8, ).

Ensuite, on considere 6 cas différents, seuls 3 seront traités les autres sont laissés au
lecteur. On rappelle que ®* (resp. ®’*) désigne la composante irréductible de @
(resp. @’) contenant .

Cas 1 Supposons que P est de type A;. Soient 8’ € A(g) tel que 8’ ~ § et
ue W(8',8).Onaalors 8’ N ®* = Fet u~'.ac = . On obtient les égalités :

W(8,,8q) = W(8',8) o {id,sa},

E(Su) = U iS”.,S“ (PS”.,S(. (im(IS,u)) o {1d7 Sa})
877€A(g)8a

et comme d(8, &) = 1 d’apres le théoreme 4.19, cette décomposition est unique. On
en déduit que Ns, = 2Njg et la relation s, © j, = j, permet d’obtenir la relation de
saut.

Pour les autres cas, on supposera que ®“ est au moins de rang 2, ce qui implique
en particulier que que 7 fixe &',

Cas 2 Supposons que a &= S et 7(a) ¢ 8,. Soit 8’ € A(g) tel que 8" ~ 8,..
Comme le groupe Wi (bs:/) agit par permutation et transitivement sur 'ensemble

{£y € " |y €8"\8" Nnd*},
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d’apres les propositions 4.11, 4.12 et 4.13, on a P'égalité

(v apos | v € W(S”,8,)} = 8"\8"" N D* C B,

1011

Pour v € 8""\8"7 N &%, on pose 8'(y) = 8"\{}. Onaalors vy € L"(hs/(,)) et
8'(y)y = 8". De plus, ona 8’(y) ~ 8. En effet, soit ®; une composante irréductible

de ®. Si &, # P, on a d’apres la proposition 2.10,

Card(8'(y) N ®;) = Card(8"" N ;)
= Card(8, N ®;)
= Card(§ N P,).

Side plus, @; n’est pas de type A;, on a de nouveau en utilisant la proposition 2.10

Card(87(y) N ®;) = Card(8"" N ®)
= Card(8], N ®;)
= Card(8" N d,).

Ensuite, on a dans le cas ou ®; = ®°,

Card(8'(y) N ®*) = Card(8"" N®*) — 1
= Card(§, N ®*) — 1
= Card(8 N ®%).

et

Card(8'7(y) N ®*) = Card(8"'" N %)
= Card(8], N ®%)
= Card(8" N ®°).

D’apreés la proposition 2.10, on obtient que 8’(y) ~ 8. On en déduit les égalités

suivantes

wE"sa= | {ve W(8'(0),8) | v (@ =7} o {idys, ),

’)’ES//\S”TQ(I)"

=s0= U U ises.

8/€A(g)8a yES\8/'TNP

X ({V € pS”,Sa(im(IS,u)) | Vﬁl(a)pos = ’7} o {ld7 SW’}) .
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Comme s, ¢ W (bss/(,)) d’apres le théoréme 4.19, on obtient que N, = 2Ng et
I'expression (5.4) s’écrit :

Nisoﬂs, a)e(S, 0K 0 u(8, ) © jolx) =

NLSQd(S, a)e(S, Oz)( Z Z ws s, ()0 (cs.a(w)) uj/,s,,)

8/ €A(g)Sa ue W(8",8,)

ou(8, a) o ja(x).
La relation de saut est prouvée.

Cas 3 Supposons que 7(a) = a et a £8. Cela implique que ®° est de type BL Il
existe 3 € 8 unique telle «RB. On a alors 7(8) = S et 7(a + B) = a F 5; de plus,
8, N P ne contient que des racines longues. Soit 8’ € A(g) tel que 8" ~ §,. Ona
alors les égalités :

(v (@pos [ v E WE,8)} = {7 € (8" NO")s | () =}
={3v£7()) eP| 78 TNO v >7(7)}
d’apres les propositions 4.11, 4.12 et 4.13. On note A(8’’) cet ensemble et on pose
A8 = AS"")N A’ et A(8")° = A(8"") N B’. La derniére égalité s’obtient en
remarquant que toutes les racines de 8’7 N ®“ sont longues. Comme P est de type
BI, poure € {£+1},0na %(’}/4'67'(’}/)) € X7¢si et seulement si %(’}/—ET(’}/)) € 3¢ On
en déduit que A(8"") et A(8')" sont en bijection par 'application %(7 +7(y)) €
A" < (v F (7)) € A8”)™. On note ng/» I'involution de A(8"’) qui met
en bijection A(8"')° et A(8’')"¢ par I'application précédente. Soit u € A(8’')", on
aalors 1 £ 0s/(11)pes € 8" et on pose 8'(u) = 8" U {u}\ {1 £ 187 (1)p05}- On
observe que 8'(1) € A(g) et 8'(11)y,, () = 8''. On montre ensuite que 8'(p) ~ 8.
En effet, soit ®; une composante irréductible de ®. On suppose que ®; # ®. En
utilisant la proposition 2.10, on a alors les égalités
Card(8'(u) N ®;) = Card(8"' N 1)
= Card(8, N ®4)
= Card(8 N ®;).

Si @ n’est pas de type A, on obtient aussi

Card(8'(u) N @) = Card(8"" N @)
= Card(8], N &)
= Card(8" N ®,).

https://doi.org/10.4153/CJM-2009-049-x Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.4153/CJM-2009-049-x

Transfert des intégrales orbitales pour les algebres de Lie classiques 1013

Si®; =P ona
Card(8'(p) N ®*) = Card(8"" N &) — 1
= Card(§, N ®*) — 1
= Card(8§ N &%)
et
Card(8'(p) N ®*) = Card(8"7 N &) +1
= Card(8], N &%) + 1
= Card(8" N ®%).

On en déduit d’apres la proposition 2.10 que 'on a 8’(x) ~ 8. On remarque ensuite
que Pon a sy, ), = N7 (1) avee (it — 1511 (1)) pos € 8’'7. On en déduit les

pos

égalités :
W(8”7 Sa) = U {V e W(SI(M)7 8) | V_l(a)pos = M} o {idusﬂ—ns//(u)}u
NEA(S//)HC
8= U U isvs({ve psrsUsa) | v (@)pes = 11}

S/ eA(g)8a pEA(S/)ne

o {ld, Su—ng //(N)}) :

Supposons que s,y ,, ;) € W(bss()). Comme € 8'(u)7, on a alors d’apres
la proposition 4.11 que g/ (1) € (8'(1)")s. Ceci est absurde ainsi s, ,,(u) ¢
W (bs+(w). On en déduit que la décomposition de la derniere égalité est unique et
Nsg, = 2Ns. Ensuite comme la fonction g/ est invariante par rapport a s, pour
v € 8’7, égalité (5.4) s’écrit :

L d(8,0)e(8, @)K o u(8, ) o ja
Ns

— iw( Z Z ws s, ()0 (cs,a(w)) u.wgu)

Ng ‘
8" eA(g)Se u€psrr g, (im(Is o))
HEA(8)" ufl.ozposzp,
o u(8, ) o jalx)

.d(8, a)e(8,
il (D DI SINIED DI P
Sa 877 €A(g)Sa EAS' ) u€ps s 5 (im(ls o))
uil.aposzu

X D(c5.0 (W) b5+ w515, (g 0)D (5.0 W) S, 0 V5] )

ou(8,a) o ja(x)

Z Z ws s, ()0 (cs.a(w)) u.wgn)

8/ €A(g)Se ue W(8'',84)

_ (S, 0)e(8,0)
TN,

a

o u(8, ) o julx).
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La relation de saut est vérifiée.

On a montré que © € @(g). D’apres le lemme 5.9, on a im(I") C 3J(g). Ensuite
pour ¢ € 3(g), on a I'(xp) = ¥ ainsi im(I") = J(g). II est clair que I' est un
projecteur. ]

On souhaite a présent comparer les valeurs de €G et €g, quand cela a un sens. On

ne peut pas a priori définir le transfert si ces valeurs ne coincident pas.

Définition 5.12 Soit ¢ € Str(®P). On note 6, la réunion des composantes de ¢ de
type B,. On pose Py = {a € XY N0y | T(a) = a}. On suppose que ¢ vérifie la
propriété suivante : Soient o, 3 € P4 dans la méme composante irréductible de ¢,
alors {y € Py | o« <y < 8} = @. On dit alors que ¢ est adaptée a 3.
Théoreme 5.13 Soit ¢ € Str(P). On suppose ¢ adaptée a . On a alors

(8, ) =€, (S, )
pour tout § € A(gy) et v € Egc(bg) si et seulement si g ne possede pas de composante
simple de type Cl et de rang supérieur a 3.

Remarque Comme ¢ est un sous-systeme de racines de @, on a I'inclusion

S (hs) C S (b).
Démonstration On consideére deux cas.
Cas 1 On suppose tout d’abord que 7(c) = a. Le systeme ® est plein. Si “ est de
type Aj, I'égalité est évidente. De méme, si ¢ est de rang 2, ®* est une composante
irréductible de ¢ et Pégalité est aussi vérifié.

Sinon ®“ est de type BI ou CI et de rang supérieur ou égal a 3. Le systéme ¢’ =
¢ N ®* est une c-structure de . On considere la décomposition de ¢’ suivantes :

¢ =goU--Udy,

ol ¢ est la réunion des composantes irréductibles de type A; de ¢’ et les ¢; avec
i > 1 sont les composantes irréductibles de type B,. Comme ¢ est adaptée a ¥, on
peut supposer quitte a réindexer les indices des ¢; que I'on a la propriété

a€ ¢, fE¢jm(a)=a,7(8)=pF avecl <i < jimpliquea < f.
Comme D est plein, ona 7(¢’) = ¢’ et 75» = 7|4/, cela permet d’obtenir la relation

Ega((8N®Y)) = |J Ey((8N ).

0<i<n
On suppose que o € ¢;. On en déduit alors d’apres le théoreme 4.44 que

E(S,O[) — (_I)Card{ﬁGEq,o(Sﬂ@")|{3<a}

_ (—1)25:0 Card{BEE,, ((8N¢)|B<a}

— €6, (8, @) (=) Card(E,, (SN ).
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Cas 1a Si @ est de type BI, ¢’ posséde un unique facteur de type B, etn = 1. La
racine « est courte dans @ et est 'unique racine courte de 8, & € ¢;. De plus les
éléments de 8 N ¢y sont des racines longues non 7-invariantes. On en déduit que
Eg, (8 N ¢pp) est de cardinal pair d’oti I'égalité €(8, ) = g, (8, ).

Cas 1b Si ®* est de type CI. La racine « est longue dans ®* et E3, (S N ¢;) =
(8 M @i)1ongues 'ensemble des racines longues de 8 N ¢;. On en déduit que

6G(87a) — (— Card{ﬁeslongue|ﬁ<asﬂ¢¢J}
=(=1
. (5,)

ol Songue désigne 'ensemble des racines longues de 8.

Si @ est au moins de rang 3. Le systtme ¢’ posséde au moins deux facteurs
irréductibles et les racines longues sont 7-invariante et imaginaires non compactes.
I existe une racine /3 longue telle que 3 ¢ ¢;. Si § < o, en posant § = {3}, ona

€6(8, ) = —eg, (8, ).
Sia < (3, enposant § = {a}, on obtient (8, 5) = —€g, (S, ).

Cas 2 On suppose que 7(a) # . Comme ¢ est adaptee a 3 (¢f. définition 5.12) et
d’apres le théoreme 4.44, on a €(S, o) = 1 (dans tous les cas). Soit 1) la composante
irréductible de ¢ telle que o € . Si 9 est de type B,, on sait alors que 74(a) =
T(a) # a, et on a d’apres le théoreme 4.44, €(8, o) = €g,(8,a) = 1. Sit) est de
type Ay, on a alors aussi €g, (8, ) = 1 et la relation est de nouveau vérifiée. [ |

On souhaite a présent construire une application de transfert de 3(g,) dans ﬂ?(g).
Pour cela, on procede en deux étapes. On définit tout d’abord une application de
3(g4) dans W( g, A(gy)) puis une application de W( g, A(gy)) dans W(g). 11 ap-
parait Pobstruction suivante :

Si @ est de type CI et de rang supérieur a 3 alors les signes eg(8, a) et €g, (8, ) ne
coincident pas en général. On est donc amené a considérer une sous-classe de I :

Définition 5.14 Soit G dans la classe J{. Si G ne posséde pas de facteur simple de
type CI et de rang supérieur a 3 alors on dit que G est dans la classe H'.

Dans la suite G désigne un groupe dans la classe H(’.
Lemme 5.15 Soit ¢ € Str(®). Alors ¢ est adaptée a 3.

Démonstration On peut se ramener au cas ol ® est de type A” ou irréductible. Si
® est de type A}, ona 0, = Py = @ (définition 5.12) et ¢ est adaptée. Si P est
irréductible et de rang 2, on 6, = @ ou ¢ et le résultat est clair. Si ® est irréductible
et de type différent de CII, alors ¢ possede au plus une composante de type B,, on
en déduit que ¢ est adaptée. Si ® est de type CII et de rang supérieur a 3, les racines
T-invariantes sont compactes ainsi P, = & et ¢ est adaptée. Le lemme est démontré.

|
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On introduit une relation d’ordre sur A(g).

Définition 5.16 Soient 8,8’ € A(g). On note § < 8’ si il existe une suite § =
So,..-,8, = 8 de A(g) et des éléments «; € X"(hg,) pour 0 < i < n tels que
(81)a, = 8ix1pour 0 <i < n.

Définition 5.17 Soit P une partie de A(g). On considere les parties de A(g) suiv-
antes :

P={8 e Ag) |ilexiste 8’ € Ptel que 8§ < 8'},
A(g)? = {8 € A(g) | il existe 8" € A(gy) tel que hs = bs:}.

Pour § € A(g), on considere ’ensemble suivant :
Supp(8) = {8" € A(g)? | § < 8'}.

Lemme 5.18 On suppose que P est irréductible et n’est pas de type B1, Cl ou DI1. Soit
S € A(g). On suppose que Supp(8) # @. On a alors § € A(gy).

Démonstration Soit 8’ € Supp(8). I existe alors 8’ € A(gy) tel que hs/» = bs..
Cela implique d’apres le lemme 5.7 que P'ona 8’ = 8 ainsi 8’ € A(gy). Ensuite, il
existe une suite § = 8p,...,8, = S de A(g) et a; € X"(bs,) pour0 < i <n—1
tels que 8;,, = 8;1;. Comme ® n’est pas de type Bl ou CI, on a «; L 8, ainsi
8" ={ag,...,ay—1} US. Comme 8’ C ¢, on en déduit que 8 € A(gy). [ |

Lemme 5.19 On suppose que @ est irréductible et n'est pas de type Bl ou Cl. On a
alors A(gy) = A(g4).

Démonstration On a linclusion A(g,) C A(gg). Soit 8 € A(gy). On a alors
Supp(8) # @ ainsi, si & n'est pas de type DI, d’apres le lemme 5.18,0ona 8§ € A(gy).
Si ® est de type DI, il existe 8’ € A(gy) tel que § < 8. Cela implique que § C 8’
ainsi 8 € A(g,). Le résultat est démontré. [ |

Si @ est irréductible de type B, il existe une unique 2-structure ¢ de ® contenant
¢. Soit n le nombre de composantes irréductibles de v de type B,. On identifie alors
8, avec le groupe des automorphismes extérieurs de 1 qui fixe I’ensemble des racines
positives 1) N 3. On désigne par S(P, ¢) le sous-groupe de S, des permutations des
composantes de type B, I de ¢. Il s’agit des composantes dont les racines longues
sont non compactes. On a S(®, ») C Ws(hg). Si @ n'est pas de type BI, on pose
S(®,¢) = {id}. Si ® est non irréductible, on pose S(P, ) = S(Py, ;) X -+ X
S(@p, ¢p)sou ® = Py U---U P, estla décomposition en composantes irréductibles
de ®et p; = ;N .

Sur Pespace quotient Car(g)/ G, on consideére 'ordre (de Hirai sur g) suivant :
Soient 8,8’ € A(g), on pose [hs] < [hs/]sibg C bg, ot hg et bg, sont les parties
déployées des sous-algebres de Cartan. On rappelle que l'on dit que I'ordre de Hirai
sur g est linéaire si pour 8,8’ € A(g), les sous-algebres de Cartan bg et hs, sont
conjuguées dés que Card(SNW¥) = Card(8’N¥) pour toute composante irréductible
U de .
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Définition 5.20 Soit ¢ € Str(®). On dit que ¢ est suffisante si les ordres de Hirai
sur g et g4 sont linéaires ou non simultanément.

Lemme 5.21 On suppose que G est dans la classe H' et ¢ est suffisante. Ona A(g,) =
S(®, ¢) * A(gy).

Démonstration On peut se ramener au cas ou ® est irréductible. Si ® n’est pas de
type BL, on a S(®,¢) = {id} et d’apres le lemme 5.19, on a A(gg) = A(gy). On
en déduit le résultat. On suppose a présent que ® est de type BL. Soit § € A(gy). 11
existe 8’ € A(gy) tel que § < 8’. Si 8 ne possede pas de racine courte, alors § C 8’
ainsi 8§ € A(g,). Sinon § possede une unique racine courte que 'on note c. Si a est
aussi une racine courte de ¢ alors on obtient de nouveau que § € A(gy). Si a n'est
pas une racine courte de ¢, il existe une unique racine courte positive de ¥ que 'on
note [3 telle que « &+ 8 € 8'. Cela implique que 'ordre de Hirai de g est non linéaire.
Ainsi, comme ¢ est suffisante, ¢ posséde une (unique) composante irréductible de
type B, I. On note g (resp. (y) la racine courte non compacte (resp. compacte) et
positive de cette composante. On pose W = Sy_q,55—35,- On a alors w € S(P) et
w8 € A(gy). Linclusion S(®, ¢) * A(gg) C A(gy) est évidente. On en déduit le
résultat. ]

On peut a présent définir une application de transfert de 3(g,) dans W(g, A(gy)).

Lemme 5.22 On suppose que G est dans la classe 5’ et ¢ suffisante. On considere
Papplication

Ag: 3(84) — W(g,Ag4)),
P — 0,
ol
1

%5 = Card (5(0,9))

> wsns®f s,

teS(0,9)
tx8E€A(gy)

avec & € A(gy). Cette application est définie.

Démonstration Soient 8 € A(gy) ett € S(P, ¢) tels quet * 8§ € A(gg). Comme ¢
est un sous-systéme de racines de ®, on a ¢t~ 23 (hus) C t71.3%(hys) C ®™(bs)
etfs € F(bs,X"(bs)) pour § € Agy).

Soitar € 8. On aalors t.crpos € t * 8 et Pyus © St = Pyxs ainsi on a

fsosy, =0s Vaces.

On considere a présent w € Sym(hsg) et € 3"°(hg). On a égalité

(5.5) (O(w)bs),,
1

__ v , .
= Card(3(,9) Z ws s (W) sign(t.a)t ™ (OEW)Pras) .-

te8(2,0)
tx8E€A(gy)
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Sit.apos € X7(hs), on a d’apres les lemmes 4.41, 5.15 et le théoréme 5.13 les égalités
suivantes :

ws rx8 (W) sign(t.a)tﬂ . (3(t-W)1/)t*S>r.ap05
= i€, (8,0)Dg, (8, a)ws s (w) sign(r.a)t ™"t W)rss,
(e} l/l(t * 8, t.apos) o jt~apos

— i66(8, ) DG (S, )ws, rus, (W™ D(EW)res, © UL % S,1.0lpos) © frape.-

Sia L8 onatx$, € A(gy) sietseulementsit* 8 € A(gy) ett.opes € E‘;f(bg).
On en déduit que Iégalité (5.5) s’écrit :

.€6(S, ) Dq(8, a) 3

* “LO(cra, (t. .
" Card(S(®, 0)) 5,105, (W0 Cran (1:W) Vs,

teS(®,9)
%8, EA(gy) .
¢ O Ut * 8, £.0pos) © Jr.ape

= ieg(8, 0)Dg(8, a)bs, o u(8, @) o ja.

La relation de saut est démontrée dans ce cas.

Si v 8 alors ordre de Hirai de g est non linéaire ainsi ¢ posséde une composante
irréductible de type BI et de rang 2 (qui est unique). On note «y la racine courte
compacte et positive de ce facteur. On a alors .apes € X3 (Mg si et seulement si
t.0pos = oy ce qui équivaut a t * 8, € A(gg). Comme dans le cas précédent, on
obtient la relation de saut. Soient § € A(g)\A(g,) et a € X™(bg). On a alors
fs = 0 et on a nécessairement S, ¢ A(g,) ainsi la relation de saut est vérifiée et le
lemme est démontré. [ |

On souhaite a présent définir une application de transfert de ﬂB(g, A(gé)) dans
W(g).

Lemme 5.23 On considere lapplication

By: W(g, Algy)) — W(g),

Q/J — 6‘,
ou
1
§ = ———— ws, *S(t)t71'¢ *8 -
Cal‘d( W(b@)) [EWZ(I)Z) t t
r+8E€A(gy)

Si la somme précédente est vide, on pose O = 0. Cette application est définie.
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Démonstration Soit$ € A(g). On observe quel’onaflg € ‘&(bg, Enc(bg)) . Soient
a € ¥™(hs) et w € Sym(bsg). On obtient les relations suivantes :

_ 1 ~ -1
Os)e = d (W ibe)) te%m wasns ) SRt O
t+8E€A(a,)

D(S a)e(8, a) Z

ST o5, (DF 0 Cres i (t:1)) e
Card( W (b)) W8, 18, ()10 (Cu8 gy (1-W)) Vs,

te W(bg)
xS E€A(gy)
%8, €A(gy)

O U(t * 8,1.0pos) © Jr.ap,-

Comme par définition de I'ordre sur A(g), onat * 8 < t * §,, on en déduit que
t* 8, € A(gy) implique  * 8§ € A(g,). Lexpression précédente s’écrit :

. D(S, )e(8, ) Z

-1
YR I Y * .0 xS t.av . *
Card (W (2) 8,105, (0.0 (€128 0y (1)) s,

te W(bg)
%8, EA(84) o u(t * S, 1.00pos) © Jr.ape

=iD(8, @)e(8, a)d(cs.a(w)) s, o u(S, ) o jq.

On a montré que 0 € W(g). Soient 8,8’ € A(g) tels que hs = bs-. Par définition,
onatggss € W(bhg) et onalarelation tg /.05 = ws s/(ts,s/)fs/. Ona montré que
0 € W(g). [ |

Définition 5.24 Soient G dans la classe H{’ et ¢ € Str(®). On suppose ¢ suffisante.
On considere 'application

Try: 3(as) — (o),
w — 1—‘ OB(:9 OAO(’(/J)7
On peut maintenant énoncer le principal théoréme de cet article.

Théoreme 5.25 Soient G dans la classe ', ¢ € Str(®) et 1) € I(gy). On suppose
que ¢ est suffisante. On considere la famille de fonctions © = (Og)seca(q) définie par

Os)=— > > wesswwis.
S €A(gy) WEW(S',8)
8§'~8

On aalors © € 3(g) et Try(v) =

Démonstration D’apres le lemme 5.22, ona A4(y) € ﬁB( g, m) , puis d’apres le
lemme 5.23, on a By 0 Ay(¢)) € W(g) et enfin la proposition 5.10 permet d’obtenir
que Try () € 3(g). En posant s = 0 pour § € A(g)\A(gs). On obtient pour
8 € A(gy),

1 _
D wses O s,

As(P)s = m teS(®,0)
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Comme pour 8§ ¢ A(g,) etw € 8(P,¢), onawx*8 ¢ A(gy), en posant Ay(¢))g =0
pour 8 € A(g9)\A(gy), la relation précédente est vérifiée pour tout § € A(g). En
utilisant I'inclusion 8(®, ¢) C W (hg), on obtient ensuite les égalités suivantes pour

S € Ag)
Bso Ay — wag,s,uxs (Wu~
0 Ad)s = G [e% 6.5 e (1)
1
Y s ansO s
(Card(s(q)’(b)) 1€8(,0) )}
1
TRy — w usxs (W)U sk
= Card(W b)) e;) | G.8uxs (WU Wyus.
Ensuite, on a
Trs()s = — Y. Y wass(n(ByoAs))g,
s cA(g) vEW(8',8)
8/~8
et
Z wG’S/’S(V)V.(Bo‘ OAo(w)) s
veEW (S',8)
1
= ) wous s ) s
Card( W(bg)) vEW(8'.8)
uc W(hg)
On en déduit que
Trs()s=— > > was svs:
S EA(g) vEW(S',8)
§'~8
Le théoréme est démontré. |

6 Décomposition des intégrales invariantes

Lobjectif de cette section est de montrer que les intégrales invariantes se décom-
posent naturellement suivant les c-structures maximales de g. On montre ce résultat
pour les groupes de la classe 3 qui ne possedent pas de facteur simple de type BI et
CI de rang supérieur a 3. Ce résultat est équivalent a dire que I'application Tr, est
surjective si ¢ est une c-structures maximale. Le principal résultat de cette section est
le théoréme 6.21. Pour obtenir ce résultat, la méthode consiste a définir un projecteur
sur Pensemble W(g) (définition 6.6) qui permet de décomposer cet espace.

https://doi.org/10.4153/CJM-2009-049-x Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.4153/CJM-2009-049-x

Transfert des intégrales orbitales pour les algebres de Lie classiques 1021

Définition 6.1 Soit G dans la classe J. Si g ne possede pas de facteur simple de
type Bl et CI, on dit que G est dans la classe H"’.

Dans cette sous-section G désigne un groupe dans la classe F''.

Lemme 6.2 Soient S € A(g) et v € ¥"(hg). On a alors €(S,a) = 1, L S et
D(8,a) = 1.

Remarque Onaaussi cs o = ¢, et u(8, o) = idyg, (définition 2.8) et tout élément
de Str(®) est suffisant.

Démonstration Il suffit de considérer le cas ot @ est irréductible. D’apres la sous-
section 1.2, on a o = $ ainsi D(8,a) = 1. De plus, si @ est au moins de rang 3, on
aT(a) # adoue(S,a) = 1 dapres le théoreme 4.44. Si ® est de rang 1 ou 2, on
obtient aisément que I'on a aussi €(S5, o) = 1. [ |

Lemme 6.3 Soit ¢ € Str(®). Ona A(gg) = A(gy) et Papplication

3(gg) — W(g),
¢—0,

ot 0s = ¢s si & € A(gy) et 0 sinon est définie. Cette application identifie 3(g4) a un
sous-espace de sm( g, A(gé)) .

Remarque Lensemble A(gy) est défini par la définition 5.17.

Démonstration Soient $ € A(g) et @ € X™(hg). On a alors @ L 8 d’apres le
lemme 6.2. On en déduit que

A(gy) = {8 € A(g) | ilexiste 8’ € A(g,) tel que 8 C 8'},

etS C 8’ équivauta § < 8’. On en conclut que A(gy) = A(gy) et le reste du lemme
découle de cette propriété. ]

Soient § € A(g) et o € ¥™(bs). On pose pour x € bsg,

Xa

Sigs(a)(x) = sign(a(x))/2 et x, = >

ou X, est la coracine de a. On considére x, comme un élément de Sym(bs). On
fixe une base B,(8) de ker(er) C bhs. On note pour I € N, 5851(8) Pensemble des
mondmes de Sym(hs) engendré par B, (8) et de degré au plus I. On fixe une fonction
plateau n: R — [0, 1] qui vérifie Supp(n) C [—1,1] et n(t) = 1 pour || < %

Définition 6.4 Soient P une partie de A(g) et @« € X"(hy). On considere les
parties suivantes de P :

P,={8€P|ae8} et P'={8cP|a¢s}
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Lemme 6.5 Soient P une partie de A(g) et « € X"(hg). Supposons P, # . Soit
S € P, Onaalorsa € S oua € X"(bg). Si P = P alors P® = P,

Démonstration Supposons que v ¢ 8. 1l existe alors une suite § = Sy, ..., 8, = 8’
eta; € X™(bs,) pour 0 < i < n—1telsque(8;)a, = 8i+1,8’ € Peta € §’. Comme
o; = 8; dapreslelemme 6.2,0na 8’ = SU{a; | 0 <i < n—1}. On en déduit qu’il
existe i tel que o = «; et « Ls. |

La définition suivante introduit 'opérateur qui permet de décomposer I'espace
W(g).

Définition 6.6 Soient a € X"(hgy) et v € W(g). On considere la famille de
fonctions § = (0s)seca(q définies par

8igs(a) 37, p. Dn(Ap(s)a(x)) (Oxh)Ys), sia € Tm(bg),
Os(x) = 4 ¢s sia € 8,
0 sinon,

pour 8§ € A(g) et x € hg®, out A,(1hg) = max(A,M,(1)s)2%F, 1) avec

M,(ps) = sup [0(w)(O(xh)s),(x)],
w'eB(8)
x€Eker(a)

et

S
~
I

sup |n(q) (x)]-
x€R,0<q<p

On pose A, (1)) = 0.
Remarque Lapplication A, nest pas linéaire.

On pose pour p,q € Navecqg < p,C;, = (pf—;)!ql.

Lemme 6.7 Avec les notations de la définition précédente, on a pour § € A(g),

Aa(®)s € (s, =™ (bs)).

Démonstration Si« ¢ X"¢(hg), cela est clair. Supposons o € X2¢(hg). Pour ¢ €
F(bs,X™(bs)) et p € N, on pose

(x)

sp(9) = n(Ap(@)a(x)) (O(xE)g),.
Onas,(ys) € ‘&(bg, ¥r¢(hs,) U {a}) . Comme d’apres le lemme 6.2, ona a L 8,

on obtient que s,(¢s) € Ty(bg,E“c(bg)). Soient r € Ntel que 2r < p — let
we B(§).Ona

O, )5y (0s) = Zcr(p ) (18 (1)) D) Dt s). ).
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ainsi

r q
00, )5 W) < A D s A My ()
q

= (p— D' A ()

< ApMp(U)S) 2P

< =2 <27k
AP (ys)

On en déduit que la série > » 0(wx],)s, (1hs) converge normalement sur b et on en
conclut que A, (¢)s € F(bs, X"(bs)). u

Les deux résultats suivants donnent les principales propriétés de 'application A,,.

Proposition 6.8 Avec les hypotheses de la définition précédente, Iapplication
Aq: W(g) — W(g)

est définie.

Démonstration On considére § € A(g) et v € W(g). Sia ¢ X"(hs), on a
Ao(1)s = 0 ou s, ainsi Ay (1)s € F(bs, X"(bs)). Siar € X"(hs), ona

Au(¥)s € &(bs, 2"(bs,) U{a}).
En utilisant le lemme 6.2 et la proposition 2.2, on obtient que 'on a
S"(bs,) = {y € 2(he) | 7 L 8} = {7 € X™(bs) | v £ a}.

On en déduit que A, (¢))s € Ty(bg, E“c(bg)) . On souhaite a présent vérifier les
relations de saut. Soient & € A(g), 8 € X"(bs) et w € Sym(bhs) tels que w = W'x/g

ouw' € Sym(ker(ﬁ)) et r € N. D’apres le lemme 6.2, on a €(8,3) = 1. On
considere cing cas.

Cas1 Sia € 8,ona (d(w)\a(¢)s); = iD(8, 3)9(cs(w)) s, 0js. Comme 3 L 8,
d’aprés lelemme 6.2, onaa € SU {f} = Sz et

A(cs(w)) Aa(W)s, = O(cs(w)) U,
On en déduit que la relation de saut est vérifiée.
Cas2 Sif=a.Ona:

(OW)Ao(Y)s), = 0w )(D(x)s),
=iD(8, )O(w")O(co (X\))s,, © ja
=iD(8, )0(ca(W))Aa(¥))s, © ja-

Ce cas est résolu.
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Cas3 Sif L acta e XN™(hs). Ona:
(OR)(OIPs) ) 5 = ((Oixt)Ys) )
=iD(S, a)< 5(x£)5(c/5(xf3)) ¢5‘3> o

On en déduit que la relation de saut est vérifiée.

Cas4 Siff f o, € Z"(bs) et B # a. Onaalors § ¢ X"(bs,). Cela im-
plique que la fonction s, et ses dérivées a un saut trivial en x par rapport a 3 ainsi
<Aa(1/})s>/3 = 0. Onaaussi a ¢ X"(hg,) ce qui implique que A, (1))s, = 0. Ona
la relation de saut.

Cas5 Sia ¢ Seta ¢ ¥"(hg,). Onaalors A,(¢))s = 0. De plus,ona« ¢ Sg et
a ¢ ¥™(bs,). On en déduit que A, (1))s, = 0 et la relation de saut est obtenue. La
proposition est démontrée. [ ]

Lemme 6.9 Soient P une partie de A(g) telle que P = P et € W(g, P). On a alors
An() € W(g, P,) et Ap(3p) — ¢ € W(g, P*). On a en particulier I'égalité :

MW(g, P) = W(g, P,) + W(g, P?).
Démonstration Comme P = P,ona
P,={8cP|ilexiste 8’ € Ptelquex € 8" et 8§ < 8'}.

Soit § € A(g) tel que 8 ¢ P,. SiS ¢ Peta ¢ X"(hg),ona A,(¥)s =0.Si8S ¢ P
eta € ¥"(hg), comme P = P,ona 8§, ¢ Painsi A,(¢))s =0.Si8 € Petaw [ 8§,
on a nécessairement « ¢ 8§ ainsi A,(¢))s = 0. Sinon, ona § € P, a € X"(hg) et
8o ¢ P. Onaalors A,(¢)s = 0. On a montré que A,(¢)) € W(g, P,). Ensuite on
alA,(Y)s — s = 0des que a € §, ainsi A,(¢0) — ¢ € W(g, P*). Le lemme est
démontré. [ |

Lemme 6.10 Soient P une partie de A(g) telle que P = Pet o € (). On a alors
P, = @ si et seulement si P* = P. Pour § € ¥"(hg) telle que 3 Jéa, ona(Py)s = 2.

Démonstration Supposons que P, = &. On a toujours P* C P. Soit § € P. Si
a € 8. Onaalors § € P, ce qui est absurde. Ainsi ¢ S et § € P*. Supposons a
présent que P® = P. Si P, # &, soit 8 € P,. Il existe alors 8’ € P tel que § < 8’ et
a € 8’. On en déduit que 8’ ¢ P ce qui est absurde. L’équivalence est démontrée.
Supposons (P,)g # @. Soit 8§ € (P,)p. Il existe alors 8’ € P, tel que § < 8’ et
B € 8'. 1l existe ensuite 8’ € Ptel que 8’ < 8" et & € 8"'. On en déduit que
a, 3 € 8" ce qui est absurde. [ ]

On souhaite montrer que Try est une application surjective si et seulement si ¢ est
maximale (cela signifie que toutes les sous-algebres de Cartan de g sont representées
dans g, a conjugaison pres, voir la définition 2.13). La proposition suivante montre
que Str™™(®) est non vide et que les c-structures sont uniques & conjugaison pris
sous W (P°).
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Proposition 6.11 On a Str™(®) # & et le groupe W (bg) agit transitivement sur
Str™*(d).

Démonstration On peut se ramener au cas ou P est irréductible. Supposons tout
d’abord que @ est de type AIIl, DI ou DIII. Soit ¢ € Str(®). On pose S = ¢ N
3"(hgy). Comme les composantes irréductibles de ¢ sont de type A;, on a alors
S € A(gy) et hs est un élément maximal de Car(gs) pour l'ordre de Hirai. On
observe ensuite que ¢ est maximale si et seulement si hg est un élément maximal de
Car(g) pour Pordre de Hirai. Soit 8 € A(g) tel que hg soit maximal dans Car(g).
Posons ¢ = SU-8Upouy € Str(¥) et ¥ = {aw € & | « L §}. On a alors
¢ € Str(P) et pNE"(hgy) = SUYNE"(hgy). On a nécessairement YNX"(hy) = &
ainsi on en déduit que 'application

Str™"™ (@) — {8 € A(g) | bs maximale},
¢ — ¢ N E™(bs)

est surjective. Cela implique en particulier que Str™™(®) est non vide. Soient
¢, ¢’ € Str"™*(®). Comme l'application ci-dessus est W (hg)-invariante. Il existe
w € W(bhgy) tel que w.¢p N X*(hgy) = ¢’ N X°(hy). On se rameéne au cas ol
oNX"by) = ¢’ N X"(hy). Ensuite,ona ¢ NV, ¢’ N ¥ € Str(V) ainsi, il existe
w' € W(P) tel que w.¢p N ¥ = ¢’ N ¥ d’apres la proposition 1.4. Comme bg est
maximal, on a ¥ = U¢ d’ou le résultat.

On suppose a présent que ® est de type CII. On peut alors supposer que 7 fixe les
racines longues de ®. Soit § € A(g) tel que hg soit maximal. On a alors § N 7(8) =
& et pour o € §, a et 7(«) engendrent un sous-systeme de type B, de ®. Soit
¢ = Uyesla,T(@))o Upouy € Sr(W)et¥ = {3 ® |3 L a,7(a)Va € 8}.
En remarquant que tout élément de Car(g) est conjugué a un élément de {bhs |
8’ C 8}, on en déduit que ¢ € Str™™(®P). Soient ¢, ¢’ € Str™* (D). Les éléments
de ¢ N X™(hs) ne sont pas fortement orthogonaux. Soit § une partie maximale de
PpNE"(hs) telle que SN7(8) = @. Onaalors § € A(gy,) et hs est nécessairement un
élément maximal de Car(g). On considére aussi un élément 8’ € A(g) associé a ¢’.
On en déduit qu’il existe w € W () tel que wx 8§ = 8’. Comme pour o € SUS’, il
existe un unique sous-systeme de racines de type B, de ® contenant v, on en déduit
que w. J,cs (0, 7(@))as = U, s/ (@, T(@))s. On peut se ramener au cas ol

U (a,7(@))e = U (e, 7(@))s.

a€s aes8’
Onpose U ={e€®|[ L8UT(S)}. Onaalors ¥ C ®°etpN¥,p'NY € Str(V).
On sait alors qu’il existe w € W () tel que w.(¢ N ) = ¢’ N V. La proposition est

démontrée. [ |

Gy
Théoréme 6.12 Soient ¢ € Str(®) et 8,8’ € A(gy) tels que S ~ 8'. On a alors

WG,,8,8" = WG,8,8"| We, (8,8")-
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La démonstration de ce théoreme nécessite quelques lemmes préparatoires. On
rappelle que le systeme de racines ¢ est plein et 'ensemble ¢* = ¢ N X est un ordre
sur ¢. On considere 'involution 7/ = 7, induite par 7 sur ¢ (définition 1.20). On
sait d’apres le lemme 1.21 que 7' est ¢"-admissible. Dans la suite, on considérera
les résultats liés aux groupes de Weyl de G4 exprimés grace a /. On fixe un élément
S € A(ag).

Lemme 6.13 Onalégalité 87 =8 U {a € 8| 7(a) ¢ ®}.

Démonstration Soit o € 87. Si 7(a) # 7' (), alors 7(c) ¢ P ce qui est absurde.
Onadonc7/(a) = 7(a) et € 8'". On a montré I'inclusion 8™ C $7'. Ensuite, on
obtient aisément 8™ U {a € § | 7(a) ¢ ®} C 87'. On considére a présent v € 8"
et on suppose que 7(a) € ®. Cela implique d’aprés la définition de 7’ que 'on a
7'(a)) = () et o € 87. Le résultat est démontré. [ |

Lemme 6.14 On a l'égalité F,(8)\8 = Fo(8)\S.

Démonstration D’apres le lemme 1.18, on a 7(8) N ®° = 7(8) N ¢°. Ensuite, on a
les égalités suivantes :

T8 Ne¢" ={r'(a) [a €S, '(a) #a} N¢f
={r(a) [ €8,7(a) #a} N ¢
7(8) N ¢ = 7(8) N @°.

Ensuite on se raméne dans le cas ot ® est de type A? ou irréductible. Si ® est de type
Al alors ¢ = @, 7/ = 7 et le résultat est évident.
Si @ est irréductible et n’est pas de type CII. On a alors

Fo(8)\8 = 7(8) N ®° = 7'(8) N ¢ = F4(8)\8.
Si @ est irréductible et de type CII. On a alors 7/ = 7, et
Fs(8)\8 = 7'(8) = 7(8) = Fa(8)\8.

Le lemme est démontré. [ |
Lemme 6.15 Soient o, 3 € ®. On suppose que o 1. S et 7(8) ¢ ® alors v L 7(3).

Démonstration 1l suffit de considérer le cas ot ® est de type A} ou irréductible. Si
® est de type AL alors ' = ® et le résultat est évident. Si ® est irréductible, il existe
B € ® vérifiant 7(5) ¢ P si et seulement si P est de type A, avec n > 2 et le résultat
est clair. ]

Lemme 6.16 On a les inclusions suivantes :
W87 )s) x We,(bs) € W((87)y) x Wanlbs), W(ds,) C W(Ds,).

Démonstration Cela découle des lemmes 6.13 et 6.14. [ |
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Lemme 6.17 On a les égalités suivantes :
E4(8) =E5/(8) U {a e8| 71(a) ¢ P}, EyH(S)U S\8" = Eg/(S)US\S.
Démonstration On montre tout d’abord la premiere égalité. On a:
Es(8) ={ae8|7'(a)=a} U {v.(a*7'(a)) } a€8 a>1'(a)}
={aed|1(a)=a} U {ac8|(a) ¢ P}
U {va(a£7(a)) | a€8 a>T1()}
=Eg/(8) U {Oé €S | T(a) ¢ ‘I)}
Pour montrer la deuxieme égalité, on observe que I'on a les égalités suivantes :
Ey(8) =Ep/(S)U{a € 8| 7(a) ¢ P},
S\8" = {a € 8\8" | 7() € D}.

Cette derniere égalité découle dulemme 6.13. On en déduit alors la deuxieme égalité.
|

Gy .
Lemme 6.18 Soient 8,8’ € Algy) tels que 8 ~ 8' et w € Wg,(bgy) vérifiant

w8 = 8'. On aalors sign(ws g/ ¢/) = sign(ws g/ 4).

Démonstration Soit 0 la réunion des composantes de @ de type A, avec n > 2. On
pose it = 0 N ¢. Alors ;1 est une c-structure de 6 ainsi u est de type AY. Comme

G
S8 onaSn = 8’ N p. Ensuite, on remarque que o € P vérifie 7(a) ¢ P si et
seulement si & € §. On en déduit les égalités suivantes :
{ae8|1(a) ¢ P ={aec8NO|T(a) ¢ D}
={aed8 Nb|r(a) ¢ o}
={a €8 |1(a) ¢ O}

D’apres le lemme 6.17, on a I’égalité suivante :
E4(8) = Ep/(8) U {a € 8| 7(c) ¢ @}.

D’apres la définition 4.35, la restriction de ws s/ p a {a € 8 | T(cr) ¢ D} estl'identité.
On en déduit que I'on a sign(ws s/ 4) = sign(Ws s/ 4|E,, (s))- Comme ¢ est adaptée
a X d’apres le lemme 5.15, on a I'égalité sign(Ws s/ 4|g,,(s)) = sign(wss o). Le
résultat est démontré. [ |

Démonstration du théoréme 6.12 On s’intéresse tout d’abord au cas ot § = §’.
Soit 0 € Wg,(bs). On observe que I'on a la relation pg s(0) = pg,.s(o) grace au
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lemme 6.16. Ensuite, d’aprés le lemme 6.14, on a I'égalité Fp(8)\8 = F,(8)\8 qui
permet d’obtenir :

{a € F5(8)\8 | 0. € =X} = {a € F4(8)\8 | 0.ax € —X}.

On en déduit alors d’apres la proposition 4.32 que'on awg s s (W) = wg,,8,s(w). On

Grs;
considére a présent 8,8’ € A(gy) telsque § ~ 8’ et w € W5, (hy) tel que w « 8§ =
8’. Les lemmes 6.17 et 6.18 ainsi que la proposition 4.36 permettent alors d’obtenir
I'égalité suivante : wg s s/ (W) = wg, 5,5/ (w). Le théoreme est démontré. [ |

Laction de W (hg) de A(g) induit une action de W (hy) sur W(g).

Définition 6.19 On considere I'action suivante sur 23(g).

W(he) x W(g) — W(g),
(W, V) — w1,

ou (Ww)S = ww*‘*S,S(W)W'wW*I*S'

D’apres le lemme 6.3, espace 3(g,) s’identifie naturellement & un sous-espace de
W(g). Le lemme suivant détermine 'action de W (bhg) sur I(gy) :

Lemme 6.20 Soient ¢ € Str(®) etw € W (hg). On aalors w.3(g4) = I(Gw.4)-

Démonstration Soient § € 3(g,) et w € W (hg). On sait déja que w.0 € W(g). 1l
suffit de montrer les propriétés d’invariances pour montrer que w.6 € 3(g,.4). Soient
8 € Algwg) etu € W, ,(8,8’). Onremarque que w 'uw € Wg, (w18, w1x8).
On en déduit les égalités suivantes :
1 ((00)5) = w155 (W) (10).0, 1.5

= wW*I*S,S(W)W(W_IMW)'HW*I*S

= Wy 148,8 (W)W 148 w-1us (W uW)W.0, 1,5/
WW*I*S,S(W)WW*I*S,W*WS’(WﬁluW)WW*I*S’,S’(W)(W-Q)S’

= (w.0)s.

Le lemme est démontré. [ |

Le principal résultat de cette sous-section est le théoreme suivant.

Théoréme 6.21 Soit ¢ € Str™™(®). Lapplication Try est alors surjective. De plus,
pour 1 € 3(g), il existe 0 € I(g,) telle que

1

V= Card( W(bg)) 7.0,

ceW(hg)
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Pour démontrer ce théoréme, on a besoin de quelques lemmes préparatoires. 11
est nécessaire de considérer certains sous-ensembles de W (8, 8').

Définition 6.22 Soient 8,8’ € A(g) tels que § ~ 8’. On pose
Wip(8,8") ={we W(S,8") | wx8=2_8"},
Wp(8) = {we W(bs) | w*8 =8}

Remarque Le lemme 6.25 justifie le fait de considérer les ensembles W, (8, 8").

G
Lemme 6.23 Soient 8,8’ € A(gy) tels que 8 ~ 8'. On a alors
W, (8,8") C Wiy(8,8).

Démonstration Soit ¥ une composante irréductible de ®. Si ¥ est de type A;, on a
alors SN = 8’ NV et le résultat est clair. Si ¥ est de rang 2, on a alors deux cas. Soit
¢ = U et le résultat est clair. Sinon "€ est ’ensemble des racines courtes de ¥ en
effet ¥ ne peut étre de type CI par hypothése. SiSNV¥ = &, onaaussi8' NV = &
et le résultat est clair. Sinon 8 N ¥ et 8’ N ¥ sont réduits a un seul élément. Si
SNT = §'NT, le groupe de Weyl associé a SNV est engendré par les racines courtes
ainsi tous les éléments de ce groupe vérifiew * (SNP) =8SNT.SiSNT £ 8 N,
soit 3 une racine longue de W. Alors 3 est compacte, s3 € W;,(8,8") N Wg,(8,8")
et 3% (8N W) =8 N W. Le cas précédent permet alors de conclure. Le résultat est
démontré. [ |

Lemme 6.24 Soient8,8' € A(g) tels que 8 ~ 8', w € W,,(8,8") etw’ € W(hg).
On a alors w'w € W, (8, w' % 8").

Démonstration 1l suffit de remarquer que w’ € W;,(8’, w’ % 8’), ce qui découle du
lemme 2.11. ]

Lemme 6.25 Soient8,S’ € A(g) tels que 8 ~ 8’ et ¢ € Str™™(®). On suppose que
8 € A(gy). Pourw € Wi, (8,8), onaw.¢ € St (P) et w.¢° = (w.9)".

Remarque  Cette propriété n'est pas vérifiée pour w € W (S, 8’).

Démonstration Soitw € W (hg) tel que w* 8 = 8’. On a alors w.¢p € Str™™(®) et
(w.9)° = w.¢°. Comme W,,(8,8") = wWW,,(8), il suffit de montrer le résultat dans
le cas ou 8 = §’. On a les égalités suivantes :

Wep(bs) = W2 (bs){we W((8)a) | w8 =8}
— W2 (bs) {50 | @ € S\S W {w e WS )g) | w8 =8}

Soitw € W((87)¢) tel que w x 87 = 8. On souhaite montrer que w.¢p = ¢ et
w.¢¢ = (w.0)°. Si 8™ = @, le résultat est évident sinon, on peut supposer que P est
irréductible. Cela implique que ® est de type DI. Comme les facteurs irréductibles
de ¢ sont de type Aj,ona ¢ =8 U -8 U{a € ¢ | « L 87}, ainsi w.¢p = ¢ et
w.¢¢ = (w.¢). Ensuite, pour w € W2 (bhs){s, | a € 8}, on a facilement w.¢p €
Str"™(P) et (w.¢) = w.¢". Le lemme est démontré. [ |
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Le lemme suivant généralise la proposition 4.38 aux ensembles W, (8, 8").

Lemme 6.26 Soient 8,8’ € A(g) tels que 8 ~ 8’, o € X"(hg) et u € W;p(8,87).
On pose B = U.0pos. On a alors § € X"(bs/) et u € WSP(SQ,SE,). De plus, on a
Pégalité

{ve Wep(Sa, 8;1) | V-Qipos = A}

{V € I/Vsp(SaS/) | V.Qlpos = 6} X {ld, Sa} sid(8,a) =1,
v e Wip(8,8") | v.cipos = ) sid(S,a) = 2.

Démonstration Comme W,,(8,8’) C W(S§,8’), la premiere partie du lemme
découle de la proposition 4.38. En utilisant les égalités de la proposition 4.38, on
obtient :

{V S I/Vsp(sav 8;1) | V.Qpos = 6} = {V € W(Sa; 8,{3) | V.Qlpos = 67 vx8 = SI}

={ve W(S,8) | v.apes =0, v*8=28"}o{id, s}

={ve W,(8,8") | v.apos = B} o {id, s, }. ]
Définition 6.27 Soit 8§ € A(g). On consideére la réunion disjointe suivante :

ES)p = |J Wip(s',8) CEOS).
8’ cA(g)
8§'~8
On pose Ny, s = Card(E(S)sp) .
Lemme 6.28 Soient § € A(g) et o« € X"(bg). Lapplication
Ig,: E8)sp — E(8a)sp,

igrg(u) —igr g, (u),
u™ Lapos

o 8" € A(g), 8" ~ Setu € Wy (8',8). Cette application est définie et injective. De
plus, on a

_ im(I? Yo {id,s,} sid(S,a)=2,
:(Su)sp = { S.a { }

im(f;a) sinon.

Démonstration La premiére partie du lemme découle du lemme 6.26. Soient 8’ €
A(g) tel que 8" ~ 8, ety € 8'. Onaalors v € X™(hgn (4}) et (8'\{7}),. Onen
déduit que I'on a la décomposition

Wi (8',84) = US {ue Wyp(8",84) | ™ opos =7}
vES!

Le lemme 6.26 permet alors de conclure. ]
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Lemme 6.29 On a légalité suivante : W(g) = Zéestrmax(@) W(gy).

Démonstration On introduit les notations suivantes. Pour A € A(g), on note P4
’ensemble des parties de A. On observe que P, vérifie Py = P,. Soit Q une partie de
A(g) telle que Q = Q. On note T(Q) 'ensemble des parties de Q de la forme P, avec
A € Q maximale (pour l'inclusion). On a alors I’égalité Q = UPGT(Q) P. Montrons
que I'on a la relation

(6.1) W(g,Q = Y W(g,P).

PET(Q)

On remarque tout d’abord que Q C Q' C A(g) implique W(g, Q) C W(g, Q).
Légalité (6.1) est claire si Q = @. Soit Q # &. On raisonne par récurrence et on
suppose que la relation est vérifiée pour toutes parties Q; ; Q vérifiant Q; = Q.
Soit o € ¥™(hy), on a alors d’apres le lemme 6.9

Supposons que 'on ait pour tout a € £"(hg), Qu = & ou Q, = Q. On pose

E= {Oé S Enc(bﬂ) | Qa = Q}
On observe que I'on a les égalités suivantes :

US8=US8= U S8 pouracekE.
8€Q 8€Q $eQ
a€S ECS8

Soit 8 € Qtel que E C 8. Supposons que E # 8§ et soit 3 € S\E. On a alors Q3 # &
ainsi 3 € E ce qui est absurde. On en déduit que E = § € A(g) et comme Q vérifie
Q = Q,ona Q = Pg. Larelation (6.1) est vérifiée.

Sinon, il existe @ € X"(hy) tel que Q, # T et Q, # Q. Cela implique que
Q" # Q d’apres le lemme 6.10. On peut alors appliquer ’hypothese de récurrence a
Q. et Q% qui permet d’obtenir la relation (6.1) pour Q.

D’apres ce qui précede, on a en particulier la relation

W)= Y W, P).

PET(A(9))

Soit P € T(A(g)). Montrons qu'il existe ¢ € Str™*(®) tel que P C A(gy).
On observe que T(A(g)) s’identifie avec les éléments 8 € A(g) tels que bs est une
sous-algebre de Cartan maximale pour 'ordre de Hirai. On en déduit le résultat alors
d’apres la proposition 6.11.

Il reste ensuite a observer que les espaces IW(g,) et QB(g, A(g¢)) s’identifie de
maniére canonique pour en déduit I’égalité : W(g) = > Sestmx(D) W(gy). Le lemme
est démontré. [ |
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Démonstration du théoréme 6.21 On considere 1» € J(g) C W(g). D’apres le
lemme 6.29, pour ¢ € Str™(®), il existe ¥, € W(g,) telle que v = 3 g max gy V-
Par définition de 3(g), on a l’égalité

Z Z ws g(u)u.ihs:.

8'eA(g) ve Wy(8',8)
s/~s

spS

En utilisant le lemme 6.25, on obtient I’égalité suivante :

s = Nl Z Z Z ws s(W)u.rhyr s
sp,8

0,0 ESUMX(D) §'CA(g,s) uE Wip(8',8)
§'~8 up'=¢

Pour ¢ € Str'™™(®) et S € A(g), on pose

O = Nl > > > wsis(Wudys:.
sp,8

¢’ EStrmx(P) g7 GA(%/) ue VVSP(S ,8)
8§'~S u¢’'=¢

On observe que 'on a 03 = 0 dés que 8 ¢ A(gy). On considére la famille
de fonctions 0y = (04 s)sca(). Montrons que 8, € I(gs). Comme ¢y 5/ €
F(bs, 25 (hs)), on obtient en utilisant le lemme 6.25 que 6, s € F(bs, E“C(bg))
D’apres le théoreme 6.12, on montre aisiment que 6, vérifie les propriétés d invari-
ance.

Soient v € X3°(hs) et w € Sym(Ds). On a les relations suivantes :

Oss)=—— S 5 Y s s@(@muses),

NSP’S A S max (I) ’ ’
@/ ES™ (@) 8'eA(g) ue Wip(8',8)
8$'~8  wp'=6

Z Z ws s(u) sign(uil.a)u.(8(u71.w)wu_qg,g/)u,l'apos

8'€A(g) ue mp(s ,8)
8'~8 .o’ =¢

Yo > wsrs, (00T W) ups) © o

8'€A(g) ue Wiyp(8',84)
§'~8, g’ =¢

Y Y wsrs, (WO(caW) ubuss © ja

8'€A(g) ue Wyp(8',84)
§'~8, ug'=¢

=i0(ca(w)) b8, © ja-

On rappelle que'on a D(S, o) = 1. La troisieme égalité découle du lemme 6.28. On
en déduit que 64 € J(gy) et on a en particulier 'inclusion suivante :

spS

Nips,

sp Sa

3(g) C Z J(gs) (en tant que sous-espaces de M(g)).
HEStm (D)
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Soientv € W (bhy) et ¢ € Str™™(P). On a alors v.¢p € Str™™(P). Montrons que 'on
a la relation

(6-2) 1/.6‘0‘ = 6‘1,'0‘.
Soient § € A(gy). Onav 8 € A(g,,). On rappelle que la fonction v.6, est
définie par (v.04)yxs = ws vis(¥)1.04 s. On obtient les égalités suivantes en utilisant

le lemme 6.24

(1.05) x5 (%) = w8 x5 (V)0s.8(v ™" .x)

—1
= ws.s (V) > > wsrsWudy s (v x)
P bresum(®) 8'EA(e,) ue W,y (3'.8)
8§'~8§ u.g’'=¢
1

= S0 Y G m).gus )

N,
PSS (@) 5/ EA(g,1) ue Wyl(5'.S)
8'~8 u.g'=¢

- N1 Z Z Z ws’ vis (W) th.prg7(x)
sp,S

¢/ ESU™N (D) 8’ EA(q) UE Wip(8' v8)
8/ ~yx8§ ug'=¢

- (ev.é)v*S(x)-

La relation (6.2) est démontrée. On a ainsi montré que

1
v = Card{ve W(hy) | .6 = ¢} > v

ve W(bg)

Cela prouve la deuxiéme partie du théoreme. Soit 0 € W (hgz). Montrons que 'on a
la relation I'(6,.4) = I'(64). Soit & € A(g),ona

Doby)s = > Y. wss(wulobys
S €A(g) ue W(8',8)
8§'~8

Z Z LUS/.VS(M)M.(w(,—l*g/’sl(0’)0.945’0——1*5/)

S c€A(g) ue W(8’,8)
8§'~8

Z Z We— 1*8’,8(“‘7)”0-945,0*1*5

SEA(Q ) uc W(8',8)
8'~8

Z Z wsrs(u)u.fss =T(0,)s.

SEA(Q ) uc W(8',8)
8§'~8
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On rappelle que 'on al’égalité ) = » g mux(q) - Comme d’apres le lemme 6.11, le
groupe W (bhy) agit transitivement sur Str™**(®) et que I' est un projecteur d’image
3(g), d’apres le théoreme 5.10, on a

v=T@W)= > T(4,) = Card(Su™>(®))(6,)

veStrmax(d)

= Try ( Card(StrmaX(@)) 9¢) .

Le théoréme est démontré. [ |

Corollaire 6.30 Soient G dans la classe 7 et ¢ € Str(®). On suppose que les facteurs
simples de g sont de type AlIlL, CII ou DIIL Lapplication

3(gg) — 3(9),

1
QHW Z 0.0

ceW(bg)

est définie. Cette application est surjective si et seulement si ¢ € Str™(P).

Démonstration Cela découle directement du théoreme précédent et du lemme 5.5.
|

On souhaite a présent montrer que I’on peut prendre la moyenne des éléments de
3(ge) par un groupe plus petit que W (hg).

Définition 6.31 On pose
W'(hy) = {we W(hg) | w.a € B'Va € X/ longue}.

Lemme 6.32 On suppose ® irréductible. Si ® est de type AIIl ou DIII alors
W' (hg) = W(bg). Si ® est de type CII alors

W(hg) = W (bhg) < {sa | o € ® longue ).

Démonstration Le cas ol @ est de type AIIl ou DIII découle directement de la sous-
section 1.2. Supposons ® de type CII. On remarque que les racines longues sont
compactes. Avec les notations de la section 1.2, le systéme de racines ®° est de type
Cp x Cy—p. Soit §, (resp. §,—_,) le groupe des permutations des racines 2e; pour
1 <i< p(resp.2¢ pour p+1<i<mn). Onaalors

W (D) = (8)p X 8y—p) < (526, | 1 < < 1.
On observe que 8, X 8,_, C W'(hg) et
{2, | 1 < i < m) 0 W' (he) = {id}.

On en déduit que W'(hg) =8, x §,_. [ |
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Proposition 6.33 Soient G dans la classe ("' et ¢ € Str(®). On suppose que les
facteurs simples de g sont de type AIIL, CII ou DIIL Pour§ € 3(¢), ona:

1
T ” 9 S '9.
o (0) Card( W'(bg)) geV;bz)U

Démonstration On peut supposer que P est irréductible. Si ® est de type AIIl ou
DIII alors le résultat est évident d’apres le corollaire 6.30 et le lemme 6.32. On sup-
pose que P est de type CII. Soient 7 le rang de @ et a une racine longue de ®. On a
alors a € ¢ ainsis,.¢p = petpour S € A(gy),onas,*8 € A(ggs). Par définition de
Pespace 3(gy), on a la relation wg, s 5,48 (Sa)Saps = ¢s,«s pour & € A(g). D’apres
la proposition 6.12 et le lemme 5.15, on a (s40)s = ws s, +5(5a)SaPs,xs = ¢s. En
utilisant le lemme 6.32, on obtient

1 1
s Z p.p = - Z papz-¢
Card( W (bo)) 5 ) Card(W'(be)) 2" 7,
112 € (5| longue))
1
- :u’1¢
Card( Wl(bﬂ)) /LlG;(bﬂ)
On en déduit le résultat d’apres le corollaire 6.30. u

Définition 6.34 Soit ¢ € Str(®). On pose W'(hgy)? = {w € W' (by) | w.¢ = ¢}
et

3i(8s) = {9 € 3(gy) | wp = oVw e W' (he)’}.
La proposition précédente a le corollaire suivant.

Corollaire 6.35 Soit ¢ € Str(P). Lapplication Try: I;(gs) — 3I(g) est définie. Cette
application est surjective si et seulement si ¢ € Str™™(P).

Dans la partie suivante, on aura aussi besoin du résultat immédiat suivant.
Lemme 6.36 Soientw € W'(hg) et 8§ € A(g). On a alors wg s (W) = sign(w).

Démonstration On peut supposer ® irréductible. Si @ est au moins de rang 3, alors
8™ = @ ainsi E¢/(8) = @. D’apreés la définition de W'(hgy), ona

{a €8 |wae-X}=02.

On en déduit d’apres la proposition 4.36 que 'on a wsg .5 (W) = sign(w). ]
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Partie 4 Application : Une formule de réduction pour
Pintégrale de Cauchy Harish-Chandra

Dans cette section, on étudie I'intégrale de Cauchy Harish-Chandra pour les paires
duales réductives (U(p, q), U(r,s)) et (Sp(p,q),0*(2n)) avecp+q=r+s=n.

7 Paires duales réductives et c-structures

On désigne par D soit C soit H et V' un ID-espace vectoriel a droite de dimension 7.
Soit (, ) une forme non dégénérée hermitienne ou anti-hermitienne sur V. On
désigne par G le groupe des isométries associé a (, ) que I'on note aussi U( V). On
fixe un sous-groupe de Cartan compact de G que 'on note Hg. On considere la
décomposition de V' en composantes irréductibles sous I’action de Hy :

L €L
V=Vid @V,

Les espaces V; sont des espaces vectoriels de dimension 1 sur D. Soit P une partie
de {1,...,n}. On considére le sous-espace Vp = @iep Vi de V. La forme (, ) se
restreint en une forme non dégénérée sur Vp que 'on note (, )p. On considere le
sous-groupe U( Vp) des isométries de Vp pour le produit (, )p.

Soit ¢ € Str(®). Il existe alors une unique partition A; U --- U A, de {1,...,n}
telleque Gy = X ::1 U(Vy,). On note Par(G) 'ensemble des partitions de {1, ..., n}
associé a une c-structure par ’égalité précédente. On a alors par définition la bijection
suivante :

Pg: Str(®) — Par(G),
¢ — (Ar,..., Ay).
Le groupe G est isomorphe a U(p, gq), Sp(p, q) ou O*(2n) avec p + q = n. On en

déduit en particulier que G € J{’ et que lordre de Hirai de g = Lie(G) est linéaire.
De plus, pour ¢ € Str(®),ona

n+1J

(7.1) Card(Pe(9) = | :

Soient V7, V, deux espaces vectoriels a droite de dimension #n sur ). On pose
W = Hom( V7, V3). On considere sur V) et V; des structures hermitiennes ou anti-
hermitiennes (-, -); et (-, -),. On suppose que (-, -); est anti-hermitienne si et
seulement si (-, - ), est hermitienne. On considére 'application

Hom( Vi, V3) — Hom( Vs, V1),

wr— w*
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telle que (W*v,,v1)1 = (v2,wvy), pour tout v; € Vi etv, € V,. On pose alors
pour w,w’ € W, (w,w’) = Tr(w*w). Le produit { , ) définit une structure d’espace
symplectique sur ’espace vectoriel réel . On note Sp( W) le groupe symplectique
associé a (W, (, )). On note G; le groupe des isométries associés a (, );. On désigne
par g; les algebres de Lie de G;. La paire (Gy, G;) est une paire duale irréductible au
sens de Howe du groupe symplectique Sp( ). On fixe un sous-groupe de Cartan
compact H; & compact de G;, on pose b); o = Lie(H; &) et @; le systeme de racines de
hi z ¢ dans g; c pour i = 1,2. On considere la décomposition de V; en composantes
irréductibles sous l'actionde Hi g : Vi= V1 ®--- @ Vi,

Définition 7.1 Soient ¢; € Str(®;) pour i = 1,2. Comme d’apres Iégalité (7.1),
ona Card(Pg, (¢1)) = Card(Pg,(¢,)),on peut considérer I'ensemble des bijections
de Pg, (¢1) dans Pg,(¢,) que 'on note B(¢y, ¢,). Pour I € B(¢, ¢2), on considere le
sous-espace de W :

Wi= @ Hom(Vyj, Vayj)-
j€Pg, (¢1)

On note Sp( W) le groupe symplectique associé a W, pour la structure symplectique
induite par (, ) sur W,.

On a alors le résultat suivant.

Lemme 7.2 Avec les notations de la définition précédente, pour tout I € B(¢p1, ¢2), la
paire (G 4,, Ga,4,) est une paire duale réductive de Sp( W)).

Démonstration On pose Pg(¢;) = (A;,...,Ai,) pouri = 1,2. Par définition, la
paire de groupes (G 4,, G2,4,) est le produit des paires de groupes

(U( Vl.,Al_J)v U( VZ,AZ_L(}'))) pour 1 S ] S n.

Le sous-espace Hom( V5 4,,,, V1.4,;) de W hérite d’'une structure symplectique na-
turelle. D’apres [7, §1.1.18], la paire

(U( Vl,Al‘i)a U( VZ,AZAL(,‘))) C Sp(Hom( Vl,Al‘” VZ,AZAL(,‘) ))

est une paire duale irréductible. On en déduit alors de nouveau [7, §1.1.18] que
(Gi1,¢,, Ga,6,) est une paire duale de Sp( W)). ]

Remarque La paire duale réductive (G, 4,, G2 4,) est en général non irréductible.

8 VLintégrale de Cauchy Harish-Chandra

Dans cette section, on souhaite montrer une formule de réduction Qe I'intégrale de
Cauchy Harish-Chandra. On désigne par G un groupe de la classe I’ dont les fac-
teurs simples de g sont de type AIII, CII ou DIII. On introduit espace de fonctions
suivant :
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Définition 8.1 Soit G un groupe dans la classe H’. On note 3(g) Pensemble des
familles de fonctions (¢s)sea(q) telles que ¢g soit une fonction lisse sur brseg pour tout
S € A(g). On considere aussi le sous-espace S(g) de 3(g) des familles de fonctions
¢ = (¢s)sen(g) qui vérifient u.¢ps = ws s/ (u)ps, pour 8’ € A(g) tel que 8’ ~ S et
ue W(,8".

8.1 Pour une sous-algebre de Cartan compacte

La définition de Chc pour une sous-algebre de Cartan elliptique fait intervenir cer-
taines fonctions polynomiales (cf. [8, théoreme 10.19]). On s’intéresse tout d’abord
a expliciter ces fonctions polynomiales. Il s’agit de généraliser la proposition 2.1 de
[1] pour les systemes de racines de type D, et C,,.

Soient n,n’ € Ntelsn’ < n. OnposeJ = {1,...,n}etd = {1,...,n'}.
On désigne par F(n,n’) 'ensemble des couples d’applications (L, €) ot L est une
application J dans J et € est une application de J dans {£1}. On pose F(n) = F(n, n).
Pour x € C" (resp. x' € C*'), on pose :

m(x) =

Dicici<n(XiEx)) sin>1
1 sin=1"

) =2" >« Y (o £x)),

1<i<n’  1<i<j<n’

Quelx,x') = I G+,

(i,j)€Ix Jne{x1}
i#L(j)
i=L(j) et ne(j)
ou (L,e) € F(n,n’). On dit que (L, €) est une injection si I'application
J — I x {£1},
i— (L(i),€(i)

est injective. Si K désigne un des corps R ou C, on désigne par K[x] (resp. K(x))
'algebre des fonctions polynomiales (resp. des fractions rationnelles) a coefficient
dans K en (x;)1<i<n. Pour tout ensemble fini E, 8(E) désigne le groupe des permuta-
tions de E. Dans la suite de cette sous-section, (L, €) désignera toujours un élément
de F(n,n’). On pose aussi :

o(L) = (_1)Carcl{(i,j)eax;J|i<j,L(i)>L(j)}7 (L) = (_1)Card{(i7j)ejxj\jeim(L),j<i}’
ot im(L) représente I'image de L.

Remarque Sin = n’ et L est une application bijective de J dans J alors o(L) est la
signature de L au sens habituel.
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Proposition 8.2 Il existe une unique famille de fonctions polynomiales (Pp.¢) (L) de
R[x] indexée sur Pensemble des éléments (L, €) de F(n,n’) tels que (L, €) est une injec-
tion vérifiant :

' ()= D PLo)Quxx) VxeC x e
(L,e)EF(n,n’)

(L,€) injective

On a de plus la propriété suivante :

Prx)=o@n@) [[ @i—xp,
1<i<j<n
i,j¢tim(L)

ot x| est Pélément de C*' définit par (x1); = x1() pouri € J.

Démonstration La démonstration est directe. [ |

n(n+1)

Corollaire 8.3 Sin=n',onaP,, = o(L)(—1) 2 Hjea e(4).

On considere la paire duale (G, G,) introduite dans la sous-section précédente.
On pose

g [Ix {1 sin=H,
P79 D =G,

et Fp, Pensemble des injections de J dans Jp. SilD = H|, 'ensemble Fyy s'identifie
canoniquement avec F(n). Soient i, j € J. SiD = G, 'espace Hom( V) ;, V3,;) est un
espace vectoriel réel irréductible sous 'action de H; o X Hj &. On pose

Wi ; =Hom(Vy;, V).

SilD = M, I'espace vectoriel réel Hom( V1 ;, V5 ;) est non irréductible sous I'action
de H; &z x Hy . Il a deux composantes irréductibles W; ; +. On a ainsi I'égalité :

Hom(Vy;, Vaj) = Wij— @ Wi+

Pour ID = C ou H, on obtient que la décomposition de W en R-modules irréducti-
bles sous I'actionde H; g x Hy 5 est W = ®(i,j)63><3u W ;. Sur b g, il existe des
coordonnées x; pour 1 < i < n tels que x| v, = ix; pour x € by ». On note H; la
base de I), & associée a ces coordonnées. On note p la projection canonique de Jp
dans J. Pour M € Fp(n) et § € A(g,), on pose

M .
ys = > sign(Hpm(j)) s ) W Hpm()
jed
(!(HP(M(J'))):OV(!ES
Définition 8.4 Soient v; € Str(®;) pouri = 1,2 etl € B(v1,1,). On pose

Fo(vi,v,1) ={M € Fp | po M(A) = I(A)VA € Pg, (1)}.
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On a alors pour v, € Str(®,), la réunion disjointe suivante :

(8.1) o= |J Folnml.

vy €Str(Py)
I€B(v1,12)

Comme dans le cas étudié ici, les groupes G; et G, ont le méme rang, les fonctions
polynomiales nécessaires pour définir Chc sont des constantes. Plus, précisément
d’apres le corollaire 8.3 et la proposition 2.1 de [1], on a pour M € Fy(n) :

(8.2)

n(n+1)
o(L)(—=1) 2 icg€(i) siD =H, M = (L, €) et Gy est de type DIII,

n(n—1)
Py =< o(L)(-1) 2 siD = H, M = (L, ) et G, est de type CII,
n(n—1)
oM)(—1)" 2 sih = C.

La deuxieme égalité se déduit facilement de la démonstration de la proposition 8.2;
il suffit d’échanger les roles de 7w’ et . Pour M € Fp, on pose pour x; € b; o ¢ avec
i=1,2

1'11

M
che (x1 +x) =
Hieﬂ det Wi mi) (x1 +x2) ’

et pour 8 € A(g;), on pose hs = {x €bhs | alx) >0Va € 8}. Soit
A(g) = {S€ A(g) | wa e ZVwe W (hy),a € 8.

On obtient aisément le résultat suivant.

Lemme 8.5 On suppose ® irréductible. Si ® est de type AIIl ou DI alors A(g) =
A(g). Si D est de type CIl alors pour 8§ € A(g), il existe 8’ € A*(g) tel que 8 ~ 8’; de
plus, on a

Card{8’ € A(g) | 8’ ~ 8} = 29 Card{$’ € A(g) | §' ~ S}.

Le lemme précédent permet d’obtenir la version suivante de la formule d’intégra-
tion de Weyl. On utilise les notations de [8, §10].

Lemme 8.6 Soit ¢ € C(g). On a alors

° —1
/ Hx) dx Crd(W(%)) Z 10 / Tos © 5 (s (1),

8eA(g
oit f(8) = 29BN ot W est la réunion des composantes de type CII de ®.
Démonstration Pour § € A(g), on pose

Card{cl,_ | o € W(bs)}
Card( W (bs))

ng =
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Comme on a 8" = &, d’apres la proposition 4.11, on a
Card{o],_ | o € W(bs)} = Card(8)! 2Card(8),
D’apres la proposition 4.11, on a
Card W (bs) = Card( W(d%)) Card(8)! 262d(Fe(5)

On en déduit que

1
 Card( W(®5)) 2Fe(8N\8”

(8.3)

On a ensuite

Card( W (hg))

84)  Card{s' € A(g)| 8’ ~8} = - '
(8.4) ard{ (9) | } Card( W(CI)CS)) Card(8)! 2Card(Fa(8)\8

Pour § € A(g), on note h§ = tg + ag ol tg est la partie compacte de bs, ag est la
partie déployée de hs et a§ est une chambre de Weyl de ag telle que pour x € a§, on
ait [] cg o cgl(x) > 0. D’apres [8, (10.17)],on a

/gb(x) dx = Z I’lg/ Ty, © Cg s dxs,
g bt

ol la somme est sur un systeme de représentants de A(g). En utilisant les égalités
(8.3) et (8.4), la formule précédente s’écrit :

/(b(x)dx Ca d(S)'/ wbgocs—l¢s dxs

o~ 1 .
= > (W) / Ty (%) 0 ¢ (X) s dxs

SEA(g
1
S N /) / T © 5 (ps (3) d.
Card( W (b)) sg[: s
Le lemme est démontré. |

Dans [8], l'intégrale de Cauchy Harish-Chandra (Chc) est définie comme une
application de C(g;) (I'espace des fonctions test de g;) dans 'ensemble des fonctions
définies sur 'ouvert des éléments semi-simple réguliers de g, invariante par le groupe
G, (cf. définition 1.9 de [8]). D’apres le théoreme 10.19 et la proposition 11.14 de
[8], Chc se factorise naturellement en une application de 3(g;) dans 3(g;). On note
aussi cette application Chc. On obtient le lemme suivant.
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Lemme 8.7 Soient ¢ € I(g1) et x; € bf%. Ona
Ch™ W (¢) 5 (x1)

=Cw »_ f(S)}iEs[ Py che™ (g (x) + ity + x1)¢s (x) dxs,

ScA(g) >0 © 78
MecFp
ou . ;
c (24)dima (W) ( sign(Vy) sign(Vz))
W =

Card( W(bg))

Remarque L'exposant W signifie que la paire (G, G;) est une paire duale du
groupe symplectique Sp(W).

Définition 8.8 On note Str‘(P) le sous-ensemble des éléments v € Str(P) tels que
sion pose Pg(v) = (Ay,...,A,). Alors, quitte a réindexer les A;, on ait :

(8.5) a €A, Be€Ajeti < jimpliquenta < f.

On pose Str™™¢(®) = Str™™(P) N Str(P).

On obtient aisément le résultat suivant.

Lemme 8.9 On a Str™™(®) £ ©.

Définition 8.10 Soient vy € Str(®P;), v, € Str(P,) et I € B(v1, ;). On considere
la partition (Ay, . .., A,,;) associée a v, vérifiant la propriété (8.5). On pose [71(A;) =
B; pour 1 < i < meton pose

al allhp. Al
F(Vl, s, l) _ H (_I)Card{(d B')BixB;j|3">p3 }
1<i<j<m

Théoréme 8.11 Soient v, € Str™™(®,) et 1) € J;(g,,). On a alors

Che™ W (1o, () , = 3 D che i)
vy €Str(Py) Wi
I€B(vy,12)

Démonstration On pose

1
B Card( W'(hg)) Z v

neW’(bg)

On en déduit I’égalité suivante :

C
Che® W (9)5(x) = —— D —— 18
Card( W'(bg)) /,ev;bg)sg%s

hm Py chM (cg Y(x) + 1ty5 + x1) - Ys(x) dxs.
t>0 bs
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Si on considére I'action de W'(hgy) sur I'ensemble des racines longues de ¥/, le
groupe W' (hg) s'identifie naturellement a un sous-groupe du groupe des permu-
tations de ¥’. On considére I’action suivante de W' (hg) sur Fp. Soient M € Fp et
€ W' (hg). SiD = C, on pose p.M = poM. SiD = H, M = (L, ¢) et on pose
.M = (oL, €). On rappelle que 'on a les relations suivantes :

())s = wy-res.s (W, —1.s et (y§)ma = (}’ﬁflfg)ufl,M(i)

(df. [8, (10.18)])

On en déduit que 'on a la relation

he® % (0) g (x1)

Cw
" Cad(W(h0)) 2. 2 [

eW'(hgy SGA(J

X }inng,H*S(M)/ Pyrche™ (5! (u(x)) + ity + x1)p.ap, 1.5 (x) dxs
= bs

t>0

Cw
= W) 2 2 [©®

uEW’'(hge SGA(J

M- ouT'M
X hmwg H*g(u)/ Py che (CH,I*S(X) + ztyﬁ,l*s +x1)

t>0 ,rl*s

X 1/}#*1*8 (X) dxu*I*S

— CW
~ Card(W'(bg)) 2 2

neW'(hg SGA(J
X hm ws s (14) P.um cth(cs_l(x) + ityg/f + xl) Pg(x) dxs.
t>0 bs
On remarque ensuite que I'on a P,y = o (1) Py d’apres égalité (8.2) et
ws uxs (1) = sign(p) = o(p)
d’apres le lemme 6.36, ainsi 'expression précédente s’écrit :
Cw Y. f8) hm/ Pyrche (e (x) + ity + x1) s (x) dxs.
8€A(g)
MEeFy
Cette derniére expression peut s’écrire d’apres I’égalité (8.1) :

Cw Z Z f(S)hm/ PMchc csl(x)+zty5 +x1)w5(x) dxg.

v, EStr(®y) SeA(g)
leBij(vi,v2) MEFp (v1,1,,])
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Pour M € Fp(vy, 11, 1), on désigne par 0y, ,, i(p o M) le produit des signatures de p o
M| pour A € Pg,(12). On pose Pg, (1) = (Ay,...,A,) et Pg,(v1) = (By,...,By)
avec I(B;) = A, pour tout i € J. Comme v, € Str"™™°(®), on peut supposer que 'on
adeplusa € A;, 8 € Ajaveci < jimpliquent v < 3. On en déduit la relation

Ul/],l/z,l(L) — O,(L)(_l)Card{(ﬁ/ﬂ”)EBiXBj|i>j et/3'>ﬁ”}'

Soit (P;}""z’l) M la famille de fonctions polynomiales permettant de définir
ChCGlJ/l Gow,y, Wi .

D’apres I'égalité (8.2), on a les expressions suivantes :

Gt (=12 Ty eli) siD =, M = (L, )
et G; est de type DIII,

Py = o, (D(~D)L2) siD=HM=(Le)
. et G, est de type CII,
Opnt(M)(=1)L2! siD = C (G, est de type AII).

Commen — | 5| + @ =[%]+ @ =0 mod 2, on en déduit que
Py = PyT(vy, 13, 1).

On peut remarquer que les fonctions f et fg, coincident, cela permet d’obtenir
Iégalité :

Chc® 122 Wi() o (xp)

=T, 0Cw, Y f(S)Z/B Py chc (5! (x) + ity¥ +x1)

SEA(81,) t*’(())
MEBij(¢1,¢2.]) =

X 1/)5 (x) dxg .

On en déduit la relation

Che™ W (@)gla) = )

v €Str(Py)
I€B(v1,12)

CWF(Vla s, l)

O s Wi () (1),
Cw,

On a montré le résultat. [ |

On souhaite étendre la formule de réduction de Chc du théoreme précédent pour
les sous-algebres de Cartan non compactes. On fixe un élément S € A(g). On
considere la décomposition Hg = AgTs ot Ag (resp. Ts) est la partie déployée (resp.
compacte) de Hg. On note ®{ un cldture pleine de @;. Suivant la sous-section 1.2, on
fixe un ordre X sur ®;. On observe ensuite qu’il existe une involution ¥.’-admissible
7 telle que 8™ = @ pour § € A(g;). Si @, est de rang au moins 3 ou de type AllI,
cela est clair. Si @ est de rang 2, on a ® de type B, et les racines courtes sont les
racines non compactes; il suffit que 7 laisse fixe les racines longues. On fixe une telle
application.
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Définition 8.12 Onpose VS = {v € V | av = vVa € Ag}. On désigne par G
(resp. 6%) le groupe (resp. I'algebre de Lie) associé a espace V'S,

Le groupe Tg|y s est un sous-groupe de Cartan compact de G%. On pose HS =
Ts|ys et bS = ts|ys. Le systéme de racines de b s’identifie canoniquement a ®sg.
Pour 8’ € A(g®), on a l'injection canonique suivante : ag @ bg, — bgus’. Pour
81 € A(g’) tel que Card(8;) = Card(8), on désigne par (81, 8) un isomorphisme
linéaire de ag, ¢ dans ag tel qu’il existe une bijection p de 8, dans 8 vérifiant
1(81,8)(Ho) = Hya) pour tout o € 8. Pour x € s, on pose x = x, + x, avec
X; € ag et x. € tg.

Définition 8.13 Soit 8 € A(g). Ona A(g®) = {8’ € A(g) | S U &’ € A(g)}.
Pour ¢ € 3(g), on pose pour z € ag, y € bg/ régulier et 8’ € A(g®)

¢35 (y) = dsus/ (z+y)

et on désigne par ¢° la famille de fonctions (¢%)g/c(ys). Pour 8’, 8" € A(g®), on
pose

Wes (87,8") = {u: bs, — bgv | il existe g € G® tel que u = Ad(g).}
C Wg(8us8',8§US")

pour u € Wgs(8’,8"). On note wgs g/ g,/ la fonction définie sur Wgs(8',8")
relativement au groupe GS, définition 3.6.

Proposition 8.14 Soient 8',8"" € A(g®) tels que 8’ % 8. Onaalors 8’ U8 ~

8"USet
(8.6) WG,87US.87US| W5 (87.877) = WGs 87 877
Lapplication
3(g) — 3(6®),
¢ — ¢°
est définie.

8
Démonstration Soient SG', 8" € A(g®) tels que 8’ L 8. Comme W®S) C
W (hgy), on aalors 8’ US~8" US. Soit w € W () tel que w x 8’ = 8’’. On a alors
wx (8’ U8) = 8" US. D’apres la définition 4.33, on aEgp; (8') = E¢/(8U8') = @.
La fonction sign sur W (g s) est la restriction de la fonction sign sur W(bg). On
en déduit d’apres la proposition 4.36 que 'on a

’ ! T
WS’US,S”US(W) _ Sign(W)(_l)Card{aES US\8'U8" |w.ae—X}

= sign(w)(—1)Cudlae8 USIwae—3} _ )0, o ().

https://doi.org/10.4153/CJM-2009-049-x Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.4153/CJM-2009-049-x

1046 Florent Bernon

On considere a présent u € Wgs (87, 8) et I'application

pssr: Wgs(bsr — W(@s%

Ur— u|—(6s)s,.

On observe que 'on a (®g)g, = ®Psus/. On en déduit que Ps,s’ = Ps |55us/' En-
suite, on a

(_1)Card{a€T(SUS/)ﬁ(l)c|u.a€—7'(SUS/)ﬁ(I>c}
_ (_1)Card{(tET(S')ﬂ@f\u,ae—T(S')ﬂq)(}

_ (_I)Card{ae‘rs(S’)ﬁ@s‘”|u.a€775(S’)ﬂ@s‘”}.
D’apres la proposition 4.32 et les égalités précédentes, on obtient :
wa,8rus,8/7us(U) = wgs g7 g/ (1)
et 'égalité (8.6) est prouvée. On en déduit aisément que ¢S € 3(a%). [ |
Soient v € Str(®) et S € A(g,), on pose

Card{w € W'(hy) | w*8 € A(g,)}
Card( W'(bg)) '

A,8) =

Proposition 8.15 Soientv € Str(®), ¢ € J;(g,), z € ag et S € A(g,). On a alors
(bzs € Si(gf) et on la relation

Tr, ()8 = A(v, 8) Tr,s (¢9).

Remarque Comme (a,)% = (a%),s, la notation gf est sans ambiguité. Légalité
précédente montre que le transfert et I'induction commutent.

Démonstration D’aprés le lemme précédent, ona ¢ € J(gS). Soient 8’ € A(g®)
etw € W'(HS). On observe que 'on a l'inclusion W'(hY) C W'(bhy). En utilisant
la proposition 8.14, on obtient les égalités suivantes :
(W.¢ZS)5/ = Wgs 14878 (WIW.Og 148/ (2 + +)
= WG, sUw—1%87,8U8" (WIW.0g U145/ (2 + +)

= ¢susi(z+ ) = ¢lg.
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On en déduit que ¢S € J;(a®) et la premiére partie de la proposition est démontrée.
Ensuite, on a

(8.7)
1

Tr ()8 = — D)susi(z+ .
WO = e d (W) Nev;bg)m Fsus(z+.)

1
= — Wy—14(sus”),sus’ (W -Gy -14sus7) (2 + )
Card( W’(bz)) e WZ,(W) ! !

1
~ Card(W'(bs)) 2 >

S1€A(6)  pueW'(hy)
81EW (h2)*8 | =148=8,

Ws,Up—1x87,5U8" (L h-08,Up-1x87 (2 + )
Pour chaque élément 8; qui apparant dans Pexpression précédente, on fixe un élé-
ment jg, € W'(hg) tel que js, * 8 = 8. Grice a la proposition 4.11, on a les
égalités :
{pe W be) | p*8 =8} =js{ne Wbe)|pu+8 =8}
= js, W' (03 (was | o B € 81)).

Soient y; € W'(b%‘) et iy € (Wa3 | @, B € 81)). On pose u = jsg, fi1442. On a alors
en utilisant le lemme 6.36

Wa,s,up—1xs,sus’ (1) = sign(p) = sign(js, ) sign(p) sign(pz)
= sign(Jjs,) sign(i).
D’autre part, comme ¢ € J;(g,), ona

8 ).

—1 —1.—1,a,
is, 7t s, *8

/J,.(]SSIUH—J*S/(Z‘F ) = j51u1.¢sluul—1jgll*8/(2 + - ) = j51'(/1’1'¢
On en déduit que

D> wsup-essuss (-G8, Uu-tss

HEW' (he)
1x8=8

= Card{p € W'(bg) | 8 = 8} sign(js,) js,.(Tr,s, ((bjs,él_z)jgl*sl)
= Card{pn € W'(ho) | j18 = 8}(js, Tr,s1 (671)) g,

= Card{p € W'(hg) | p*8 =8} Tr,s(¢5)s:.
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Lexpression précédente permet de réécrire I'expression (8.7) de la maniére suivante :

1
S Card W' (b 8 =8} Tr,s (¢%)s
Card( W/([)Z)) 516%9,/) v {ME (b )lu* } ' ((b )S

S$1€W' (he)*8
_ Card{pu € W'(bhe) | 8 € Alg)}
Card( W'(bg))

Trys (65)s-

Légalité est démontrée. ]
Pour 8; € A(g;) aveci = 1,2, on pose W52 = Hom( VIS‘7 VZSZ).
Lemme 8.16 SoitS € A(g). Il existe (5(8) € {£1} tel que
[T o =® [T aw| ] aw)
aEY a€Yg a€X\Xg

pour tout x € ht.

Démonstration On a les égalités suivantes :
H a(x) = ‘ H Oé(x)‘ (_1)Card{a€E|d€—E}
a€el a€X

et

H a(x) = ‘ H a(x)‘(—1)Card{“62§\d€—25}7

aEXgs aEXg
ainsi il suffit de poser (3(8) = (—1)C2d{eEMN\Zs13€ -2} Te lemme est démontré. W
A partir de [8, proposition 11.14], on obtient la formule d’induction suivante.

Lemme 8.17 Soient 8, € A(g;) et € I(g) etx’ € brselg. Siil existe S, € A(qy) tel
que Card(8;) = Card(S,), ona

S .8y 117818,
Cthl,Gz,W(e)gl(xl) = Cq’1(81)<¢2(82) Cth1 G272, W (65(281,82)(365/))@()(:5/)

sinon, on a Ch¢™ >V (¢)s, = 0.

Remarque Lisomorphisme (S, 8;) n'est pas unique mais on peut montrer que
I'expression de gauche ci-dessus est indépendante du choix de (81, 7).

Théoreme 8.18 Soient v, € Str™™(®,), ¢ € Ji(g1,,) et & € A(gy). On a alors :

Cth"Gz"W(Tryz((b))sl: Z C(v, v, 1,81) Che® @ Wi(gyg

v €Str(Py)
l€B(v1,12)
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ol
Cosis: DO 157, 11,5060 (81)6, (82)
x Card{w € W'(hg) | w8, =8
C(V15V271781): Z C 8{ 8 2 | - 1} .
SIEA(QVI) [/I/}SI’SZC(I)I( I)C‘I)z( 2)
Card(8,)=Card(8>) x Card(8;)! Card( W'(bg))
Démonstration La démonstration est directe. [ |

Sil’on considere la question de savoir si 'intégrale de Cauchy Harish-Chandra est
une intégrale invariante, c’est-a-dire, si

(8.8) im(Chc™®)
C {espace des intégrales invariantes sur g; sans condition de support}.

Le cas des paires duales de groupes unitaire a été étudié dans [1]. Supposons ID = H.
D’apres le théoreme précédent et le corollaire 6.35 si 'inclusion (8.8) est vérifiée pour
les paires duales (O*(2),Sp(p,q)) et (Sp(p,q),0*(2)) avec p + q = 2 alors on
obtient que pour une paire (G;, G;) ot G; et G, sont de méme rangn > 2, ¢ € I(g,)
et §; € A(gp) alors Cthl’Gz(qﬁ)g1 S Ty(bgl, E“c(bgl)). Une étude plus fine des
constantes C(v1, 12, I, §1) permettrait sans doute aussi d’étudier les relations de sauts.
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